59. ro¢nik Matematické olympiady — 2009/2010

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni iloh méte 4,5 hodiny &istého ¢asu. ReSeni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pfi soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého p¥ikladu musi obsahovat:

¢ Popis FeSeni, to znamena slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty
zdivodnujici jeho spravnost (pfipadné dikaz spravnosti algoritmu), dis-
kusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a pamétova sloZitost). Slovni popis
FeSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného za-
pisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na Vase Feseni
predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autorska reseni se
odkazovat muzete.

® Program. V ulohach P-III-1 a P-III-2 je tfeba uvést dostatec¢né po-
drobny zapis algoritmu, napt. ve tvaru pseudokédu nebo zdrojového tex-
bo C/C++. Ze zépisu miizete vynechat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztaht apod. V fe-
Seni tlohy P-ITII-3 je nutnou soucasti feSeni program pro pocita¢ Kvak.

Za kazdou tlohu muzete ziskat 0 az 10 bod. Hodnoti se nejen spravnost programu,
ale také efektivita zvoleného algoritmu a kvalita popisu feseni.

P-III-1 Znovu ¢okolada

Jenicek bude mit zanedlouho narozeniny. Jeho sestra Marenka si jesté dobie
pamatuje na olamanou cokoladu, kterou od Jenicka dostala pfed nékolika mési-
ci. Rozhodla se proto, ze mu da k narozenindm podobny darek. Zasla do sklepa
a ze své tajné skryse vzala cokoladu, kterou si tam kdysi ukryla. Mysi jiz stihly
ohryzat i tuto ¢okoladu, ale to Mafence nevadilo — staci prece ohryzané ¢asti ola-
mat.

Marenka je ovSem sSikovnéjsi nez Jenicek a uvédomila si, ze nemusi ldmanim
vytvofit ¢tverec. Cokolady maji pfece ¢asto obdélnikovy tvar. Tim ziskd mnoho
novych moznosti, jak lze vyrobit darek pro Jenicka.

SoutéZni tuloha:

Je dan puvodni pocet fadka R a pocet sloupci S ¢okolady a matice R x .S nul
a jednicek udéavajici, ktera policka cokolady zustala zachovana cela. Urcete, kolika
zpusoby muze Mafenka uskutecénit sviij plan. Jinymi slovy, spocitejte, kolika zptisoby
lze ve zbytku c¢okolady vyznacit obdélnik bez dér. VsSechny hrany obdélnika musi
samoziejmé leZet na hranach poli¢ek. Stejné velké obdélniky umisténé na riznych
mistech puvodni ¢okolady povazujeme za rizné feseni.
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Format vstupu:

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé cela ¢isla R a S oddélend mezerou. Nasleduje
R tadki, pfi¢emz na r-tém z nich je S mezerami oddélenych celych éisel a1, . .., ars.
Je-1i policko ¢okolady na soutadnicich (r, s) celé, bude a, s = 1, v opaéném piipadé
ars = 0.
Format vystupu:

Program vypise na vystup jediné ¢islo — hledany pocet obdélnikia.
Priklad:
Vstup: Vystup:
33

35
01
01
11

= = O
e
= O O

Na obrazku vpravo je zobrazena &okoldda popsani na vstupu. Sedou barvou
jsou vyznacena policka, kterd uz mysi stihly poskodit.

Obdélnik 1 x 1 lze na této cokoladé vyznacit deseti zplisoby, 2 x 1 péti, 1 x 2
Sesti, 3 x 1 dvéma, 1 x 3 ¢tyfmi, 1 X 4 dvéma, 2 X 2 dvéma, 1 X 5 jednim, a 2 x 3
také jednim zpisobem.

P-II1-2 Sachovnice

»Sach-mat,* oznamil s tsklebkem Jeni¢ek. Maienka méla sice dosud Sachy vel-
mi rada, ale uz ji to prestava bavit: praveé s Jenickem prohrala sedmnéactou partii
po sobé. Vymyslela si proto novou, vlastni hru, v niz Jenicka urcité porazi.

Hracim planem je Sachovnice, kterd je smérem doprava a nahoru nekonecna.
Kazdé policko této Sachovnice mizeme oznacit dvojici nezapornych celych ¢isel (z, y).
Poli¢ko v levém dolnim rohu Sachovnice mé oznaceni (0,0), smérem doprava roste
soufadnice z, smérem nahoru vzrista soufadnice y.

Na Sachovnici je rozmisténo N Sachovych koni. Na zacatku i kdykoliv béhem
hry miize stat vice koni na témze policku. Koné se pohybuji podle sachovych pravidel.
Jsou povoleny pouze takové tahy, pii nichz ki neopusti Sachovnici a navic klesne
soucet obou soufadnic (viz obrdzek na nasledujici strang).

Hrag, ktery je na tahu, si vybere nékolik koni (muzZe si jich vybrat, kolik chce,
ale musi vZdy aspoii jednoho) a kaZdym z nich provede jeden tah. Hraci se ve hie
pravidelné stfidaji. Prohrava ten, kdo nemuze provést dalsi tah (tzn. nemitize pohnout
podle pravidel zddnym koném).

Marenka si uz napsala program, ktery za ni bude hrat tuto hru optimalnim
zpusobem. Jenicek ale programovat neumi, a proto by pfivital vasi pomoc.

SoutéZni tloha:

Je dan pocet koni N a jejich pocatecni rozmisténi na Sachovnici. Prvni tah
provadi Jenicek.



Napiste program, ktery zjisti, kdo vyhraje, kdyz budou oba hraci hrat optimal-
né. Pokud zvitézi Jenicek, vas program by mu mél také poradit prvni tah libovolné
vyhravajici strategie.

Jestlize ilohu nedokazete vytesit pro obecné N, ¢ast bodu dostanete i v pripadé,
7e ji vytesite pro jednoho koné, pripadné pro dva koné zac¢inajici na souradnicich mezi
(0,0) a (100, 100).

a

0,0) 4 K

Vsechny povolené tahy koném na soutadnicich (3,2)

Format vstupu:

Prvni fadek vstupu obsahuje pocet koni N. Na kazdém z nasledujicich N radki
jsou dvé ¢isla r; a s;, kterd urcuji fadek a sloupec, kde se nachazi i-ty kan na zacatku
hry.

Format vystupu:

Prvni fadek vystupu bude obsahovat jméno hréde, ktery vyhraje (Jenicek nebo
Marenka). Jestlize vyhraje Jeni¢ek, vypiste pro kazdého koné, kterym mé Jenicek
v ivodnim tahu tdhnout, fadek s ¢isly 7, sq, 75, Sp — puvodni a nova poloha koné.
Na poradi téchto radkt nezalezi.

Priklad 1:

Vstup: Vystup:
1 Marenka
04

Jeni¢ek musi tdhnout na (1,2), odtud Mafenka tdhne koném na (0,0) a vyhraje.

Priklad 2:

Vstup: Vystup:
2 Jenicek
31 3110
21 2100

Po uvedeném tahu Jeni¢ka Mafenka ihned prohraje, nebot ani jednim koném uz
nemiize pohnout.

Vsimnéte si, Ze kdyby Jenic¢ek nechal koné z policka (3,1) na ptivodnim misté, pro-
hraje. Prohral by i v pfipadé, Ze by tohoto koné piesunul na policko (1,2), bez ohledu
na to, zda by druhym koném pohnul, nebo ne.
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P-II1-3 Podéita¢ Kvak

V tomto roc¢niku olympiddy se setkdvame se specidlnim pocitacem nazvanym
Kvak. Ve studijnim textu uvedenym za zadanim tlohy je popsano, jak tento pocitac¢
funguje. Studijni text je shodny s textem z domaciho a krajského kola.

SoutéZni tuloha:

a) (3 body) V roufe pocitace je posloupnost kladnych celych ¢isel. Oznacme si je
ai,as, . ..,an v poradi, v némz se v roufe nachazeji. Napiste program, ktery zkontro-
luje, zda je tato posloupnost rostouci. Pokud ano, program ukonéi vypocet, aniz by
cokoliv vypsal. Jestlize posloupnost neni rostouci, program zjisti a vypise nejmensi
i takové, ze a; > a;y1.

b) (7 bodi) V roufe poéitace je posloupnost kladngch celych ¢isel. Vite, ze jedno
z téchto ¢isel ma v roufe nadpolovicni vétSinu — toto ¢islo se tedy v roufe vyskytuje
vicekrat, nez vSechna ostatni ¢isla dohromady. Napiste program, ktery toto ¢islo
najde a vypise.

Studijni text:

V letosnim roéniku olympiddy se budeme setkévat se specidlnim pocitacem
zvanym Kvak.

Jediny datovy typ, se kterym Kvak pracuje, se nazyva number, coz je celé
¢islo z rozsahu od 0 do 65 535 véetné.* Viechny matematické vypoéty provadi Kvak
modulo 65536, takze napfiklad hodnotou vyrazu 65530 + 10 je 4.

Kvak pouziva 26 proménnych, které nazyvame registry. Registry jsou oznaceny
pismeny a az z a v kazdém z nich muze byt ulozena jedna hodnota typu number. Na
zacatku vypoctu jsou ve vSech registrech nuly.

Kromé registrit mé Kvak jesté jednu jednosmérnou rouru neomezené délky, do
které se mohu uklddat hodnoty typu number. Je to jedind datova struktura, kterou
Kvak pouziva. S rourou lze provadét dvé operace:

® vlozit do ni ¢islo z registru X pfikazem put X,
® 7 opacného konce roury odebrat ¢islo a ulozit ho do registru X prikazem
get X.

Cisla se v roufe pocitace nemohou predbihat, Kvak je tedy bude odebirat
ve stejném poradi, v jakém je do roury vlozil.** Roura mé neomezenou kapaci-
tu, lze do ni vlozit libovolné mnozstvi ¢isel. Neni-li feCeno jinak, roura je na zacatku
vypoctu prazdna.

Pocita¢ Kvak m4 také moznost vypisovat ¢isla (vysledky vypoétu) na vystup.
Prikazy

V nasledujici tabulce jsou shrnuty vsechny prikazy, které Kvak umi provadét
a které tedy muzete pouzivat v programech.

* 65535 = 216 — 1, typ number je tedy pfesné to, co znate jako 16-bitové celé
¢islo bez znaménka.
** Takovou datovou strukturu obvykle nazyvame fronta.
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prikaz

vyznam prikazu

get X
put X
put cislo

print

Kvak odebere jedno ¢islo z roury a ulozi ho do registru X.
Kvak vlozi do roury ¢islo z registru X.

Kvak vlozi dané ¢islo do roury.

Kvak odebere jedno ¢islo z roury a vypise ho na vystup.

add
sub

mul

div

mod

séitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich soucet.
odcitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich rozdil
(prvni minus druhé).

nasobeni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich
souéin.

déleni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury celou ¢ast
jejich podilu (prvni lomeno druhé).

zbytek: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury zbytek, ktery
da prvni z nich po celo¢iselném déleni druhym.

label L
jump L
jz X L
jeq XY L
jet XY L

jempty L

navésti: Toto misto v programu dostane oznaceni L (kde L mize byt
libovolny Fetézec). Stejné navésti nesmi byt v programu vicekrat.
skok: Kvak bude pokracovat v provadéni programu od mista, které
mé oznaceni L.

skok jestlize nula: Je-li v registru X nula, Kvak provede prikaz
jump L.

skok jestlize se rovnaji: Je-li v registrech X a Y stejnd hodnota,
Kvak provede prikaz jump L.

skok jestlize je vétsi: Je-li v registru X vétsi hodnota nez v registru
Y, Kvak provede piikaz jump L.

skok jestlize je prazdna: Neni-li v roufe zadné c¢islo, Kvak provede
prikaz jump L.

stop

Pokud se béhem vypoctu stane, ze se pokusime odebrat ¢islo z roury pocitace
a roura pritom bude prazdna, nastane chyba. Chyba nastane také tehdy, kdyz se po-
kusime délit nulou, pocitat zbytek po déleni nulou, nebo skoc¢it na neexistujici misto
v programu. Dojde-li vypocet programu na konec, Kvak po provedeni posledniho

konec: Kvak ukon¢i sviij vypocet.

prikazu korektné skonéi (jako kdyby na konci programu byl jesté ptikaz stop.)

V zépisu programu muzeme psat vice prikazi na jeden fadek, v takovém pripadé

je od sebe oddélujeme strednikem.

Priklad 1

Nasledujici program spocita a vypise soucet vSech ¢isel od 1 do 20.

put 20
put O



label start

get a

jz a end

put a ; put a ; put 1
add

sub

get b ; put b

jump start

label end

print

Pokazdé, kdyz se Kvak pii provadéni programu dostane ke tfetimu fadku
(label start), budou v roufe pravé dvé ¢isla. Jestlize prvni z nich oznaéime N,
hodnota druhého bude rovna sou¢tu S = (N 4+ 1) + --- + 20. Poté nacteme N do
registru a. Je-li N = 0, mame v roufe hledany soucet, mizeme ho vypsat na vystup
a skoncit. V opa¢ném piipadé chceme provést dvé véci: Pricist N k dosud ziskanému
souctu, a nasledné N zmensit o 1. Po provedeni fadku Sest (tfi pfikazy put) méame
v roufe postupné ¢isla: S, N, N, 1. Pfikaz add seéte prvni dvé, po jeho provedeni
bude v roufe trojice ¢isel N, 1, N+ S. Po vykonani dalsiho ptikazu sub budou v rou-
fe hodnoty N + S a N — 1. To uz je témér to, co potfebujeme, jenom v opacném
poradi. Proto prvni z nich nacteme do registru b a znovu vlozime do roury.

Priklad 2
V roufe je neprazdna posloupnost ¢isel. NapiSeme program, ktery spocita a vypiSe
na vystup jejich soucet. (Pfesnéji, jeho zbytek po déleni 65536.)

Budeme stale opakovat nasledujici postup: Zjistime, zda jsou v roufe aspon
dveé cisla. Jestlize ano, nékterd dvé z nich secteme a nahradime je jejich souctem.
Pokud tam uz dvé ¢isla nejsou, ztstalo tam tady uz jenom jediné a to zjevné souc-
tem vSech ptivodnich ¢isel. V programu pro pocita¢ Kvak mizeme tuto myslenku
implementovat napfiklad nasledovné:

label cyklus
get a
jempty konec
put a

add

jump cyklus

label konec
put a
print

Na zacatku kazdé iterace odebereme z roury jedno ¢islo a vlozime ho do regist-
ru a. Pokud se tim roura vyprazdnila, mame v registru a hledany soucet, staci ho uz
jenom vypsat. Pokud ne, ¢islo z registru a vratime zpét do roury. V tom okamziku
jsou v roufe alespon dvé c¢isla a muzeme tedy bez obav provést prikaz add.

Casova slozitost tohoto Feseni je linedrni vzhledem k poétu éisel, kterd byla
na zac¢atku vypoctu v roure. Kazda iterace cyklu totiz provadi jen konstantni pocet
prikazi a zmensi nam o jedno pocet Cisel v roufe.
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