58. ro¢nik Matematické olympiady — 2008,/2009

Resend ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Uc¢ebnice

Zadanou ulohu je mozné feSit mnoha riznymi zpusoby, které se skladaji ze
dvou fazi: nacitani slov textu a hledani jejich ndhrad ve slovniku. Protoze nacitani
slov je pouze technicka zalezitost, nebudeme se ji v popisu feSeni zabyvat a pouze
odkézeme na vzorové programy.

vz

Mnohem zajimavéjsi je problém pievodu slova na jeho ndhradu. Aby byl popis
srozumitelny, budeme v dalsim textu zadany seznam dvojic oznacovat jako slovnik
a vhodnéjsi ndhradu za slovo oznacime jako jeho preklad.

Ztejmé nejjednodussi pristup je nacteni celého slovniku do pole dvojic a pro
kazdé slovo ze vstupu toto pole prohledat. Bohuzel ¢asovéa slozitost tohoto postupu
je O(N - S - P), kde S je pocet slov ve slovniku, N pocet slov na vstupu a P je
¢as nutny na porovnani dvou slov. Pokud bychom slovnik lexikograficky setfidili,
mohli bychom slova vyhledavat metodou pitleni intervall, coz by ¢asovou slozitost
snizilo na O(N -log S - P). V obou pfipadech zavisi pamétova slozitost linedrné na
velikosti seznamu dvojic slov. Dalsi moznosti by bylo vytvotreni vyhledavaciho stromu
ze slov slovniku. Casova i pamétova sloZitost takového postupu by byla stejné jako
v pfedchéazejicim piipadé.

My si ale ukdZzeme strukturu, kterd umoznuje vyhledavat v mnoziné slov M
v Case, ktery zavisi pouze na délce hledaného slova bez ohledu na velikost mnoziny M.
Tato datova struktura se nazyva prefixovy strom (nebo téz trie) a myslenkové vychazi
z vyhledéavacich stromii.

Trie je totiz strom, jehoz kazdy uzel ma nejvyse L néasledniki, kde L je po-
Cet pismenek, ktera se ve slovech mohou vyskytovat. V nasem pripadé je L rovno
26, nebot pravé tolik je pismen anglické abecedy. Néslednici kazdého uzlu jsou pak
pojmenovani pfimo témito pismeny. Pro tento strom plati, Zze pismenka na cesté
z kofenu trie do libovolného uzlu zachycuji prefix (pfedponu) néjakého slova z mno-
ziny M. Na obrazku je ukazka této struktury se slovy ‘auto’, ‘autobus’, ‘automat’,
‘autor’, ‘autorka’ a ‘pes’.

Jak vypada vyhleddvani slova v této struktufe? Aktualnim uzlem bude kotfen
trie. Nyni vezmeme prvni pismenko hledaného slova a podivame se na odpovida-
jictho néaslednika aktualniho uzlu. Pokud takovy néslednik neexistuje, tak hledané
slovo v mnozin€ neni. V opa¢ném ptipadé se prohlasime za aktudlni uzel pfislusného
naslednika, vezmeme dalsi pismenko slova a cely postup zopakujeme. Takto pokra-
Cujeme, az zpracujeme postupné vSechna pismena hledaného slova. Pokud jsme dosli
az do listu, tak hledané slovo ve struktuie bylo.

Tento pfimocary postup ale selZze pro takova dvé slova, Ze jedno je prefixem
druhého. Napiiklad pokud jsou ve slovniku slova ‘auto’ a ‘automat’ a my bychom
hledali slovo ‘auto’, tak bychom dosli do néjakého uzlu. Ten ale nebude listem, takze

1



s
\ autobus\ \ automat \ \ autorka \

bychom fekli, Ze slovo ‘auto’ ve slovniku nebylo. Tento problém vyfesime jednoduse
tak, ze kazdy uzel rozsitime o tidaj, jestli v ném konci néjaké slovo z mnoziny nebo
ne.

Vkladani slov do trie je podobné jeho vyhledavani. Jediny rozdil spociva v tom,
ze kdyZ zpracovavame urcité pismenko vklddaného slova a neexistuje prislusny na-
slednik aktualniho uzlu, tak jej vytvorime. Pravé popsana struktura se da jednoduse
roz§itit na hledani piekladi slov. Nic ndm totiz nebrani si v kazdém uzlu znacicim
konec slova pamatovat i jeho preklad.

Implementace feSeni je jiz jednoducha — kazdy uzel bude obsahovat 26 ukaza-
teltl na své nasledniky pfimo indexované pismenky anglické abecedy a proménnou
preklad. Pokud néslednik k uréitému pismenku neexistuje, tak bude ukazovat na
nil. Skutecnost, ze v daném uzlu konc¢i néjaké slovo ze slovniku, bude indikovana
tim, Ze proménnd preklad bude obsahovat jeho pteklad. Casova slozitost vlozeni
nebo nalezeni jednoho slova je O(D), kde D je délka slova. Casova sloZitost celého
programu bude O(N + M), kde N je délka vstupniho textu vCetné seznamu dvojic
a M je délka vystupniho textu. Tato ¢asova slozitost je zjevné optimalni, protoze
musime naéist vstup a vypsat vysledek. Pamétova slozitost je linearni k velikosti
slovniku (souctu délek slov v jednotlivych dvojicich), coz je opét zjevné, nebot si pro
preklad textu vSechny tyto dvojice musime zapamatovat.

program uprava_ucebnice;

type
PtUZEL = "tUZEL;
pPREKLAD = “string;
tUZEL = record
preklad: pPREKLAD;
potomci: array[’A’..’°Z°] of ptUZEL;
end;

var
i, N: longint;



koren: tUZEL;
znak: char;
ve_slove: boolean;
slovo: string;
preklad: string;
vstup: text;
vystup: text;

{ Pomocna funkce pro snaz3i manipulaci s konci ¥adkd }
procedure cti_znak(var vstup: text; var znak: char);

begin
if eoln(vstup) then begin
znak := #10; { Novy ¥adek vrati jako znak #10 a pfejde na novy Ffadek }
Readln(vstup) ;
end else
Read(vstup, znak);
end;

procedure inicializuj_trii(var koren: tUZEL);

var
znak: char;
begin
for znak := ’A’ to ’Z’ do
koren.potomci[znak] := nil;
koren.preklad := nil;
end;

procedure vloz_do_trie(var koren: tUZEL; var klic, hodnota: string);
var
i: integer;
znak: char;
uzel: ptUZEL;
begin
uzel := Qkoren;
for i := 1 to length(klic) do begin
znak := klic[il;
if uzel”.potomci[znak] <> nil then { Pokud potomek existuje, pfejdeme tam }
uzel := uzel”.potomci[znak]
else begin { Neexistujici potomky vytvarime }
new(uzel”.potomci[znak]) ;
uzel := uzel”.potomci[znak];
for znak := ’A’ to ’Z’ do { Inicializace nového uzlu }
uzel”.potomci[znak] := nil;
uzel”.preklad := nil;
end;
end;
new(uzel”.preklad) ;
uzel”.preklad™ := hodnota;
end;

function najdi_v_trii(var koren: tUZEL; var klic, hodnota: string): boolean;
var

i: integer;

znak: char;

uzel: ptUZEL;



begin
najdi_v_trii := False;

uzel := Q@koren;
for i := 1 to length(klic) do begin
znak := klic[i];

if uzel”.potomci[znak] <> nil then { Bud existuje p¥isludny potomek }
uzel := uzel”.potomci[znak]
else { nebo slovo ve slovniku nebylo }
exit;
end;

if uzel”.preklad = nil then
exit;

hodnota := uzel”.preklad”;
najdi_v_trii := True;
end;

procedure smaz_uzel(uzel : ptUZEL);
var
znak : char;
begin
if uzel<>nil then begin
for znak:=’A’ to ’Z’ do
smaz_uzel (uzel”.potomcil[znak]); { Rekurzivné smaZeme cely strom }
dispose (uzel);
end;
end;

procedure smaz_trii(var koren : tUZEL); { Odstrani trii z paméti }
var
znak : char;
begin
for znak:=’A’ to ’Z’ do
smaz_uzel (koren.potomci[znak]) ;
end;

begin
Assign(vstup, ’ucebnice.in’);
Reset (vstup);
Assign(vystup, ’ucebnice.out’);
Rewrite(vystup);
Readln(vstup, N);

inicializuj_trii(koren) ;

for i := 1 to N do begin

slovo := ’7;

Read(vstup, 2znak);

while znak <> ’ ’ do begin { Pfidame slovo do trie }
slovo := slovo + znak;

Read(vstup, znak);



end;
Readln(vstup, preklad);
vloz_do_trie(koren, slovo, preklad);

end;
slovo := ’7;
ve_slove := False;
while not eof (vstup) do begin { Cteme aZ do konce souboru }
cti_znak(vstup, znak);
if znak in [’A’..°Z’] then begin
if ve_slove then begin { Pokud jsme ve slové, ... }
slovo := slovo + znak; { ... pfidame k nému dalsi znak }
end else begin { Jinak zalneme nové slovo }
slovo := znak;
end;
ve_slove := True;
end else begin
if ve_slove then begin { Na konci slova }
if najdi_v_trii(koren, slovo, preklad) then
Write(vystup, preklad) { vypiseme bud nahradu slova }
else
Write(vystup, slovo); { nebo pivodni slovo }
end;
if znak <> #10 then
Write(vystup, znak)
else
Writeln(vystup) ;
ve_slove := False;
end;
end;
if ve_slove then begin { Soubor skoné&il slovem }
if najdi_v_trii(koren, slovo, preklad) then
Write(vystup, preklad)
else
Write(vystup, slovo);
end;

smaz_trii(koren);

close(vstup) ;

close(vystup);
end.

/* UEebnice -- FeSeni v C++ */

#include <cstdio>
#include <string>
#include <sstream>
#include <fstream>

using namespace std;
#define WORD_LEN 1024



struct TRIE_UZEL{
TRIE_UZEL *potomcil[26];
string *hodnota;
TRIE_UZEL()
{
for(int i=0; i<26; i++)
potomci[i]l = NULL;
hodnota = NULL;
}
“TRIE_UZEL() { delete hodnota; }
};

class TRIE
{
private:
TRIE_UZEL *koren_;
void smaz(TRIE_UZEL x*koren);
public:
TRIE() { koren_ = new TRIE_UZEL; }
“TRIE() { smaz(koren_); }
void pridej(string &slovo, string &hodnota);
void najdi(string &slovo, string *&vysledek);
I

// P¥ida nové slovo do trie
void TRIE::pridej(string &slovo, string &hodnota)

{
TRIE_UZEL *akt_koren = koren_;
for (string::iterator it=slovo.begin();it!=slovo.end();++it)
{
if (lakt_koren->potomcil[*it-’A’]) // Pokud neexistuje potomek, vytvofime ho
{
akt_koren->potomci[*it-’A’] = new TRIE_UZEL;
}
akt_koren = akt_koren->potomci[*it-’A’]; //Jdeme do odpovidajiciho potomka
}
// V koncovém uzlu cesty si ulozime preklad vloZeného slova
akt_koren->hodnota = new string(hodnota);
}

// Nalezne pf¥eklad slova, pokud existuje
void TRIE::najdi(string &slovo, string *&vysledek)
{
TRIE_UZEL *akt_koren = koren_;
for (string::iterator it=slovo.begin();it!=slovo.end();++it)
{
if (lakt_koren->potomci[*it-’A’])

{
// Pokud neexistuje potomek, slovo v trii neni
vysledek = NULL;
return;

}

akt_koren = akt_koren->potomci[*it-’A’];
}
vysledek = akt_koren->hodnota;



}

// Rekurentné projdeme trii a smaZeme z paméti vSechny uzly
void TRIE::smaz(TRIE_UZEL xkoren)
{
if (!'koren)
return;
for(int i=0; i<26; i++)
smaz (koren->potomcil[i]);
delete koren;

}

int main()
{
ifstream fin; // Vstupni soubor
fin.open("ucebnice.in");
int N;
fin >> N;

TRIE trie;
string klic, hodnota;
getline(fin, hodnota);
for(; N>0; N--) // Na&teme slovnik a vytvo¥ime trii
{
getline(fin, klic, ’ ’);
getline(fin, hodnota);
trie.pridej(klic, hodnota);
}

string vstup;

string slovo;

ofstream fout; // Vystupni soubor
fout.open("ucebnice.out");

// Samotny p¥eklad, nacteme celou fadku a rozdélime ji na slova
while(getline(fin, vstup ))
{
stringstream line_fin(vstup);
while(getline(line_fin, slovo, ’ ’))
{
string *result;
trie.najdi(slovo, result);

if (result)
fout << *result << ’ 7;
else
fout << slovo << 7 7
}
fout << endl;
}
fout.close();
fin.close();

return 0O;



/* UEebnice -- ¥eSeni v C */

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#define WORD_MAX 256 /* Maximalni délka slova + 1 */

struct trie_node {
struct trie_node *next[26];
char val [WORD_MAX];

};

void add_to_trie(struct trie_node *root, char *word, char *val)
{
int ¢ = word[0] - ’A’;
if ('root->nextl[c])
{
root->next[c] = malloc(sizeof(struct trie_node));
memset (root->next[c], 0, sizeof(struct trie_node));
}
if (word[1])
add_to_trie(root->next[c], word+1l, val);
else
strcpy (root->next[c]->val, val);

}

char *find_in_trie(struct trie_node *root, char *word)
{
if (!root)
return NULL;
else if (!word[0])
return root->val;
else
return find_in_trie(root->next[word[0]-’A’], word+1);

}

int main(void)

{
FILE *in = fopen("ucebnice.in", "r");
FILE *out = fopen("ucebnice.out", "w");
struct trie_node trie_root = { };
int N;

fscanf (in, "%d", &N);
for (int i=0; i<N; ++i)
{
char input[WORD_MAX], val[WORD_MAX];
fscanf (in, "Ys¥%s ", input, val);
add_to_trie(&trie_root, input, val);

}

char word[WORD_MAX];
int wlen = 0;

int input;

do



input = fgetc(in);
if (input >= ’A’ && input <= ’Z’)
word[wlen++] = input;
else
{
if (wlen)
{
word[wlen] = 0;
char *val = find_in_trie(&trie_root, word);
if (val && val[0])
fputs(val, out);
else
fputs(word, out);
wlen = 0;
}
if (input != EOF)
fputc(input, out);
}
}
while (input != EOF);

fclose(out);
fclose(in);
return O;

P-I-2 Egyptské pyramidy

Zakladem feseni ulohy je metoda prichodu do Sirky stavovym prostorem celé
tlohy. Nejprve si popiseme feseni varianty tlohy bez kli¢t. Uloha se pak stavéa zna-
mym problémem o hledani nejkratsi cesty v bludisti, ktery se da vyftesit jednoduse
prichodem do sitky, jak si dale popiSeme.

U navstivenych policek si budeme pamatovat, po kolika krocich jsme na dané
policko prisli a z jakého policka jsme tam dorazili. Policka k prohledévani si ukladame
do fronty, ze které je postupné vybirame. Na tplném pocatku celého prohledavani
se ve fronté naléza pouze policko, na kterém se Amon nachézi na za¢atku. Pro kazdé
policko vybrané z fronty se podivame na jeho sousedy a pokud nalezneme néjakého
dosud nenavs§tiveného souseda, prfidame si ho na konec fronty poli¢ek urcenych ke
zpracovani. Zaroven si u takovéhoto policka poznamename pocet kroki, které jsme
museli ucinit k jeho dosazeni, a policko, ze kterého jsme na néj dorazili.

V moment€, kdy navstivime poli¢ko s pokladem, mizeme algoritmus ukonéit,
nebot kratsi cesta na toto policko nebo jiné poli¢ko s pokladem nemuze existovat.
Cestu z vychoziho policka na policko s pokladem snadno zrekonstruujeme podle
zédznamu, odkud jsme na policka na této cesté dorazili. Naopak, pokud se fronta
vyprazdni a policko s pokladem nebylo dosud oznaceno, muzeme s jistotou prohlasit,
7e se na zadné z policek s pokladem neda z Amonovi vychozi pozice dostat.

Ted feSeni rozsifime na problém s kli¢i. Misto na policka se budeme divat na
stavy, ve kterych se mizeme nachazet. Stav je v kazdém momenté popsan kombinaci
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kli¢t, které vlastnime, a polickem, na némz se pravé nachizime. Misto sousedstvi
dvou poli¢ek budeme hovofit 0 moznosti piechodu z jednoho stavu do druhého. Ulohu
Ize pak preformulovat tak, Ze chceme nalézt nejkratsi cestu z vychoziho stavu, kdy
se Amon nachézi na pocatecnim policku a nema kli¢ zaddné barvy, do stavu, kdy se
Amon nachazi na nékterém z polic¢ek s pokladem (a mé libovolnou kombinaci kli¢i).

K vyfeseni tlohy s klic¢i 1ze pouzit opét prohledavani do Sitky — staci v popsaném
algoritmu vymeénit slova policka za stavy. Vsimnéme si, ze ndm vibec nezalezi na
tom, kdy jsme jaky kli¢c sebrali a ani odkud ho mame. Zélezi ndm pouze na tom,
zda kli¢ dané barvy mame k dispozici. Vzhledem k tomu, Ze klice jsou praveé ¢tyfi, je
pocet riiznych kombinaci kli¢ii, které miizeme mit u sebe, roven 2 = 16. Policek je
celkem R-S. Celkovy pocet stavi je pak tedy 16 R-.S, coz je asymptoticky O(R-S).

Prechod mezi jednotlivymi stavy odpovidd bud presunu z jednoho policka na
druhé, nebo presunu a sebrani klice, pokud se na daném policku nachazi klic. Moz-
nost, Ze kli¢ nesebereme, nebudeme uvazovat, protoze tim, Ze kli¢ sebereme si nemu-
zeme uskodit. Z kazdého stavu lze prejit tedy do nanejvyse Ctyt jinych stavi. Mize
to byt méné, nebotf nékterd policka mohou byt nedostupnd, napf. proto, Ze neméame
pottebny kli¢ k prichodu dvefmi.

V tomto momenté jsme si ujasnili, co jsou jednotlivé stavy a prechody mezi
nimi. K vyfeseni tlohy pak sta¢i jen pouzit prichod do s$ifky na stavech a nalézt
nejkratsi cestu z vychoziho stavu (pocateéni policko, zadny kli¢), do néjakého cilo-
vého (libovolné policko s pokladem a libovolna kombinace kli¢ti). Casova slozitost
ziejmé zalezi pouze na poctu stavil, které projdeme, nebot zadny nenavstivime dva-
krat. Ke zpracovani kazdého z nich ndm staci konstantni ¢as, protoze zkoumame
konstantni pocet ,sousednich” stavii. Rovnéz v paméti si drzime konstantné mnoho
udaju ke kazdému stavu. Zpétna rekonstrukce nejkratsi cesty pak rovnéz vyzaduje
nejvyse tolik kroki, kolik je moznych stavii. Protoze pocet stavi je O(R - S), je
Casova i paméfova slozitost naseho Feseni O(R - S).

Na zavér poznamenjme, Ze ve vzorové implementaci ukladdme vSechny infor-
mace o polickach bitoveé, abychom se vesli do paméfového limitu. To samoziejmé
nemé zadny vliv na asymptoticky odhad, ale pro dand pamétovd omezeni je toto
velmi podstatné.

program BludisteKlice;

const MaxSq = 1000000;
Keys = 4;
KeyCn = 1 shl Keys; { Poget kombinaci klié&d }

KeyMask = (1 shl Keys) - 1; { = 1111 dvojkové }

{ Nasledujici konstanty definujeme tak, aby platilo: }
{ Libovolny kli& < Exit < Prazdné poli&ko < PfekaZzka < Dvefe }

sqKeyRed 1; { = 0001 (klice) }
sqKeyGreen = 2; { = 0010 }
sqKeyBlue = 4; { = 0100 }
sqgKeyMagenta = 8; { = 1000 }
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sqExit = 10; { vychod }

sqEmpty = 11; { prazdné policko }
sqBlock = 12; { zed }

sqDoorRed = 33; { = 100001 (dvefe) }
sqDoorGreen = 34; { = 100010 }
sqDoorBlue = 36; { = 100100 }
sqDoorMagenta = 40; { = 101000 }

availMovesCnt = 4;

availMoves: arrayl[l..availMovesCnt, 1..2] of Shortint =
(-1, 0, (1, 0, (0, -1), (0, 1));

availMovesName: arrayl[l..availMovesCnt] of Char =
()ZI,)VJ,’S’,’J’);

var
plan: array[0..MaxSq-1] of Byte;
r, s: Longlnt;
startX, startY: LongInt;

fromDir: array[0..MaxSq-1] of Cardinal; { dvojice bitd pro kaZdou kombinaci }
{ Smér, ze kterého jsme na dané policko prisli }

fromDifCn: array[0..MaxSq-1] of Word; { jeden bit pro kombinaci }
{ Pfe3li jsme z jedné kombinace kli&d do jiné? }

used: arrayl[0..MaxSq-1] of Word; { jeden bit pro kombinaci }
{ Byli jsme jiZ na tomto poli&ku? }

queuel: array[0..MaxSq * KeyCn - 1] of Longint;
queueCn: array[0..MaxSq * KeyCn - 1] of Byte;
qCount: Longint;

qPos: Longint;

endIndex: Longint;
endCn: Byte;

function GetIndex(x, y: Longint): Longint;
begin

GetIndex := (y - 1) * s + (x - 1);
end;

function GetX(index: Longint): Longint;
begin

GetX := (index mod s) + 1;
end;

function GetY(index: LongInt): Longint;
begin

GetY := (index div s) + 1;
end;

function GetUsed(index: Longint; cn: Byte): Boolean;

begin
GetUsed := (used[index] and (1 shl cn)) > 0;
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end;

procedure SetUsed(index: Longint; cn: Byte);
begin

used[index] := used[index] or (1 shl cn);
end;

function GetFromDir(index: Longint; cn: Byte): Byte;
begin

GetFromDir := 1 + (fromDir[index] shr (2 * cn)) mod 4;
end;

procedure SetFromDir(index: Longint; cn: Byte; AFrom: Byte);
begin

fromDir[index] := fromDir[index] or ((AFrom-1) shl (2 * cn));
end;

function GetFromDifCn(index: Longint; cn: Byte): Boolean;
begin

GetFromDifCn := (fromDifCn[index] and (1 shl cn)) > 0;
end;

procedure SetFromDifCn(index: Longint; cn: Byte);
begin

fromDifCn[index] := fromDifCn[index] or (1 shl cn);
end;

function MovelIndex(dx, dy: Shortint; index:Longint): Longint;
var x, y:Longint;
begin

x := GetX(index) + dx;

y := GetY(index) + dy;

if x > s then x := x - s3
if x < 1 then x := x + s3
if y >r theny :=y - r;

if y < 1 theny :=y + r;
MoveIndex := GetIndex(x, y);
end;

procedure ReadInput(filename: String);
var c:Char;

i, j: Longint;

index: Longint;

f:Text;
begin
Assign(f, filename);
Reset (f);
Readln(f, r, s);
for j :=1 to r do
begin
for i := 1 to s do
begin
index := GetIndex(i, j);
read(f, c);

case c of
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’x’ :begin

startX := i;

startY := j;

plan[index] := sqEmpty;
end;

’$’: plan[index] := sqExit;
>.?: plan[index] := sqEmpty;

’#’: plan[index] := sqBlock;
’c’: plan[index] := sgKeyRed;
’z’: plan[index] := sqKeyGreen;

’m’: plan[index] := sgKeyBlue;
’f’: plan[index] := sqKeyMagenta;

’C’: plan[index] := sgDoorRed;
’Z’: plan[index] := sgDoorGreen;
’M’: plan[index] := sqDoorBlue;
’F’: plan[index] := sqDoorMagenta;
end;
end;
readln(f);
end;
Close(f);
end;

procedure WriteOutput(filename: String);
var f:Text;

start: Longlnt;

index: Longint;

cn: Byte;

dir: Byte;

i: Longint;

begin
Assign(f, filename);
Rewrite(f);
if endIndex = -1 then

begin
writeln(f, ’NELZE’);
end else
begin
index := endIndex;
cn := endCn;

start := GetIndex(startX, startY);

gPos := 0;
while (index <> start) or (cn > 0) do
begin

dir := GetFromDir(index, cn);

inc(qPos);
queuel[qPos] := dir;

if GetFromDifCn(index, cn) then
begin



cn := (cn xor plan[index]);
end;
index := Movelndex(-availMoves[dir, 1], -availMoves[dir, 2], index);

end;

for i:=qPos downto 1 do
begin
write(f, availMovesName[queueI[il]);

end;
writeln(f);

end;

Close(f);

end;

var index: Longint;
cn: Byte;
i: Longint;
newIndex: Longint;
newCn: Byte;
sqType: Byte;
keysNeeded: Byte;

begin
ReadInput (’pyramida.in’);
endIndex := -1;
qCount := 0;
gPos := 0;
index := GetIndex(startX, startY);
queueI[0] := index;

queueCn[0] := 0;
SetUsed(index, 0);

while gPos <= gCount do

begin
index := queueI[qPos];
cn := queueCn[qPos];

for i:=1 to availMovesCnt do
begin
newIndex := MovelIndex(availMoves[i, 1], availMoves[i, 2], index);
newCn := cn;
sqType := plan[newIndex];
keysNeeded := sqType and KeyMask;
if sqType < sqExit then
newCn := newCn or sqType;

if not GetUsed(newIndex, newCn) then
if (sqType < sgBlock) or
((sqType > sqBlock) and (keysNeeded and newCn = keysNeeded)) then
begin
SetUsed(newIndex, newCn);
SetFromDir (newIndex, newCn, i);
if newCn<>cn then SetFromDifCn(newIndex, newCn);

qCount := qCount + 1;
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queueI[gCount] := newIndex;
queueCn[qCount] := newCn;

if sqType = sqExit then

begin
qCount := 0; { pferuSeni cyklu while - vyprazdnime frontu polilek }
endIndex := newlndex;
endCn := newCn;
Break;
end;
end;

end;

qPos := gPos + 1;
end;

WriteOutput (’pyramida.out’);
end.

P-I-3 Horsky maraton

Nejjednodussim fesenim zadané tlohy je postupné zkouseni vSech hodnot ¢ a j
a porovnani ptislusného souétu s X. Takové feseni vsak potfebuje O(N?) krokt
a zkuSenym feSitelim olympiaddy je jisté jasné, Ze pro zisk plného poctu bodu je
potfeba udélat trochu vic.

Pozorovanim vedoucim k nalezeni efektivnéjsiho feSeni této tulohy je fakt, Ze
soucet podposloupnosti a; + - - -+ a; je roven s; — s;_1, kde s znaci soucet prvnich
k ¢lenti posloupnosti (specialné tedy plati ag = 0). Ulohu lze pak vyfesit tak, Ze pro
kazdé j, nalezneme mezi €isly so, ..., s;—1 takové, které je nejblizsi hodnoté s; — X.
Pokud je takové ¢islo s;, pak rozdil s; — s; je soucet prvki posloupnosti, kterd konci
i-tym prvkem a jejiz soucet prvkil je co nejblizsi hodnoté X. Protoze podposloup-
nost, jejiz soucet je nejblizsi X, musi nékde koncit, po provedeni vyse uvedeného
postupu pro j = 1,..., N a vybrani nejlepsiho nalezeného feseni, budeme mit feseni
celé ulohy. Pokud vysSe popsany postup pfimocafe naimplementujeme, dostavame
algoritmus s ¢asovou slozitosti O(N?). V nésledujicich odstavcich si popiseme, jak
¢asovou slozitost vylepsit na O(N log N).

Pokud se zamyslime, kde v nasem algoritmu ztracime cas, zjistime, ze dob-
rym mistem ke zlepseni by mohlo byt vyhledavani ¢isla s; mezi sg, ..., s;_1, které
provadime sekvencné. Kdybychom ale méli k dispozici datovou strukturu, ktera by
umeéla rychle najit k zadanému ¢islu nejblizsi hodnotu v ni ulozenou, dosahli bychom
slozitosti O(N - sloZitost_vyhleddni + N - sloZitost_pFiddng).

Jednou z takovych datovych struktur jsou binarni vyhledavaci stromy, které
jsou schopny pozadované operace provadét v logaritmickém case. Pfesny popis je-
jich struktury a implementace jednotlivych operaci v nasem feSeni neuvedeme, ale
odkazeme ¢tendfe na literaturu o datovych strukturach, napt. [1]-[3]. Pro nase tcely
postaci védét, ze se jedna o stromovou datovou strukturu, kde je kazdy vrchol v
oznacen Cislem x, a ma nejvySe dva syny, pficemz ¢isla v podstromu levého syna
jsou mensi nez x, a ¢isla v podstromu pravého syna jsou vétsi nez x,,.
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Pfidani hodnoty do stromu je standardni operaci, kterou je mozné najit ve
zminéné literatote, takze popiSeme jen hledani hodnoty, ktera je nejblize zadanému .
To provedeme tak, ze najdeme nejmensi hodnotu, kterd je vétsi nebo rovna z, a
nejvétsi hodnotu mensi nebo rovnou nez x. Z téchto dvou hodnot pak vybereme tu
bliz§i z nich.

A jak tedy najdeme tu nejmensi hodnotu vétsi nebo rovnou x? Provedeme vy-
hledani hodnoty x ve stromé obvykljym zptsobem. Pokud najdeme pfimo hodnotu =,
muzeme vyhledavani ukoncit. Jinak skonc¢ime v néjakém listu v stromu. Nyni pro-
jdeme vrcholy na cesté z kotfene do listu v a vybereme mezi nimi ten, jehoz hodnota
je nejmensi vétsi nez x. Poznamenejme, Ze se muze stat, Ze strom neobsahuje zadné
hodnoty vétsi nez = a v takovém piipadé vratime ,nekonecno®.

Jak jsme jiz napsali, slozitost pfidani a nalezeni nejblizsi hodnoty ve stromé mé
¢asovou slozitost logaritmickou v poctu prvka uloZenych ve stromé. OvSem neni to
zadarmo — aby hloubka stromu, ktera urcuje slozitost vyhledavani, byla logaritmicka,
je potieba provadét takzvané vyvaZovdni. My si ale ukdZeme jiné feseni — misto
postupného pridavani hodnot do stromu vytvorime hned na zacatku strom, ktery
bude obsahovat vSechny hodnoty, ale na za¢atku vSechny hodnoty ve stromé budou
neaktivni. Postupné budeme hodnoty aktivovat, priCemz pii hledani nejbliz$i hodnoty
budeme neaktivni hodnoty ignorovat. Misto vlozeni hodnoty do stromu pfislusnou
hodnotu jen aktivujeme.

V souvislosti s touto zménou je potieba upravit operaci hledani nejblizsi hod-
noty vyssi nebo rovné x. Tentokrat ndm nestaci hledat jen na aktivnich vrcholech
na cesté z v do kofene, ale je tfeba navic provéfit jesté jeden vrchol. Na cesté z v
do kofene najdeme prvni (tj., nejblize k v) vrchol w, ktery ma v pravém podstro-
mu aktivni hodnotu a vrchol v je pfitom v levém podstromu vrcholu w. V takovém
pripadé pak mezi vrcholy, které uvazujeme pri hledani minima, zahrneme i aktiv-
ni vrchol v pravém podstromu vrcholu w s nejniz$i hodnotou. Pokud si pro kazdy
vrchol budeme kromé hodnoty a priznaku aktivity pamatovat, zda v jeho levém a
pravém podstromu tohoto vrcholu existuje néjaky aktivni vrchol, zvladneme nalézt
hledanou hodnotu taktéz v ¢ase imérném hloubce stromu. Poznamenejme, Ze ty-
to priznaky zvladneme nastavit pfi aktivaci vrcholu bez zhorSeni ¢asové slozitosti
(hodnoty upravujeme jen na cesté z vrcholu do kofene).

Nyni jiz zbyva jen popsat, jak jednoduse vyrobime strom, ve kterém budou
ulozeny vSechny hodnoty s; a jehoz hloubka bude logaritmicka. Nejprve hodnoty s;
setfidime a odstranime duplicity (pokud s; = sy a ¢ < i/, pak sy mizeme zapo-
menout). Nyni pomoci rekurzivni procedury postavime strom. Reknéme, Ze chceme
postavit strom pro hodnoty t1,%s,...,t;. Pokud je k = 0, pak je vysledkem prazd-
ny strom, jinak do kofene stromu ulozime hodnotu ¢z /2, levy podstrom vytvori-
me rekurzivnim voldnim na hodnoty t1,...,%x/2)—1 a pravy volanim na hodnoty
tik/2]+1,- -tk ProtoZe délka intervalu s rostouci hloubkou exponencialné kles4,
dostavame, ze celkova hloubka stromu je logaritmicka.

Nage Teseni je nyni jiz zcela jasné. Nejprve spocitame hodnoty s;, postavime
strom, a postupné prochazime j od 1 do N. Pii pruchodu vzdy nejprve najdeme
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nejblizséi hodnotu k s; — X (a jeji index) a pak hodnotu s; aktivujeme. Nakonec
vypiseme nejlepsi Feseni.

Kolik ¢asu nadm zabere nase feSeni? Utfidéni hodnot s; (napiiklad pouzitim
tfidéni pomoci haldy) zvladneme v ¢ase O(N log N). Postaveni stromu pak potfebuje
jiz jen linedrni ¢as. V kazdém kroku nésledného cyklu pak jednou vyhledavame a
jednou aktivujeme, takze jedna iterace cykly trva ¢as O(log N). Celkova casova
slozitost je tedy O(N log N). Pamétova slozitost je zjevné linedrni v délce vstupu.
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spondencniho seminéfe z programovani — I'V. ¢ast, Rozhledy matematicko-
fyzikdlni 82(1) (2007), 22-35.

[2] M. Mares, T. Valla: Kuchatky Korespondeéniho seminéfe z programovani,
http: //ksp.mff.cuni.cz/tasks/16/cooks.html.

[3] P. Topfer: Algoritmy a programovaci techniky, Prometheus Praha 1995,
2. vydani 2007.

program posloupnost;
const MAX:word=100000;
var a:array[1l..MAX] of longint;
soucty:array[0..MAX] of longint;
index:array[0..MAX] of word;
X:longint;
N:word;
type uzel=record
hodnota:longint; { hodnota souétu uloZena v uzlu }
aktivni:boolean; { pfiznak, zda je hodnota aktivni }
akt_strom:boolean; { pfiznak existence aktivnich listd v podstromé,
tj. u listu uréuje jeho aktivitu }
index:word; { urCuje délku posloupnosti odp. soultu }
levy,pravy: “uzel;
end;
type puzel="uzel;
var koren:“uzel;

procedure bublej_nahoru(odkud, mez: word);
{ pomocna procedure pro heap-sort - prvek na pozici, odkud
je zabublavan smérem nahoru v haldé po velikost urenou parametrem mez }
var j1,j2,k:word;
begin
j2:=odkud;
repeat
jl:=j2;
if (2xjl+1<=mez) and (soucty[j2]<soucty[2*j1+1]) then j2:=2xjl+1;
if (2xjl+1<=mez) and (soucty[j2]=soucty[2*j1+1])
and (index[j2]<index[2*j1+1]) then j2:=2%jl+1;
if (2%j1+2<=mez) and (soucty[j2]<soucty[2xj1+2]) then j2:=2xj1+2;
if (2xj1+2<=mez) and (soucty[j2]=soucty[2*j1+2])
and (index[j2]<index[2*j1+2]) then j2:=2%j1+2;
k:=soucty[j1l]; soucty[jl]:=soucty[j2]; soucty[j2]:=k;
k:=index[j1]; index[j1]:=index[j2]; index[j2]:=k;
until j1=j2;
end;
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procedure nacti_a_setrid;
var i,k:word;
begin
readln(N);
for i:=1 to N do read(alil);
readln(X);
soucty[0]:=0;
for i:=1 to N do souctyl[i]:=soucty[i-1]+a[i];
for i:=0 to N do index[i]:=i;
{ heap-sort }
for i:=N downto O do bublej_nahoru(i,N);
for i:=N downto 1 do
begin
k:=soucty[0]; soucty[0]:=souctyl[il; souctyl[il:=k;
k:=index[0]; index[0]:=index[i]; index[i]:=k;
bublej_nahoru(0,i-1);
end;
for i:=1 to N do
begin
if souctyl[i-1]=soucty[i] then index[i]:=index[i-1];
end;
{ ve stromé chceme, aby soulty odpovidaly nejkrat3i moZné posloupnosti }
end;

function postav_strom(prvni, posledni: word):puzel;
var u:"uzel;
k:word;
begin
new(u) ;
k:=(prvni+posledni) div 2;
.hodnota:=soucty[k];
.index:=index[k];
.akt_strom:=false;

=

.aktivni:=false;

.levy:=nil;

.pravy:=nil;
if prvni<k then u”.levy:=postav_strom(prvni,k-1);
if k<posledni then u”.pravy:=postav_strom(k+1,posledni);
postav_strom:=u

end;

procedure aktivuj(hodnota: word);
var u: uzel;
begin
u:=koren;
u”.akt_strom:=true;
while true do

begin
if hodnota=u~.hodnota then
begin
u”.aktivni:=true;
exit
end;

if hodnota<u”.hodnota then
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u:=u".levy
else
u:=u".pravy;
u”.akt_strom:=true
end;
end;

function nejblizsi_mensi(u: puzel; hodnota: longint): integer;
var vysledek: integer;
begin
if (u=nil) or (mot u”.akt_strom) then
begin
nejblizsi_mensi:=-1;
exit
end;
if u”.aktivni and (u”.hodnota=hodnota) then
begin
nejblizsi_mensi:=u”.index;
exit
end;
if u”.hodnota>hodnota then
begin
nejblizsi_mensi:=nejblizsi_mensi(u”.levy,hodnota);
exit
end;
vysledek:=nejblizsi_mensi(u”.pravy,hodnota);
if vysledek<>-1 then
begin
nejblizsi_mensi:=vysledek;
exit
end;
if u”.aktivni then
begin
nejblizsi_mensi:=u”.index;
exit
end;
nejblizsi_mensi:=nejblizsi_mensi(u”.levy,hodnota);
end;

function nejblizsi_vetsi(u: puzel; hodnota:longint): integer;
var vysledek: integer;
begin
if (u=nil) or (not u~.akt_strom) then
begin
nejblizsi_vetsi:=-1;
exit
end;
if u”.aktivni and (u”.hodnota=hodnota) then
begin
nejblizsi_vetsi:=u".index;
exit
end;
if u”.hodnota<hodnota then
begin
nejblizsi_vetsi:=nejblizsi_vetsi(u”.pravy,hodnota);
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exit
end;
vysledek:=nejblizsi_vetsi(u”.levy,hodnota);
if vysledek<>-1 then
begin
nejblizsi_vetsi:=vysledek;
exit
end;
if u”.aktivni then
begin
nejblizsi_vetsi:=u".index;
exit
end;
nejblizsi_vetsi:=nejblizsi_vetsi(u”.pravy,hodnota);
end;

procedure vyres;
var soucet: longint;
opt_soucet: longint;
opt_od, opt_do: word;

i: word;
k: integer;
begin

aktivuj(0);
aktivuj(al1l);
soucet:=a[1];
opt_soucet:=a[1];
opt_od:=1; opt_do:=1;
soucty[0]:=0;
for i:=1 to N do soucty[i]:=soucty[i-1]+ali];
for i:=2 to N do
begin
soucet:=soucet+al[i];
k:=nejblizsi_mensi(koren,soucet-X);
if (k<>-1) and (abs(soucty[i]-soucty[k]-X)<abs(opt_soucet-X)) then
begin
opt_soucet:=soucty[i]-soucty[k];
opt_od:=k+1; opt_do:=i;
end;
k:=nejblizsi_vetsi(koren,soucet-X);
if (k<>-1) and (abs(soucty[i]-soucty[k]-X)<abs(opt_soucet-X)) then
begin
opt_soucet:=soucty[i] -soucty[k];
opt_od:=k+1; opt_do:=i;
end;
aktivuj(soucet);
end;
writeln(opt_od,’ ’,opt_do,’ ’,opt_soucet);
end;

begin
nacti_a_setrid;
koren:=postav_strom(0,N) ;
vyres;

end.
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P-I-4 Stackal

a) Nejprve ukazeme, jak pomoci t¥{ zasobnikii rozpoznat symetricky Fetézec
v linedrnim ¢ase. Kdybychom uméli poznat, kde ma zadany fetézec svij stfed, byla
by tloha snadné: vSechny znaky nalevo od stfedu bychom postupné ukladali na za-
sobnik a az bychom sti¥ed prekrocili, zase bychom je vybirali a porovnavali s nacita-
nymi znaky. Stfed ovSem ve vstupu nepozname, protoze nevime, kolik znaki jesté
prijde. Musime na to tedy jit trochu dtimyslnéji:

Vstup budeme kopirovat do zasobniku V' a dalsi zasobnik P budeme pouzivat
jako pocitadlo — pocet v ném ulozenych znak ndm bude fikat délku vstupu. Jakmile
vstup skon¢i, budeme odebirat znaky z P a za kazdé dva odebrané presuneme jeden
znak z V' do tfetiho zasobniku W. Pokud mél vstupni fetézec sudou délku, timto
postupem se do W dostane druhé polovina vstupu a ve V' ztistane polovina prvni,
pricemz na vrcholu obou téchto zasobnik® bude znak nejblizsi ke stredu fetézce. Pak
nam stac¢i vybirat z obou zasobnikl soucasné a ovéfovat, ze si poloviny odpovidaji.
Pokud bude délka vstupu licha, v P zbude jeden neparovy znak, coz snadno pozname
a odstranime ho i z V, protoze ho neni s ¢im porovnat.

Program bude vypadat néasledovné:

program symetrie_rychle;

var V, W, P: stack of char; { prvni polovina, druha, po&itadlo }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin

{ PfeCteme cely vstup do V a po&itame si v P jeho délku }
while read(c) do begin

push(V, ¢);
push(P, ¢);
end;

{ Pomoci P hledame st¥ed }
while not empty(P) do begin { odebiréme z P po dvojicich }
pop(P);
if empty(P) then { korekce na lichy vstup }
pop (V)
else begin { pfesuneme jeden znak z V do W }
pop(P);
c := pop(N);
push(W, c);
end;
end;

{ Porovname obé& poloviny }
while not empty(V) do begin
c := pop(N);
if pop(W) <> c then begin
write(0);
halt;
end;
end;
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write(1);
end.

b) Pokud jsme ochotni obétovat rychlost, vystac¢ime si se dvéma zasobniky.
Vyuzijeme toho, ze libovolny fetézec muzeme ulozit do dvou zasobnikid tak, aby
vSechny znaky pred pozici, kterou pravé zkoumame, byly v prvnim zasobniku a
znaky za ni v tom druhém, pfi¢éemz znaky na vrcholech zasobnikti budou nejblizsi
ke zkoumané pozici. Pfesun zkoumaného mista o znak doleva nebo doprava se pak
odehraje presunem znaku z jednoho zasobniku do druhého; podobné také mizeme
zkoumany znak z fetézce smazat.

Nacteme si tedy vstup do dvojice zasobnikl a pfesuneme se na jeho zacatek.
Pak odebereme prvni znak, pfesuneme se na konec Fetézce a porovname prvni znak
s poslednim. Néasledné odebereme i ten posledni, pfesuneme se na zacatek a vse
opakujeme, dokud néjaké znaky zbyvaji.

Spravnost tohoto postupu je evidentni, jak je to s ¢asovou slozitosti? Pii po-
rovnavani prvni dvojice znakt provedeme fadové n krokt, na druhou dvojici n — 2,
na tiet{ n —4 atd. az na posledni dvojici znaki dva kroky. To je celkem O(n?). Zbyva
program:

program symetrie_usporne;

var L, P: stack of char; { pfed kurzorem, za kurzorem }
c: char; { zkoumany znak }
d: char; { zapamatovanj pocateéni znak }
begin

{ Na&teme cely vstup }
while read(c) do push(L, c);

{ Pfesuneme se na zalatek }
while not empty(L) do begin c := pop(L); push(P, c); end;

{ St¥idavé odebirame znaky z obou koncl a porovnavame je }
while not empty(P) do begin

{ Odebereme prvni znak; kdyz byl jediny, kon&ime }

d := pop(P);

if empty(P) then break;

{ Pfesuneme se na konec a porovnéme posledni znak }
while not empty(P) do begin c := pop(P); push(L, c); end;
if pop(L) <> d then begin write(0); halt; end;

{ A zpét na zalatek }
while not empty(L) do begin c := pop(L); push(P, c); end;

end;

write(1);
end.
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