58. ro¢nik Matematické olympiady — 2008,/2009

Ulohy 4stredniho kola kategorie P — 1. soutézni den

Na fesSeni tloh méate 4,5 hodiny ¢istého casu.

Reseni kazdého p¥ikladu musi obsahovat:

¢ Popis FeSeni, to znamena slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty
zdtivodiujici jeho spravnost (pfipadné dikaz spravnosti algoritmu), dis-
kusi o efektivité vaseho FeSeni (Gasova a pamétova sloZitost). Slovni popis
FeSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného za-
pisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na VaSe feSeni
predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autorska reseni se
odkazovat mizZete.

® Program. V tlohach P-ITI-1 a P-III-2 je tieba uvést dostatecné po-
drobny zapis algoritmu, nap¥. ve tvaru pseudokédu nebo zdrojového textu
vynechat jednoduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jedno-
duchych matematickych vztahi apod. V feSeni tlohy P-III-3 je nutnou
soucasti feSeni program pro zasobnikovy pocitac.

Hodnoti se nejen spravnost programu, ale také kvalita popisu feseni a efektivita
zvoleného algoritmu.

P-III-1 Lesnik Jehli¢ka II

V krajském kole pan Jehlicka s vasi pomoci a s hrtizou zjistil, Ze z jeho kdysi
krasného a velikého lesa zbyva jen drobny haj. Aby zabranil jeho dal§imu zmensova-
ni, najal tlupu straznych trolla. Trollové jsou zndmi pro svou silu, méné pak jiz pro
svou pronikavou inteligenci. Pan Jehli¢ka se proto rozhodl prikazy pro trolly co moz-
na nejvice zjednodusit. Kazdy troll ma pridéleny dva body a mezi nimi pochoduje
po rovné Care.

Béhem prvniho dne bylo vSak nutné osettit takika vSechny trolly s drobny-
mi zranénimi. Pan Jehlicka pozapomnél, ze se tsecky, po nichz trollové pochoduji,
mohou protinat, a ve svych instrukcich nezminil nutnost vyhybat se srazkam s ostat-
nimi trolly. Pokus pridat trollim tento prikaz narazil na jejich zapomnétlivost. Po
nékolika opakovanich obtizného prikazu ,na konci tsecky se oto¢* trollim pretekl
zasobnik a piikaz ,,vyhybej se srazkam“ se ztratil, s neblahymi désledky pro rozpocet
oSetfovny.

Pan Jehlicka se proto rozhodl vSechna k¥izeni oznacit dopravni znackou ,,Pozor,
trolll“. Vasim tkolem je zjistit, kam tyto znacky umistit.

SoutéZni uloha:

Usecka, po niz se i-tj troll pohybuje, je zadana dvojici jejich krajnich bodu se
soufadnicemi (a;, b;), (¢, d;), kde a;, b;, ¢; a d; jsou celd ¢isla. Krajni body tsecky
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nelezi na zadné jiné tsecce. Ulohou je vypsat soufadnice priisediki téchto tisedek.
Kazdy prusecik vypiste pouze jednou, i kdyz by se v ném protinalo tfi nebo vice
usecek. Predpokladejte, Ze priisecikii je mélo — podstatné méné nez N2.
Format vstupu:

Prvni fadek obsahuje pfirozené ¢islo N, udavajici pocet trolli, 0 < N < 10000.
Na nasledujicich N fadcich jsou popsany tsecky, po nichz se trollové pohybuji. Na
i-tém Fadku se nachazi ¢tvefice celych ¢isel a;, b;, ¢; a d;, soutadnice krajnich boda
(ai,b;) a (ci,d;) tsecky.
Format vystupu:

Na kazdy fadek vystupu vypiste souradnice jednoho z prusecikii zadanych tise-
¢ek. Poradi prisecikid muze byt libovolné.

Priklady:

Vstup:

= = O O
N W w o
W w N
N = O B



P-I11-2 Kouzelnik Pecivalis

P1i poklesu zajmu o jeho magicka pfedstaveni v disledku hospodaiské krize se
stary kouzelnik Pecivalis rozhodl vyuzit nové nabytého casu k procestovani vzdale-
nych koutd Zemé. Klesajici trzby vSak maji ten nepfijemny disledek, ze si nemiize
dovolit konvenéni zplisoby pfepravy a nezbyva neZ se spolehnout na (ne)osvédéené
metody predki ...

Béhem patrani v zapomenutych koutech svého obydli mél Pecivalis Stésti a
podarilo se mu najit potfebné svazky zaklinadel. Jejich pouziti vSak neni uplné jed-
noduché — podle nejlepsich soudobych poznatkii v oblasti cestovni magie (které se
za poslednich par set let pFili§ nezménily) miZe sice zacit i skoncit zafikani na libo-
volném misté v knize, neni vSak zdhodno mezitim néjaky text preskocit a navic musi
magickymi slovy vyvoland energie doséhnou nékteré z potiebnych hladin pro kyzeny
cil pfesunu. Cim vétsi bude poéet pfedtenych slov, tim vétsi je pak Sance Gspésného
zakonceni. Jelikoz vSak neni stary mag v této oblasti ¢arovani prilis zbéhly, bude
potfebovat vasi pomoc.

Soutézni tuloha:

Megjme posloupnost slov, z nichz kazdé je ohodnoceno celym ¢islem, které pred-
stavuje jeho energii. Hledané energeticka hladina je reprezentovana (vSemi) ndsobky
daného pfirozeného ¢isla K. Vasim tkolem je na zdkladé téchto informaci najit nej-
vhodnéjsi zacatek a konec zafikani, to jest nejdelsi souvisly tsek slov, jejichZ energie
budou v souc¢tu nasobkem ¢isla K. Predpokladejte, ze Cislo K je obvykle radoveé
mensi nez pocet slov v knize zafikadel.

Format vstupu:

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé prirozena ¢isla N a K, 1 < N < 1000000 a
1 < K <£50000, oddélend mezerami; ¢islo N udava pocet slov v knize zafikadel. Jak
jiz bylo Teceno, K je obvykle mnohem mensi nez N. Na druhém fadku je pak meze-
rami oddéleny seznam N nezapornych celych ¢isel aq, ..., a,, 0 < a; < 1000000000,
ktera predstavuji energie jednotlivych slov v knize.

Format vystupu:

Program vypiSe dvé ¢islaia j (1 <14 < j < N), pfiéemz soucet a;+a;11+. . .+a;
musi byt nasobkem ¢isla K a rozdil j — i nejvétsi mozny mezi vSemi dvojicemi i a j,
pro néz je soucet a; + a;4+1 + ... + a; ndsobkem K. Je-li moznych dvojic i a j vice,
mizete vypsat libovolnou z nich. Pokud naopak zaddna takova dvojice neexistuje,
vypiste ,Nelze zaklinat.“.

Priklad 1:

Vstup: Vystup:
85 37
12863449

Priklad 2:

Vstup: Vijstup:
58 Nelze zaklinat.
11111



P-II1I-3 Stackal

Studijni text, ktery je stejny jako v domécim a krajském kole, nasleduje po zadani
soutézni ulohy.
Soutézni tloha:

Na vstupu je zadan fetézec obsahujici pouze znaky ‘a’, ‘b’, ‘c’ a ‘d’. Napiste
program pro zasobnikovy pocitac, ktery zjisti, zda ma v tomto fetézci kazdy ze znakt
‘a’ az ‘d’ stejny pocet vyskyta. Pokud ano, program na vystup zapiSe jednicku, jinak
nulu.

Zaméite se na pouziti co nejmensiho poc¢tu zdsobnikt, byt za cenu vyssi ¢asové
slozitosti.

Priklad:

Na vstupy ‘abcddcba’ a ‘aaabbbcccddd’ je spravna odpoved ‘1’

Na vstup ‘badbadc’ je spravnad odpovéd ‘0’ (znaky ‘a’; ‘b’ a ‘d’ se vyskytuji
dvakrat, ale znak ‘c’ pouze jednou).

Studijni text:

V letosnim roc¢niku olympiddy se budeme setkavat se zdsobnikovymi pocitaci.
To jsou vipodetni stroje, jejichz pamét je tvorena nékolika zdsobniky. Kazdy zdsobnik
obsahuje posloupnost hodnot a umi s nimi provadét tyto t¥i operace: pridat hodnotu
na konec posloupnosti (ulozit ji do zadsobniku), odebrat hodnotu z konce posloupnosti
(vybrat ji ze zasobniku) a koneéné zjistit, zda v zasobniku jesté néjaké hodnoty jsou.
Mimo to ma nas pocitac jesté pevny pocet obycejnych proménnych. Hodnoty ulozené
v zasobnicich i v proménnych musi mit pevny rozsah nezdvisly na velikosti vstupu.

Zasobnikové pocitace budeme programovat v jazyku Stackal. To je jazyk podob-
ny Pascalu, ovSem upraveny podle moznosti nasich stroji. V néasledujicich odstavcich
popiSeme, v ¢em se od klasického Pascalu lisi.

Proménné ve Stackalu mohou byt pouze téchto typl: boolean (logicky typ,
miize nabyvat hodnot true a false), char (znak z néjaké koneéné mnoziny znaki,
které budeme fikat abeceda), a. .b (cela ¢isla z intervalu od a do b; jak a, tak b musi
byt nezdporné konstanty mensi nez 100) a stack of ¢, coZ je zasobnik hodnot typu ¢
(jiného nez stack). Po¢ateéni hodnoty proménnych pfi spusténi programu nejsou
definovany, vyjimku tvori zasobniky, které jsou na pocatku vzdy prazdné.

Vstup a vgstup programu jsou vzdy posloupnosti znakt (neboli Fetézce). Funkce
read(c) precte dalsi znak ze vstupu, ulozi ho do proménné ¢ a vrati true. Pokud
by jiz na vstupu zaddné dalsi znaky nebyly, vrati false a proménnou ¢ nezméni.
Na vystup se zapisuje piikazem write(z), kde z je budto znak nebo proménnd
typu char. Ve vstupu ani vystupu se neni mozné vracet ani znaky preskakovat.

Zasobniky je mozno ovladat pomoci specidlnich pfikazu a funkci: Je-li S za-
sobnik, pak piikaz push(S,z) ulozi do S hodnotu z (hodnota samozfejmé musi byt
spravného typu), funkce pop(S) vybere hodnotu ze zisobniku a vrati ji jako svij
vysledek a booleovska funkce empty(S) vrati true, pokud je zasobnik S prazdny,
jinak false. Funkci pop je také mozné volat jako proceduru, pokud nas odebrana
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hodnota nezajima. Pouziti funkce pop na prazdny zasobnik neni povoleno a zpiisobi
zastaveni programu s béhovou chybou. Zadnym jingm zptisobem nelze se zasobniky
manipulovat.

Prikazy Pascalu mame k dispozici vSechny, jedinym omezenim je, Ze nesmime
pouZivat pfifazovaci piikaz := na zasobniky. Také muZzeme v programu definovat
procedury a funkce, neni ovSem dovoleno pouZivat rekurzi a zdsobniky mohou byt
pouzity jako parametry pouze tehdy, jsou-li predavany odkazem.

Casovou a pamétovou sloZitost programi definujeme obdobné jako na normél-
nim poéitadi. Cas budeme méfit poétem provedenych piikazii, pamét nejvétsim po-
¢tem hodnot, které si program pamatuje v jednom okamziku ve svych proménnych
a vSech zasobnicich. Casto se budeme snazit o to, aby program pouzival co nejmensi
pocet zasobnikt, byt by kviili tomu byl pomalejsi.

Priklad: Napiste program, ktery zjisti, zda se v zadaném Fetézci vyskytuje stejny
pocet znaki ‘a’ jako znak ‘b’ a podle toho vypiSe bud ‘1’ (kdyz to je pravda) nebo
‘0’ (kdyz ne).

Reseni: Jelikoz hodnoty proménnych jsou omezené stovkou, nemtizeme si jednoduse
pocitat vyskyty znakt v celociselné proménné. Misto toho vyuzijeme dva zasobni-
ky: do jednoho budeme ukladat a-¢ka, do druhého b-Cka. AZ vstup skonéi, budeme
vybirat znaky vzdy z obou zasobnikd soucasné a odpovime 1 pravé tehdy, kdyz se
oba soucasné vyprazdnily.

program rovnost;

var a, b: stack of char; { dva zasobniky na znaky }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin
while read(c) do begin { &teme ze vstupu, dokud to jde }
if c=’a’ then push(a, c); { znak ulozime do spravného zasobniku }
if c¢=’b’ then push(b, c);
end;
while not empty(a) and not empty(b) do begin
pop(a); { odebirame znaky z obou zads. soulasné }
pop(b) ;
end;
if empty(a) and empty(b) then { vysly oba prazdné? }
write(’1’)
else
write(’0%);
end;

Tento program mé linearni ¢asovou i pamétovou sloZitost a potiebuje dva za-
sobniky.
Druhé reseni: Ukazeme si, jak jeden zasobnik usettit a stale zachovat linearni ¢aso-
vou slozitost. Misto jednotlivych po¢ti znakd budeme do zasobniku ukladat, o kolik
vic jsme vidéli a-¢ek nez b-¢ek. Pokud je tento rozdil kladny (a-cek je vice), za-
pamatujeme si prislusny pocet znakt ‘+’. Zaporné rozdily budeme ukladat pomoci
znaka ‘-,



Rozmysleme si tedy, co se stane, kdyz program prec¢te znak ‘a’. Tehdy by mél
k rozdilu pri¢ist jednicku. Proto zkontroluje, jakd hodnota se nachazi na vrcholu
zasobniku — to je hodnota, kterou by precetl nasledujici pop. Pokud to je ‘-’, tak ho
pouze odstranime. V opa¢ném piipadé (‘+’ nebo prazdny zasobnik) pfiddme nové ‘+’.
Znak ‘b’ se zpracovava obdobné, pouze se k obéma znaménkiim chovame opacné.

program rovnost_podruhe;

{ Pomocna funkce, ktera zjisti, co je na vrcholu zasobniku }

function look(var s:stack of char):
var c: char;

begin
if empty(s) then c := ’0’
else begin
c := pop(s);
push(s, c¢);
end;
look := c;
end;

var r: stack of char;
c: char;
begin
while read(c) do begin
if c=’a’ then begin
if look(r)=’-’ then pop(r)
else push(r,
end;
if c=’b’ then begin
if look(r)=’+’ then pop(r)
else push(r,
end;
end;
if empty(r) then write(’1’)
else write(’0’);
end;

char;

{ pokud je prazdny, vratime nulu }

{ jinak odebereme prvek ze zasobniku }
{ a ihned ho vratime zpét }

{ zde je uloZen rozdil a-b }
{ pravé zpracovavany znak }
P P! y
{ pfeetli jsme ‘a’ => zvySujeme rozdil }
2+2);
{ pfedetli jsme ‘b’ => sniZujeme rozdil }

’=7);

{ je rozdil nulovy? }

Na zpracovani kazdého znaku potrebujeme konstantné mnoho ptikazi, takze
Casova slozitost je stale linedrni. Na jediném pouzitém zasobniku se objevi nejvyse
tolik znamének, kolik je znakti na vstupu, takze pamétova slozitost je taktéZ linedrni.



