58. ro¢nik Matematické olympiady — 2008/2009
Ulohy domdciho kola kategorie P

Od nadchézejiciho 58. roéniku MO se méni zpisob odevzdavani iloh doméaciho
kola kategorie P. Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou prakticky zaméfené a vasim tikolem v nich
je vytvofit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. Reseni téchto
dvou uloh budete odevzdavat ve formé zdrojového kédu pies webové rozhrani pii-
stupné na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde téz naleznete dalsi informace.
Odevzdana reseni budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich
dat a vysledky vyhodnoceni se kratce po odevzdani dozvite. Pokud vas$ program
neziska plny pocet bodt, mizete své feseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické. Vasim tikolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. Reseni tlohy se tedy sklada z popisu navrzeného algoritmu,
zdtivodnéni jeho spréavnosti (funkénosti) a odhadu ¢asové a pamétové slozitosti. Sou-
Casti fesSeni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokédu v tloze
P-1-3 a v jazyce zasobnikovych pocitact v tloze P-I-4. Sva feseni mizete odevzdat
ve formé souboru typu PDF pfes vySe uvedené webové rozhrani nebo zaslat postou
na adresu:

Matematicka olympiadda — kategorie P
KSVI MFF UK

Malostranské nameésti 25

118 00 Praha 1

Reseni vSech tiloh miizete odevzdavat do 15. listopadu 2008. Opravend feseni
tloh P-I-3 a P-I-4 dostanete zpét prostiednictvim krajskych komisi MO. Seznam
postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady na adrese
http: //mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Ucebnice

»,PiSeme dé&jiny, tyhlety krajiny, jaky to piibéh je ...“ prozpévoval si kral Zlo-
burtus a rozverné upravoval ucebnice déjepisu. Pfece jen byly napsany za jeho ptred-
chtidce kréale Pravdomila III. a ten mél na historii p¥ili§ upjaté nazory. Tteba tvrdil,
Ze rod Pravdomilt byl starsi a urozenéjsi nez rod Zloburtust. Coz ovsem nebyla prav-
da a bylo potfeba vse napravit. To je spousta préace, a tak vas kralovskym rozkazem
pozadal o program, ktery by dokazal nahrazovat nevhodna slova slovy vhodnéjsimi.

SoutéZni uloha

Pro zadany seznam nevhodnych slov a jejich nahrad upravte vstupni text tak, ze
kazdy vyskyt nevhodného slova v textu nahradite jeho vhodnéjsim ,,ekvivalentem*.

Format vstupu

Vstupni soubor se jmenuje ucebnice.in. Na prvnim fadku souboru se nachazi
prirozené ¢islo N (1 < N < 100000), které udava pocet nevhodnjch slov. Nésleduje
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N tadkt, pricemz na kazdém z nich se nachazeji vidy dveé slova oddélend mezerou,
ktera jsou tvorena pouze velkymi pismeny. Prvni slovo na kazdém z téchto N radki
je ynevhodné“ a druhé je jeho vhodnéjsi ndhrada. Od (N +2)-ého fadku az do konce
souboru pak nasleduje samotny text uc¢ebnice. Text je tvofen pouze velkymi pismeny
anglické abecedy a mezerami (a konci fadkid), pficemz souvislé tseky pismen tvoii
jednotliva slova. Mtzete predpokladat, ze zadné slovo nebude delsi nez 255 pismen
a ze N nevhodnych slov je navzajem rtiznych.

Format vystupu
Vystupni soubor se jmenuje ucebnice.out. Vystupem programu je text, ve kte-

rém byla vSechna nevhodné slova nahrazena jejich vhodnéjsimi ekvivalenty. Ostatni
slova, tj. zbytek souboru, musi ztistat beze zmény. Vystupni text musi téz zachovavat
mezery mezi slovy a odfadkovani podle vstupniho souboru.
Priklad
Vstupni soubor ucebnice.in:

5

PRAVDOMIL, ,ZLOBURTUS

ZLOBURTUS_ ,PRAVDOMIL

DRACKA_DRAKA

ZROUNA_ MRACKA

ZBYTECNA DVOJICE

A PAK_HRDINNY, ,PRAVDOMIL PRAVDOMILUJICNE, SRAZIL K ,ZEMI, DRACKAZROUNA
VSE_LZE_ NAJIT VE_ FILMU_ HISTORIE RODU PRAVDOMILU

Vv, TETO,_UCEBNICI BUDE, HANEN ZLOBURTUS

Vystupni soubor ucebnice.out:

A PAK_HRDINNY, ,ZLOBURTUS, ,PRAVDOMILUJICNE SRAZIL K, ,ZEMI DRAKA MRACKA
VSE_LZE_ NAJIT VE_ FILMU, HISTORIE RODU PRAVDOMILU

V,TETO_UCEBNICI, ,BUDE_HANEN, PRAVDOMIL

P-I-2 Egyptské pyramidy

Amon a Thespis kontroluji bezpe¢nost pyramid pied lupic¢i ve starovékém Egyp-
té. Amona stavitelé vpusti do nové pyramidy a Cekaji, jestli se dostane k nékterému
z ukrytych pokladt. Thespis ztistane venku se stavebnim pldnem a volanim Amona
naviguje. Ani jeden z nich bohuzel neni zadny génius a Thespis ¢asto netusi, kam by
mél Amona poslat. U vasi firmy na dérovani hlinénych desticek si proto objednali
navrh algoritmu na hledani cest v pyramidach.

Pyramidy i jejich interiéry jsou podle odvéké tradice zorientovany podle své-
tovych stran a plany se obvykle kresli na ¢tvereckovany papyrus, pricemz jeden
¢tverecek odpovida délce 1 m. Podle nejnovéjsich bezpecnostnich trendu se v pyra-
midé téz vyskytuji uzamykatelné dvere a klice. Kazdé z policek planu pyramidy je
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chodba, sténa, poklad, dvefe nebo mistnost, kde se nachézi kli¢. Dvefe a klice jsou
pro odliSeni oznaceny Cervenou, zelenou, modrou a fialovou barvou.

Aby se Amon v pyramidé neztratil, otaci se jen o nasobky devadesati stupnu a
kazdy jeho krok méri presné 1 m, tj. Amon se miZe pohybovat pouze vodorovné nebo
svisle o jedno pole. Na pole muze Amon vstoupit, pokud je prazdné, je to poklad,
mistnost s klicem, nebo pokud jsou to dvere, ke kterym uz méa pfislusny kli¢c. Kli¢
Amon sebere, jakmile vstoupi na pole, kde se kli¢ nachazi, a kli¢ mu uz poté zustava
po cely zbytek pohybu v pyramidé. Jednim kli¢em mtize Amon odemknout libovolné
mnoho dvefi barvy shodné s barvou klice.

Diky magickym formulim vyfcenym faradénskymi kouzelniky plati, ze pokud
Amon udélé jeden krok doleva z policka v nejlevéjsim sloupci planku, ocitne se na
policku ve stejném fadku v nejpravéjsim sloupci. Na druhou stranu, krok doprava
z nejpravéjsiho sloupce ho privede do nejlevéjsiho sloupce. Podobné krok nahoru
z prvniho fadku ho pfemisti do posledniho fadku a naopak. Jakmile se Amon dostane
na policko s pokladem, d& to hlasitym voldnim najevo, a Thespistiv kol navigovani
uvnitf pyramidy kondi.

Vasim tukolem je napsat program, ktery pro zadanou mapu pyramidy najde
cestu k nékterému z pokladi nebo urci, ze zadna takova cesta neni mozna. Pamatuj-
te, Ze v pyramidé€ nemusi byt viibec zadny poklad ukryt, mohou existovat dvere bez
prislusnych klict a také klice, ke kterym neexistuji zddné dvere stejné barvy. Také
se muZe vyskytnout vice pokladi nebo dvefi ¢i kli¢u stejné barvy. Amonova vychozi
pozice je ale na planu vzdy pravé jedna.

Format vstupu

Vstupni soubor se jmenuje pyramida.in. Na jeho prvnim fadku jsou uvedeny
rozméry planu pyramidy jako dvé pfirozend ¢isla R (pocet fadki) a S (pocet sloupct)
oddélena jednou mezerou. Mizete predpokladat, ze 1 < R x S < 1000000. Na
kazdém z nasledujicich R fadkh je vzdy praveé S znakt popisujicich mapu pyramidy
s nasledujicimi vyznamy:

# zed
volné policko
* Amonova vychozi pozice
CZMF Cervené, zelené, modré nebo fialové dvefe
czmf Cerveny, zeleny, modry nebo fialovy kli¢
$ poklad

Mapa pyramidy je ve vstupnim souboru orientovana jako bézné mapy, tj. jeji horni
okraj je severni.

Format vystupu
Vystupni soubor pyramida. out obsahuje jediny fadek, ktery popisuje nékterou
z nejkratsich posloupnosti kroki, jimiz se Amon muze dostat k nékterému z pokladi.

Posloupnost Amonovych krokt k pokladu je zadana jako posloupnost znaku ‘S’, ‘J’,
‘V’' a ‘Z’, které udavaji, na kterou svétovou stranu mé Amon udélat nésledujici krok.
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Pokud zadna takova posloupnost neexistuje, tj. poklad neni mozné ziskat, vystupni
soubor obsahuje pouze slovo ‘NELZE’.

Priklady
Vstup: Vystup:
35 NELZE
H#H#HH
#*F$#
H#E#HH#
Vstup: Vystup:
3 19 ZZNVVVVZZZZZZZNVVVVVVVVVVVVZZZZZZZZ727Z7Z27777Z
HESHHHRFHH B HHBRSHH
#$F.zMc.*.Cm.Z.ZZf#
HHAHHHAHEH SRS HS RS RS
Vstup: Vystup:
31 S
*
(Pfejdeme pies severni okraj.)
$

P-I-3 Horsky maraton

V jedné hornaté zemi si vsimli, ze ve velkoméstech ziskavaji na popularité vse-
lijaké maratony, ptilmaratony a podobné bézecké zavody, které se odehravaji v jejich
ulicich. Rozhodli se, ze podobny zavod usporadaji ve svych velehorach. Ubéhnout
vice nez 42 kilometri ve vysoké nadmorské vysce ovSem neni zadné legrace. Chtéji
proto postavit zavod na jiném principu — nebude tak dlouhy, ale jeho naro¢nost bude
spocivat v rozdilu mezi nadmotskou vyskou startu a cile.

Protoze podobné akce jsou ¢asto vyuzivany k propagaci, pofadatelé stanovili, ze
trasa tohoto ,maratonu“ by méla vést po nedavno oteviené turistické znacce, ktera
prochazi celym pohofim, a start i cil by mély byt u nékterého z rozcesti. Aby vsak
zavod mél stale jesté néco spolecného s maratonem, potiebuji vybrat takovou trasu,
aby rozdil nadmotskych vysek cile a startu byl pokud mozno co nejblize predem dané
hodnoté X, coz bude vhodné zvoleny nasobek oné maratonské délky 42,195 km.

Organizatori vas pozadali o pomoc s vybérem trasy zavodu. Trasa turistické
znacky se sklada z N Gsekit mezi rozcestimi. Pro kazdy z tseki je zadano celé ¢islo
a; — rozdil nadmotskych vysSek konce a zacatku tseku. Pokud je a; kladné, pak trasa
stoupa, pokud je zaporné, tak trasa klesa, a pokud je nulové, tak trasa v tomto
tseku vede po roviné. Vasim tkolem je nalézt ¢isla i a j, 1 < i < j < N, takova,
ze rozdil mezi nadmorskou vyskou konce j-tého tseku a zacatku i-tého tseku je
co nejblizsi ¢islu X. Jinymi slovy, vasim tkolem je nalézt v zadané posloupnosti
souvislou podposloupnost a;, Git1, ..., a;, jejiz soucet je S a | X — S| je co nejmensi
mozné.



Pri feSeni tlohy nepiedpokladejte, ze by velikost ¢isel v posloupnosti byla ome-
zené (preci jen nevite, jak pfesné idaje vam pofadatelé zadaji), ale muzete pfedpo-
kladat, ze vSechny aritmetické operace vyzaduji ¢as O(1).

Priklad

Pro posloupnost 3,5,—2,5,4 délky N = 5 a pro X = 7 je hledanou podpo-
sloupnosti 5,—2,5 (tedy ¢ = 2 a j = 4) se souctem 8. Jinym moZnym FeSenim
je podposloupnost 3,5. VA$ program nemusi nalézt vSechna nejlepsi reseni — staci,
kdyz vypise libovolné z nich.

P-1I-4 Stackal

Studijni text

V letosnim roc¢niku olympiady se budeme setkavat se zdsobnikovymi pocitaci.
To jsou vypocdetni stroje, jejichz pamét je tvorena nékolika zdsobniky. Kazdy zasobnik
obsahuje posloupnost hodnot a umi s nimi provadét tyto ti operace: pridat hodnotu
na konec posloupnosti (ulozit ji do zdsobniku), odebrat hodnotu z konce posloupnosti
(vybrat ji ze zdsobniku) a konecné zjistit, zda v zasobniku jesté néjaké hodnoty jsou.
Mimo to ma nas pocitac jesté pevny pocet obycejnych proménnych. Hodnoty ulozené
v zésobnicich i v proménnych musi mit pevny rozsah nezdvisly na velikosti vstupu.

Zasobnikové pocitace budeme programovat v jazyku Stackal. To je jazyk podob-
ny Pascalu, ovSem upraveny podle moznosti nasich stroji. V nasledujicich odstavcich
popiseme, v ¢em se od klasického Pascalu lisi.

Proménné ve Stackalu mohou byt pouze téchto typt: boolean (logicky typ,
mize nabyvat hodnot true a false), char (znak z néjaké koneéné mnoziny znaki,
které budeme fikat abeceda), a..b (celd ¢isla z intervalu od a do b; jak a, tak b
musi byt konstanty mensi nez 100) a stack of ¢, coZ je zdsobnik hodnot typu ¢
(jiného nez stack). Pocateéni hodnoty proménnych pfi spusténi programu nejsou
definovany, vyjimku tvori zasobniky, které jsou na pocéatku vzdy prazdné.

Vstup a vgstup programu jsou vzdy posloupnosti znaki (neboli fetézce). Funkce
read(c) precte dalsi znak ze vstupu, uloZi ho do proménné ¢ a vrati true. Pokud
by jiz na vstupu zaddné dalsi znaky nebyly, vrati false a proménnou ¢ nezméni.
Na vystup se zapisuje piikazem write(z), kde = je budto znak nebo proménnd
typu char. Ve vstupu ani vystupu se neni mozné vracet ani znaky preskakovat.

Zdsobniky je mozno ovlddat pomoci specidlnich p¥ikazi a funkci: Je-li S za-
sobnik, pak piikaz push(S,z) ulozi do S hodnotu z (hodnota samozfejmé musi byt
spravného typu), funkce pop(S) vybere hodnotu ze zasobniku a vrati ji jako sviyj
vysledek a booleovskéd funkce empty(S) vréati true, pokud je zésobnik S prazdny,
jinak false. Funkci pop je také mozné volat jako proceduru, pokud nas odebrana
hodnota nezajima. Pouziti funkce pop na prazdny zasobnik neni povoleno a zptisobi
zastaveni programu s béhovou chybou. Zadnjm jinym zptisobem nelze se zasobniky
manipulovat.

Prikazy Pascalu mame k dispozici vSechny, jedinym omezenim je, ze nesmime
pouZivat pfifazovaci piikaz := na zasobniky. Také muZeme v programu definovat
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procedury a funkce, neni ovSem dovoleno pouZivat rekurzi a zasobniky mohou byt
pouzity jako parametry pouze tehdy, jsou-li pfedavany odkazem.

Casovou a pamétovou sloZitost programi definujeme obdobné jako na normél-
nim poéitadi. Cas budeme méfit poétem provedenych piikazfi, pamét nejvétsim po-
¢tem hodnot, které si program pamatuje v jednom okamziku ve svych proménnych
a vSech zasobnicich. Casto se budeme snazit o to, aby program pouzival co nejmensi
pocet zasobnikt, byt by kvili tomu byl pomalejsi.

Priklad: NapiSte program, ktery zjisti, zda se v zadaném fetézci vyskytuje stejny
pocdet znaki ‘a’ jako znaki ‘b’ a podle toho vypise bud ‘1’ (kdyZ to je pravda) nebo
‘0’ (kdyz ne).

Reseni: Jelikoz hodnoty proménnych jsou omezené stovkou, nemtizeme si jednoduse
pocitat vyskyty znakd v celoc¢iselné proménné. Misto toho vyuzijeme dva zasobni-
ky: do jednoho budeme ukladat a-¢ka, do druhého b-cka. Az vstup skonéi, budeme
vybirat znaky vzdy z obou zasobniki soucasné a odpovime 1 pravé tehdy, kdyz se
oba soucasné vyprazdnily.

program rovnost;

var a, b: stack of char; { dva zasobniky na znaky }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin

while read(c) do begin
if c=’a’ then push(a, c¢);
if c¢=’b’ then push(b, c);
end;

while not empty(a) and not empty(b) do begin
pop(a); { odebirame znaky z obou z&as. souasné }
pop(b);
end;

if empty(a) and empty(b) then { vysly oba prazdné? }
write(’1’)

else
write(’0’);

&teme ze vstupu, dokud to jde }
znak uloZime do spravného zasobniku }

o Mo

end;

Tento program mé linedrni ¢asovou i pamétovou slozitost a potiebuje dva zé-
sobniky.
Druhé reseni: Ukazeme si, jak jeden zdsobnik uSetfit a stale zachovat linedrni ¢aso-
vou slozitost. Misto jednotlivych po¢ti znakd budeme do zasobniku ukladat, o kolik
vic jsme vidéli a-¢ek nez b-¢ek. Pokud je tento rozdil kladny (a-cek je vice), za-
pamatujeme si pfislusny pocet znaku ‘+’. Zaporné rozdily budeme ukladat pomoci
znakd ‘-,

Rozmysleme si tedy, co se stane, kdyz program piecte znak ‘a’. Tehdy by mél
k rozdilu pri¢ist jednicku. Proto zkontroluje, jakd hodnota se nachazi na vrcholu
zasobniku — to je hodnota, kterou by precetl nasledujici pop. Pokud to je ‘-’, tak ho
pouze odstranime. V opa¢ném piipadé (‘+’ nebo prazdny zasobnik) pfiddme nové ‘+’.
Znak ‘b’ se zpracovava obdobné, pouze se k obéma znaménkim chovame opacné.
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program rovnost_podruhe;

{ Pomocna funkce, ktera zjisti, co je na vrcholu zasobniku }

function look(var s:stack of char):
var c: char;
begin

if empty(s) then c := ’0’°

else begin

c := pop(s);
push(s, ¢);
end;
look := c;
end;
var r: stack of char;
c: char;
begin
while read(c) do begin
if c=’a’ then begin
if look(r)=’-’ then pop(r)
else push(r,
end;

if c=’b’ then begin

if look(r)=’+’ then pop(r)
else

end;

end;
if empty(r) then write(’1’)

else write(’0’);

end;

Na zpracovani kazdého znaku potfebujeme konstantné mnoho prikazu, takze
casova slozitost je stale linearni. Na jediném pouzitém zasobniku se objevi nejvyse
tolik znamének, kolik je znaki na vstupu, takze pamétova slozitost je taktéz linearni.
Soutézni dloha
Napiste program pro zasobnikovy pocitac, ktery o zadaném fetézci rozhodne,
zda je symetricky. Tak se fik4 tém fetézcim, které se pozpatku ¢tou stejné jako

popredu, jinymi slovy prvni znak je stejny jako posledni, druhy jako predposledni a
tak dale.

a) Snazte se o co nejlepsi ¢asovou slozitost. (5 bodii)

push(r,

char;

{ pokud je prazdny,

vratime nulu }

{ jinak odebereme prvek ze zasobniku }
{ a ihned ho vratime zpé&t }

{ zde je uloZen rozdil a-b }
{ pravé zpracovavany znak }

{ pfecetli jsme ‘a’
425
{ pfeletli jsme ‘b’

=),

=> zvySujeme rozdil }

=> sniZujeme rozdil }

{ je rozdil nulovy? }

b) Pouzijte nejmensi mozny pocet zdsobniki. (5 bodi)



