57. ro¢nik Matematické olympiady — 2007/2008

Resent ailoh tstiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-11I-1 Karpaty

Jednim z nejjednodussich (a také nejpomalejsich) zptsobi, jak tlohu Fesit, je
projit postupné vsechny moznosti, na které kopce byste vystoupili. V jednom pri-
chodu bychom nasli délku nejdelsi rostouci podposloupnosti a v druhém prichodu
bychom pak zjistili, které vrcholy se vyskytuji ve vSech nejdelsich podposloupnos-
tech, které jen v nékterych a na které se vystoupit nesmi. Bohuzel, ¢asova slozitost
takového algoritmu bude Fadové O(2%), protoze tolik je moznosti vystupu na jed-
notlivé vrcholy (u kazdého si vyberete, zda na néj vystoupite nebo ne).

Zkuseny fesitel olympiddy si vSak hravé vsimne, Zze minimalné délku nejdelsi
rostouci podposloupnosti lze zjistit vyrazné rychleji metodou dynamického progra-
movani. To jsme uz potkali v feSeni tllohy P-I-1, nyni si ukazeme trochu jiny postup,
ktery pujde 1épe zobecnit.

Oznacme si d; délku nejdelsi rostouci podposloupnosti, jejimz poslednim ¢lenem
je v; (vyska i-té hory). Hledand délka pak bude maximum z &isel d;. A jak lze
hodnoty d; spocitat? Podivejme se, jak néjakad takova nejdelsi podposloupnost P
konéici vrcholem ¢ vypada: Bud obsahuje jen vrchol ¢ (a pak mé tedy délku 1) nebo
jejim pfedposlednim vrcholem je néjaky vrchol j, pro ktery plati, Ze j < i a v; < v;.
Vsimnéme si, ze v druhém pfipadé urcité plati, Ze pokud z P odstranime posledni
prvek (tedy vrchol ¢), ziskdme podposloupnost P’ konéici vrcholem j, kterd je zéroven
jednou z nejdelSich podposloupnosti, které kon¢i v tomto vrcholu. Kdyby tomu tak
nebylo, tak bychom pfidanim vrcholu ¢ na konec nékteré z nejdelsich podposloupnosti
konc¢icich vrcholem j ziskali podposloupnost, kterd by koncila vrcholem i, ale jeji
délka by byla vétsi nez délka P. Takze staci postupné pocitat d; v cyklu od 1 do IV,
pro kazdé i se podivame na hodnoty d; pro j = 1,...,7 — 1 takové, ze v; < v; a,
pokud néjaké najdeme, vezmeme za d; jejich maximum zvysené o jedna; pokud zadné
takové v; neexistuje, nastavime d; na 1. Pfimocarou implementaci tohoto postupu
dostaneme algoritmus s ¢asovou slozitost{ O(N?).

Kdyz jsme se takto zvladli zbavit exponencidlniho ¢asu vypoctu délky nejdelsi
rostouci podposloupnosti, nemohli bychom podobny princip pouzit i pro druhou ¢ast
tlohy? Odpovéd na tuto otdzku je ano, ale bude to vyZadovat malinko vice prace.
Nejprve si kromé hodnot d; spo¢teme i hodnoty z;, kde z; bude délka nejdelsi rostouci
podposloupnosti zacinajici prvkem v;. Spocéitat tyto hodnoty zvladneme obdobnym
zpusobem jako u hodnot d; (misto od za¢atku budeme posloupnost prochizet od
konce). Nyni nahlédneme, ze délka nejdelsi rostouci podposloupnosti obsahujici -ty
vrchol je d; + z; — 1. To proto, ze pokud by P byla néjakd takova nejdelsi pod-
posloupnost a pritom jeji ¢ast od zacatku po i-ty vrchol by nebyla nejdelsi rostouci
podposloupnosti konéici i-tym vrcholem, mohli bychom P prodlouzit vyménou tivod-
ni ¢asti za néjakou delsi. Naopak spojenim nejdelsich podposloupnosti z a do i-tého
vrcholu dostaneme rostouci podposloupnost pozadované délky.
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Ozna¢me maximum z Cisel d; + z; — 1 tedy L. Jiz vime, jak poznat vrcholy,
na které vystoupit nesmime — podivame se, zda d; + z; — 1 je rovno L (pak na
tento vrchol miZzeme a moznd i musime vystoupit) nebo ne (a pak na tento vrchol
nesmime vystoupit). Zbyva rozpoznat ty vrcholy, na které musime vystoupit, od
téch, na které ,jen mtzeme“ vystoupit. Pokud je pro vrchol v; hodnota d; + z; — 1
rovna L, pak v; je d;-tym vrcholem v kazdé nejdelsi rostouci podposloupnosti, ktera
ho obsahuje. Vrchol v; je tedy v kazdé nejdelsi rostouci podposloupnosti praveé tehdy,
kdyZ neexistuje jiny vrchol v; s d; +2; —1 =L a d; = d;.

Pokud implementujeme vyse uvedeny postup, dostaneme algoritmus s kvadra-
tickou ¢asovou slozitosti, kde vSechny operace kromé vypoctu hodnot d; a z; zaberou
jen linearni ¢as. Ve zbytku feSeni si ukdzeme, jak vypocet hodnot d; a z; provést
v Case O(N log N). Tim ziskame algoritmus s ¢asovou slozitosti O(NN log N). A jak na
to? Pouzijeme upravené binarni vyhleddvaci stromy. Pro kazdy uzel si kromé klice,
tj. hodnoty, podle které vyhledavame (kli¢ tedy bude vyska hory v;), zapamatujeme
i délku nejdelsi rostouci podposloupnosti, kterd v tomto vrcholu konéi nebo zaciné.
Tj., pfi prvnim vypoctu si budeme pamatovat hodnotu d; a pfi druhém z;. Navic si
jesté v kazdém uzlu budeme udrzovat maximum z délek v podstromu tohoto uzlu.

Na zacatku do stromu vlozime vsechna v; a délky nastavime na 0. To provedeme
napiiklad tak, ze hodnoty v; v ¢ase O(N log N) setfidime, odstranime opakované
vyskyty stejnych ¢éisel (rtizné kopce pfece mohou byt stejné vysoké) a pak strom
rekurzivné sestavime: rekurzivni procedura dostane usek setfidéného pole, vybere
prostiedni prvek (feknéme, Ze je to z-ty prvek pole), vytvori pro néj uzel, jehoz levy
podstrom vznikne rekurzivnim voldnim na tusek od zacatku po (x — 1)-ni prvek a
pravy podstrom volanim na tsek od (z + 1)-niho prvku do konce. Vsimnéte si, Ze
hloubka takto vytvoreného stromu bude fadové log, N.

Nyni postupné pocitame hodnoty d;. Nejprve zjistime, jaka nejvétsi délka je
ve stromu uloZend u néjakého uzlu s hodnotou mensi nez v; (pokud takovou nenajde-
me, vratime 0). Tuto délku zvySenou o 1 pak ulozime do d; a do uzlu u s hodnotou
v; nastavime délku d; a upravime maxima na cesté z u do korene. Nyni bude platit,
ze ve stromé maji nenulovou délku cesty pravé uzly s hodnotami vy, ..., v;, pfiCemz
délka uloZend v uzlu s hodnotou v je maximum z d; pro takova j, Ze v; = v a
1 < j < (specidlné tedy neplati, ze hodnota d; pro j < i je nutné rovna hodnoté d;
uloZené v uzlu s hodnotou v; = v;). Vypocéet hodnot z; bude opét podobny, jen
budeme postupovat od konce a hledat nejvétsi délku mezi uzly s hodnotami vyssimi
nez v;.

Zbyva tedy vytesit, jak najdeme onu nejvétsi délku uloZzenou v uzlu s hodnotou
mensi nez néjaké x. Pro jeji nalezeni pouZijeme modifikovanou proceduru na vyhle-
dani prvku v bindrnim vyhledédvacim stromu. V pribéhu hledani budeme nejvétsi
délku pocitat prubézné, na zacatku ji nastavime na 0. RozliSime t¥i ptipady, podle
toho, zda je hodnota v uzlu mensi nez, vétsi nez nebo rovna z. Je-li hodnota uzlu
veétsi nez x, pak jen pokracujeme v hledani v levém podstromu. Je-li mensi, pak
maximum porovname s délkou ulozenou v uzlu a maximem délek ulozenych v le-
vém podstromu (protoZe si pamatujeme maximum délek v podstromu, stadi precist
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hodnotu z levého syna) a déle pokrac¢ujeme v pravém podstromu. Nu a pokud je
hodnota rovna z, tak maximum porovname jen s ulozenym maximem v levém syno-
vi a skon¢ime. Poté, co dojdeme do uzlu s hodnotou z (takovy tam urcité je), bude
spoéitané maximum bud 0 (to pokud neexistuje zddné uloZend hodnota v; mensi
nez r) nebo pravé pozadovana délka. Casova slozitost této prohledévaci operace je
umérnd hloubce podstromu, tedy O(log N).

Shriime si nyni cely postup. Nejprve v ¢ase O(N log N) setfidime vysky, pak
z nich v linedrnim case sestavime strom, v ¢ase O(N log N) spocteme hodnoty d;
a z; (N-krat voldme dvé operace s logaritmickou slozitosti), v linedrnim ¢ase pro
kazdé k zjistime, kolik existuje vrchold, které jsou na k-tém misté v néjaké nejdelsi
rostouci podposloupnosti, a nakonec, opét v linedrnim case, vypiSeme vysledek. Po-
kud se tyka paméti, potiebujeme si ulozit hodnoty v;, d; a z;, pomocny vyhledavaci
strom pouzije O(N) paméti a k uloZeni poéti vrcholt na k-tém misté v nejdelsi
podposloupnosti nam téz postaci linearni pamét. Casova slozitost nami navrzeného
algoritmu je O(N log N) a pamétovd O(N).

program p31;

const maxN 1000;
type PUzel = "TUzel;
TUzel = record
hodnota: longint;
levy, pravy: PUzel;
delka, delkaVPodstromu: integer;
end;
TPoleVysek = array[l..maxN] of longint;

var N: integer; { pocet kopct }
v: TPoleVysek; { vysky kopct }
strom: PUzel; { pomocny strom}

rostouciDo, rostouciZ: array[1..maxN] of integer;

{ délky nejdelSich rostoucich posloupnosti kon&icich (rostouciDo)
a zainajicich (rostouciZ) danym kopcem }

maxDelka: integer; { délka nejdelsi rostouci posloupnosti }

function max(a, b: integer): integer;

begin
if a > b then max := a
else max := b;

end;

procedure nacti; { na&te hodnoty ze vstupu }
var i: integer;
begin
readln(N) ;
for i := 1 to N do
read(v[il);
end;



function postavStrom(var pole: TPoleVysek; zacatek, konec: integer): PUzel;
{ vyrobi z hodnot pole[zacatek...konec] vyvaZeny bindrni vyhledavaci strom,
za pfedpokladu, Ze hodnoty v poli ‘pole’ jsou set¥idéné. }

var stred: integer;

uzel: PUzel;
begin

if zacatek > konec then

{ interval zacatek-konec je prazdny, vrat prazdny strom }

postavStrom := nil

else begin
stred := (zacatek + konec) div 2; { prostfedni prvek }
new(uzel) ; { vyrob uzel pro st¥ed }

uzel” .hodnota:= pole[stred];

uzel~.delka := 0;

uzel”.delkaVPodstromu := 0;

{ rekurzivné& postav oba synovské podstromy }

uzel”.levy := postavStrom(pole, zacatek, stred - 1);

uzel”.pravy := postavStrom(pole, stred + 1, konec);

postavStrom := uzel; { vrat vytvofeny uzel }
end;

end;

procedure vymazStrom(uzel: PUzel); { nastavi vSem uzlim nulové délky }
begin
if uzel <> nil then begin
uzel~.delka := 0;
uzel~.delkaVPodstromu := 0;
vymazStrom(uzel”.levy) ;
vymazStrom(uzel”.pravy) ;
end;
end;

function nejdelsiNizsi(uzel: PUzel; hodnota: longint): integer;
{ najde maximum z délek uloZenjch u uzld s hodnotou menSi nez zadany parametr }
var nejdelsi: integer;
begin
nejdelsi := 0;
while uzel <> nil do begin { hledame uzel s hodnotou ‘hodnota’ }
if uzel”.hodnota = hodnota then begin { podivej se do levého podstromu }
if uzel”.levy <> nil then
nejdelsi := max(nejdelsi, uzel”.levy~.delkaVPodstromu) ;
uzel := nil; { konec cyklu }
end else if uzel”.hodnota > hodnota then
uzel := uzel”.levy { jen pokralujeme v hledéni uzlu v levém podstromu }
else begin {uzel”.hodnota < hodnota}
{ porovnej délky v levém podstromu i v uzlu samotném }
nejdelsi := max(nejdelsi, uzel~.delka);
if uzel”.levy <> nil then
nejdelsi := max(nejdelsi, uzel”.levy~.delkaVPodstromu) ;
{ ... a pokraduj pravym podstromem }
uzel := uzel~”.pravy;
end;
end;
nejdelsiNizsi := nejdelsi;
end;



function nejdelsiVyssi(uzel: PUzel; hodnota: longint): integer;
{ najde maximum z délek uloZenych u uzld s hodnotou v&t3i nez zadany parametr }
var nejdelsi: integer;
begin
nejdelsi := 0;
while uzel <> nil do begin { hledame uzel s hodnotou ‘hodnota’ }
if uzel”.hodnota = hodnota then begin { podivej se do pravého podstromu }
if uzel”.pravy <> nil then
nejdelsi := max(nejdelsi, uzel”.pravy~.delkaVPodstromu) ;
uzel := nil; {konec cyklu}
end else if uzel”.hodnota < hodnota then
uzel := uzel”.pravy { jen pokralujeme v hledani uzlu v pravém podstromu }
else begin {uzel”.hodnota > hodnota}
{ porovnej délky v pravém podstromu i v uzlu samotném }
nejdelsi := max(nejdelsi, uzel~.delka);
if uzel”.pravy <> nil then
nejdelsi := max(nejdelsi, uzel”.pravy~.delkaVPodstromu);
{ ... a pokraCuj levym podstromem }
uzel := uzel”.levy;
end;
end;
nejdelsiVyssi := nejdelsi;
end;

procedure nastavDelku(uzel: PUzel; hodnota: longint; delka: integer);
{ najde ve stromé uzel s hodnotou ‘hodnota’ a nastavi mu zadanou délku }
{ také prepocita pfislusné hodnoty ‘delkaVPodstromu’ }
begin
while uzel <> nil do begin { hledame uzel s hodnotou ‘hodnota’ }
if uzel”.hodnota = hodnota then begin { nasli jsme }
uzel”.delka := delka;
uzel~.delkaVPodstromu := max(uzel~.delkaVPodstromu, delka);
uzel := nil; { konec cyklu }
end else begin
{ uprav maximum v podstromu }
uzel~.delkaVPodstromu := max(uzel”.delkaVPodstromu, delka);

{ ... a vyber nasledujici uzel }

if uzel”.hodnota < hodnota then
uzel := uzel”.pravy { hodnota je v pravém podstromu }

else
uzel := uzel”.levy; { hodnota je v levém podstromu }

end;
end;
end;

procedure zaradDolu(var pole: TPoleVysek; index, maxIndex:integer);

{ pouzivéano procedurou heapSort. ‘Pole’ je reprezentace max-haldy v poli s délkou
‘maxIndex’; procedura zajisti, Ze prvek s indexem ‘index’ "probubla" dolt aZ na
spravné misto -- tj. bud bude listem, nebo jeho synové budou mit niz8i hodnoty. }

var p: longint;

j: integer;
begin
while index * 2 <= maxIndex do begin
{ do ‘j’ dame index syna s vy33i hodnotou }
if index * 2 = maxIndex then



j := index * 2 { jen jeden syn }

else if pole[2*index] > pole[2*index + 1] then
j := 2xindex

else
j := 2xindex + 1;

{ pfekontrolujeme podminku }

if pole[index] > pole[j] then
index := maxIndex + 1 { podminka splnéna, ukonlime cyklus }

else begin
{ podminka neplati, vym&i hodnoty a pokracuj synem }
p := polelindex]; pole[index]:= pole[jl; polel[j]l :=p;
index := j;

end;

end;
end;

procedure heapSort(var pole: TPoleVysek; delka: integer);
var i, pul: integer;
p: longint;
begin
{ v poli si reprezentujeme haldu tak, Ze synové uzlu s indexem ‘i’ maji index 2%*i
a 2xi+1. Toto je obvykla reprezentace, pokud prvni prvek pole ma index 1. }
{ postavime maximovou haldu }
pul := delka div 2;
for i := pul downto 1 do
zaradDolu(pole, i, delka);
{ od konce tvofime set¥idénou posloupnost }
for i := delka downto 2 do begin
{ odstranime maximum }
p := pole[1]; pole[1] := polel[il; pole[i] := p;
{ obnovime haldu }
zaradDolu(pole, 1, i - 1);
end;
end;

procedure pripravaStromu; { z hodnot v poli ‘v’ vyrobi vyvaZeny strom }
var i: integer;
setridenePole: TPoleVysek; { pomocné pole }
pocetUnikatnich: integer; { pocet unikadtnich hodnot v pomocném poli }
begin
{ nejprve hodnoty pfekopirujeme do pomocného pole }
for i:= 1 to N do
setridenePole[i] := v[il;
{ pak je setfidime }
heapSort (setridenePole, N);
{ odstranime duplicity v poli -- hodnoty v pomocném poli na indexech
1. .pocetUnikatnich budou vSechny hodnoty z pivodniho pole, ale budou
navzadjem rizné a seti¥idéné. To snadno udélame kontrolou sousednich prvkid. }
if N = 0 then

pocetUnikatnich := 0 { Zadné hodnoty, Zadné nejsou unikatni }
else begin
pocetUnikatnich := 1; { prvni hodnota v poli je uréité& unikatni }

for i := 2 to N do
if setridenePole[i] = setridenePole[pocetUnikatnich] then begin
{ hodnota je stejnd jako p¥edchozi, nic ned&lame }



end else begin

{ nova hodnota -- p¥idame na konec }
pocetUnikatnich := pocetUnikatnich + 1;
setridenePole [pocetUnikatnich] := setridenePolel[i];
end;

end;

{ nakonec vyrobime strom }

strom := postavStrom(setridenePole, 1, pocetUnikatnich);

end;

procedure vypocetDelek;
var i: integer;
vyska: longint;
delka: integer;
begin
maxDelka := 0;
{ nejprve pocitame délky posloupnosti kon&ici danym kopcem }
for i:= 1 to N do begin
vyska := v[i];

delka := nejdelsiNizsi(strom, vyska) + 1;
nastavDelku(strom, vyska, delka);
rostouciDo[i] := delka;

if delka > maxDelka then { zaroveii zjistime maximum }
maxDelka := delka;
end;

{ nyni spo&itame délky posloupnosti za&inajicich danym kopcem }
vymazStrom(strom) ;
for i:= N downto 1 do begin
vyska := v[i];
delka := nejdelsiVyssi(strom, vyska) + 1;
nastavDelku(strom, vyska, delka);
rostouciZ[i] := delka;
end;
end;

procedure vypis;
var i: integer;
pocty: array[l..maxN] of integer;
{ pro kazdé ‘i’ obsahuje polet vrcholt, které mohou byt na i-tém misté
v nejdelsi rostouci podposloupnosti }

begin
{ vynulujeme pole }
for i := 1 to N do

pocty[i] := 0;
{ spo&teme hodnoty pole pocty }
for i := 1 to N do
if rostouciDo[i]l + rostouciZ[i] - 1 = maxDelka then
{ lezi v néjaké nejdelsi posloupnosti }
pocty[rostouciDo[i]] := poctyl[rostouciDo[i]] + 1;

for i := 1 to N do begin
if i > 1 then
write(’ ’);
if rostouciDo[i] + rostouciZ[i] - 1 = maxDelka then begin



if poctylrostouciDo[i]] = 1 then
write(’musim’)
else
write(’mohu’)
end else
write(’nemohu’);
end;
writeln;
end;

begin
nacti;
pripravaStromu;
vypocetDelek;

vypis;
end.

P-II1I-2 Velechram

Nejprve si tlohu prevedeme do teorie grafi. Z velechramu udélame graf, jehoz
mnozinu vrchold tvofi fadky a sloupce Sachovnice. Hrana mezi i-tym fadkem a j-tym
sloupcem vede pravé tehdy, kdyz na pfislusném poli stoji sloup. Nyni misto sloupt
barvime hrany tohoto grafu.

Dvé hrany maji spolecny vrchol pravé tehdy, kdyz odpovidaji sloupim, které
lezi ve stejném Fadku nebo sloupci. Rtizné barvy sloupt ve stejném fadku a sloupci
znamenaji rizné barvy hran, které maji spole¢ny vrchol. Chceme tedy obarvit hrany
zkonstruovaného grafu tak, aby u kazdého vrcholu byly barvy vsech hran rtzné.

Vsimnéte si, ze potiebujeme alespon tolik barev, kolik je maximéalni stupen
grafu A, tj. nejvétsi podet hran vedouci z nékterého z vrchold grafu. Ukazeme, Ze
nam jich zaroven praveé tolik staci. Navic ukazeme, jak takové obarveni i rychle najit.

Pojdme rovnou na algoritmus. Zacneme s grafem bez hran. Potom budeme
hrany v libovolném poradi po jedné piidavat.

P1i pfidéavani hrany e mohou nastat dvé moznosti. Pokud se na sousednich
hranéch pfidédvané hrany e nevyskytuje jesté vSech A barev, obarvime e libovolnou
ze zbyvajicich barev.
zenych hranam, které maji s e alespon jeden spole¢ny vrchol. ProtoZe e mé alespont A
sousednich hran, s obéma koncovymi vrcholy e je incidentni alespoil jedna jiz obar-
vend hrana (A je maximdlni stupeii pomocného grafu). Ozna¢me C; a Cy mnozinu
barev sousednich hran incidentnich s jednotlivymi koncovymi vrcholy hrany e. Vy-
bereme dvojici barev A € Cy \ Cy a B € Cs \ C;. Takové barvy lze uréité vybrat,
protoze C1 U Cy = C, a zaroven C; # C, # Cs.

Nyni piebarvime nékteré hrany tak, abychom mohli e obarvit bud barvou A
nebo barvou B. Zahodme na chvili v8echny hrany, které nemaji barvu A nebo B.
Protoze z jednoho vrcholu mohou vést pouze dvé hrany obarvené jednou z barev
A a B, v grafu ndm zbudou pouze cesty a kruznice. Navic v koncovych vrcholech
hrany e zacinaji nékteré z cest, protoze u obou koncovych vrcholu e jedna z barev A
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a B chybi. Pokud jsou tyto dvé cesty rtizné, prohodime barvy A a B v jedné z téchto
cest. Tim urcité neporusime podminku na rtznost barev u zadného vrcholu na cesté
a navic nyni chybi jedna z barev A a B mezi sousedy e. Obarvime tedy touto barvou
hranu e.

Mize se nam stat, ze koncové vrcholy e jsou spojeny cestou? Predpokladej-
me, Ze to tak je. Pfipomenme si, Ze vrcholy pomocného grafu odpovidaji fadktm a
sloupctim Sachovnice a hrany vzdy vedou mezi jednim z fadki a jednim ze sloupci.
Na cesté spojujici koncové vrcholy hrany e se tedy pravidelné st¥idaji vrcholy odpo-
vidajici fadkum a sloupcium Sachovnice a tedy tato cesta obsahuje lichy pocet hran.
V takovém piipadé, ale jeji prvni a posledni hrana musi mit stejnou barvu (na cesté
se pravidelné st¥idaji hrany barvy A a hrany barvy B), coZ neni mozné.

Tim jsme ukazali, Ze vzdy dokadzeme prebarvit nékteré hrany tak, abychom
mohli korektné obarvit nové pfidanou hranu. Po pfidani vSech hran do pomocného
grafu tak dostaneme korektni obarveni hran grafu.

Podivejme se na éasovou a pamétovou slozitost navrzeného algoritmu. V nasi
implementaci algoritmu si potfebujeme pamatovat ke kazdému vrcholu v a barvé c,
kterd hrana s barvou c je incidentni s vrcholem v. Samoziejmeé si pamatujeme struk-
turu grafu a informace o jeho hranach a vrcholech. To ndm dévé pamétovou sloZitost
O(NA + M). Algoritmus piiddvad M hran a pii kazdém piiddni musi pfebarvit az
O(N) hran (nikdy nepfebarvujeme vic nez dvé hrany u jednoho vrcholu). Celkova
¢asova slozitost naseho algoritmu tedy je O(NM).

program p32;
const
maxn = 500; { maximdlni rozm&r Sachovnice }
maxv = 2*maxn; { max. po&et vrchold grafu }
maxm = maxn*maxn; { max. poéet hran grafu }
var
n, m, k : Integer; { poCet vrchold hran; max. stupei }
edge : array[l..maxm] of record { jednotlivé hrany }
color: Integer; { barva hrany }
vert : array[l..2] of Integer; { krajni vrcholy }
end;
inc : array[1l..maxv, 1..maxn] of Integer; { inc[v,b] = hrana barvy ‘b’
u vrcholu ‘v’ }
ec : array[l..maxv] of Integer; { stupné vrchold }
procedure uncolor(e :Integer); { odbarvi hranu }
var v : Integer;
begin

for v:i= 1 to 2 do
inc[edgele] .vert[v], edgele].color] := 0;
end;

procedure color(e, c :Integer); { obarvi hranu }
var v : Integer;
begin

edge[e] .color := c;

for v:=1 to 2 do



inc[edgele] .vert[vl, c] := e;
end;

procedure recolor(v, remc, addc :Integer); { pfebarvi cestu }
var e, other : Integer;
begin
if inc[v] [remc] > O then
begin
e := inc[v, remc];
uncolor(e);

other := edgele].vert[1];
if other = v then other := edgele].vert[2];
recolor (other, addc, remc);

color(e, addc);
end;
end;

var i, j, remc, addc, x, y : Integer;
colored : Boolean;

begin
Readln(n, m); { naéteme vstup }
for i:= 1 to m do
begin

Readln(x, y);
edge[i] .vert[1] X;
edge[il .vert[2] := y+n;

ec[x] := ec[x]+1;
ecly+n] := ecly+nl+1;
end;
k := 0; { zjistime max. stupeii }

for i:= 1 to 2*n do
if ec[i] > k then
k := ecl[i];

for i:= 1 to m do { postupné pf¥idavéme hrany }
begin
colored := false;
for j:= 1 to k do { je ji moZno obarvit rovnou? }
if (inc[edgeli].vert[1], jl = 0) and (inc[edgeli].vert[2], j] = 0) then
begin
color(i, j);
colored := true;
break;
end;

if colored then continue;

for j:= 1 to k do { hledame volné barvy }
if (incledgel[il].vert[1], j] = 0) and (incledgel[i].vert[2], j] > 0) then
begin
addc := j;
break;
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end;
for j:= 1 to k do
if (inc[edgeli].vert[1], jl > 0) and (inc[edgeli].vert[2], j] = 0) then

begin
remc := j;
break;
end;
recolor(edgel[i] .vert[1], remc, addc); { pfebarvime cestu }
color(i, remc); { a obarvime novou hranu }
end;
Writeln(k); { uz jen vypsat vystup }

for i:= 1 to m do
Writeln(edgel[i].color);
end.

P-I11-3 Prekladaci stroje

a) Prekladaci stroj bude pracovat na nasledujici jednoduché myslence: ke kazdé levé
kulaté zavorce obsahuje kazdy fetézec v mnoziné A pravou zavorku. Muzeme tedy le-
vé kulaté zavorky prelozit na fetézec a, pravé kulaté zavorky na fetézec bb a na konec
fetézce pripsat libovolny pocet znakt b. Aby se ve vytvofeném fetézci nepromichaly
znaky a a b mezi sebou, tj. nejdfive byly vSechny znaky a a pak teprve znaky b,
po nalezeni prvniho znaku, ktery neni levou kulatou zavorkou, budeme ocekavat jen
pravé kulaté zavorky, tj. budeme pieklddat jen fetézce (((---))). Retézec (((---)))
tvofeny n dvojicemi zévorek, se tedy pfelozi na Tetézec s n znaky a a alesponl 2n
znaky b.

Formélné je tedy vytvoreny ptekladaci stroj pétice (K,X%, P, qo, F), kde K =
{zacatek, konec}, ¥ = {(,),[,]1,{,},a,b}, qo = zadatek a F' = {konec}. MnozZina
P pak obsahuje nasledujici prekladova pravidla:

® (zadatek, (, a,zacatek), tj., na zadatku vypisujeme za levé kulaté zavorky
znaky a,

o (zafatek, ), bb, konec) a (konec, ), bb, konec), tj. za pravé kulaté zdvorky
vypisujeme Fetézec bb,

¢ (konec, $,b,konec), tj. na konec vystupniho Fetézce vypiSeme libovolny
pocet znaku b.

b) Do hledané mnoziny F prosté vhodné vlozime obé mnoziny A a D, a to tak, Ze
Fetézce zadinajici znakem a budou odpovidat Fetézcim mnoziny A a Fetézce zadinajici
znakem b fetézctim mnoziny D. Retézce mnoziny D lze do mnoZiny E zakédovat
jednoduse tak, ze na jejich zacatek pfipiSeme pismeno b, znaky a a b zdvojime a
znaky ¢ nahradime fetézcem ab. Retézec aabbcc € D bude tedy odpovidat fetézci
baaaabbbbabab.

vvvvv

nahradime fetézcem aaa, aab, aba, abb, baa a bab, a navic na zacatek retézce pridame
pismeno a. Tim jsme nadefinovali mnozinu E.
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Samotné piekladaci stroje M; a Ms je jiz snadné sestrojit. Prvni stroj M;
je pétice (K, X, P,qo, F), kde K = {zaéatek,stav}, ¥ = {(,),[,1,{,},a,b}, qo =
zafatek a ' = {stav}. Mnozina P pak obsahuje nésledujici prekladova pravidla:

o (zalatek, a, ¢, stav), nejd¥ive zkontrolujeme, ze fetézec zac¢ind znakem a,
® pak uz jen prekladdme fetézec pomoci pravidel
(stav, aaa, (,stav), (stav,aab,),stav), (stav, aba, [,stav),
(stav, abb, 1, stav), (stav,baa, {,stav) a (stav, bab, }, stav).

Druhy stroj M, je pétice (K, X, P, qo, F'), kde K = {zafatek,stav}, ¥ = {a,b,c},
qo = zaatek a F' = {stav}. Mnozina P pak obsahuje nésledujici prekladova pravidla:
o (zadatek, b, ¢, stav), nejdiive zkontrolujeme, Ze fetézec zacind znakem b,
® pak uz jen prekladame fetézec pomoci pravidel
(stav, aa, a,stav), (stav, bb, b, stav) a (stav, ab, ¢, stav).

¢) Prvni myslenka, kterd kazdého asi napadne, je pfelozit levé zavorky na znaky a
a pravé zavorky na znaky b. Takovéto fetézce urcité obsahuji stejny pocet znaka
a a b, nicméné uréité takto neziskdme vSechny fetézce mnoziny C' (napf. ty, které
za¢inaji znakem b). Zkusme tedy tuto myslenku vylepsit a pro jeden typ zavorek
prekladdat levé zavorky na a a pro jiny na b. Uvazujeme tedy nasledujici prekladaci
stroj P tvofeny pétici (K, X, P,qo, F), kde K = {stav}, ¥ = {(,),[,1,{,},a,b},
qo = stav, F = {stav} a mnoZina P obsahuje nasledujici ¢tyfi prekladova pravidla:
(stav, (,a,stav), (stav,),b,stav), (stav, [, b,stav) a (stav,], a, stav).

Zbyva si rozmyslet, ze mnozinu A prelozi stroj P na mnozinu C. Zjevné kazdé
slovo, které stroj P vytvori, nalezi do mnoziny C'. Nyni dokazeme indukci, ze stroj P
vytvori kazdé slovo zq1xs ...z, € C (Cislo k je zjevné sudé). Pokud k = 0, je tvrzeni
jasné. Pokud k£ = 2, pak x1x2 = ab nebo z1x2 = ba a stroj P prelozi fetézec
y1y2 = () na ab a Fetézec y1y2 = [] na Fetézec ba.

Predpokladejme tedy, ze k > 4. Pokud 21 = a a x; = b, pak podle indukéni-
ho predpokladu existuje fetézec ys ... yr_1, které se ptrelozi na fetézec xa...Tp_1.
Retézec (ys...yr—1) pak stroj P pielozi na xixs...x). Analogicky postupujeme,
pokud x; = b a x; = a, s tim rozdilem, Ze misto kulatych zavorek doplnime zavorky
hranaté.

ZaméFme se nyni na p¥ipad, kdy 1 = 2 = a. Necht f(7) je rovno rozdilu poctu
znakid a a po¢tu znaktl b v Yetézci x; ...x;. Zjevné plati f(1) =1, f(k—1)=-1a
f(k) = 0. Protoze se hodnoty f(i) a f(i+1) lisi pravé o 1 a f(1) > 0 > f(k—1), musi
existovat index 1 < ¢ < k, pro ktery je hodnota f(¢) nulovi. Zjevné pak plati, Ze
21...2¢ € C axypqq...2, € C. Podle indukéniho predpokladu pak existuje fetézec
y1-..Ye € A, ktery stroj P prelozi na fetézec 7 ... xy, a fetézec yot1 ... yr € A, ktery
se pfelozi na fetézec zy,1 ...xy. Retézec y1...yx € A je pak strojem P prelozen na
fetézec x1xs ... x. Pfipad 1 = xp = b lze rozebrat analogicky.
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