57. roénik Matematické olympiady — 2007/2008

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 O zdanlivém kopci

Ukolem je vybrat ze zadané posloupnosti co nejdelsi podposloupnost, ktera by
nejprve rostla a potom klesala.

Kdybychom védéli, ktery prvek je v nasi podposloupnosti ten nejvétsi (,,vrchol
kopce“), méli bychom lehéi tkol: z ¢asti posloupnosti od za¢atku po vrchol vybrat
co nejdelsi rostouci podposloupnost konéici ,,vrcholem“, a ze zbytku posloupnosti
vybrat co nejdelsi klesajici podposloupnost. P¥itom vybrat klesajici podposloupnost
je totéz jako vybrat rostouci podposloupnost, ale zprava doleva.

Staci ndm tedy resit nasledujici snadnéjsi alohu: K dané posloupnosti pro kaz-
dé i spocitame délku d; nejdelsi rostouci podposloupnosti, kterd kon¢i ¢lenem a;.

Ukazeme si nejprve pomalejsi feSeni této tlohy, potom efektivnéjsi verzi.
Pomalejsi FeSeni

Zjevné dy = 1. Zname-li jiz hodnoty d; az di pro néjaké k, hodnotu dj;
spocitame nasledovné:

Predstavme si, Ze uz mame nalezenu nejdel$i podposloupnost konéici prvkem
ap+1. Podivejme se na ni a zakryjme si jeji posledni ¢len. To, co nyni vidime, musi
byt opét néjaka rostouci podposloupnost. Necht jejim poslednim ¢lenem je prvek a,.
Potom ale to, co vidime, musi byt (jedna moZna) nejdelsi rostouci podposloup-
nost koncici prvkem a,. Jeji délka je tedy d, a délka nasi ptivodni podposloupnosti
je dy + 1.

My sice predem nezname z, ale to neni zadny problém: vyzkouSime vSechna
mozna x a vybereme si nejlepsi moznost. Musi byt 1 < z < k a navic musi platit
a5 < ap+1, aby byla nova podposloupnost nadale rostouci. Dostavame tedy:

dpy1 = max dys + 1.
1<x<k, az<apy1

Algoritmus, ktery spocitd hodnoty d; pouzitim tohoto vztahu, mé ¢asovou slozitost
O(N?), kde N je pocet ¢lenti zpracovavané posloupnosti.

Takovéto feSeni mohlo ziskat nejvyse 7 bodu.
Lepsi feseni

Ke zrychleni popsaného algoritmu vyuzijeme nasledujici pozorovani: mame-li
dvé rostouci podposloupnosti stejné délky, ,lepsi“ je ta z nich, kterd konc¢i mensi
hodnotou. Jestlize totiz dokdzeme po ptridani nasledujicich ¢lent posloupnosti néjak
prodlouzit tu ,horsi“, mizeme tuplné stejné prodlouzit i tu ,lepsi®.

V kazdém okamziku tedy staci pamatovat si pro kazdou moznou délku jednu
rostouci podposloupnost — tu ,,nejlepsi“, neboli koncici nejmensi moznou hodnotou.
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Presnéji feceno, necht m; je nejmensi hodnota, kterou muze koncit i-prvkova
rostouci podposloupnost vybrana z dosud zpracovanych prvki.

Na zacatku je mg=0amy =ms =... =my = 0.

Nyni budeme postupné po jednom zpracovavat prvky dané posloupnosti. Jak
se hodnoty m; zmeéni po zpracovani jednoho jejiho ¢lenu?

Vsimnéte si nejprve, ze v kazdém okamziku plati, Ze hodnoty m; (které jsou riz-
né od o) jsou rostouci. Kdyz totiz umime vytvofit rostouci podposloupnost délky i,

ktera konci hodnotou m;, tak jejich prvnich i—1 ¢lenti tvoii rostouci podposloupnost
délky i — 1, kterd konc¢i ¢lenem mensim nez m;, proto nutné m;_1 < m;.

Necht je pravé zpracovavan ¢len posloupnosti z. Potom zjevné existuje pravée
jedno a takové, ze my, <z < mgy1.

Co to znamena? V prvni fadé€ vime, ze dosud ,nejlepsi“ vybrana podposloup-
nost délky a + 1 (a vétsi) koncila ¢islem vétsim nebo rovnym z. Zadnou takovou
posloupnost nemtizeme prodlouzit hodnotou z, takze hodnoty od m, o dale se mé-
nit nebudou.

Podobné se nebudou ménit ani hodnoty od mgy po m, véetné. Ty jsou vSechny
uz nyni mensi nez x, takze je zlepsit nedokazeme.

Zménilo se pouze to, Ze nyni umime vybrat rostouci posloupnost délky a + 1,
ktera kon¢i hodnotou x. Od tohoto okamziku tedy bude m,41 = z. Zaroven vime, ze
a+ 1 je délka nejdelsi vybrané rostouci podposloupnosti konéici praveé zpracovanym
prvkem.

Tim méame nas algoritmus skoro hotov. Nyni si jen sta¢i uvédomit, ze hodno-
ty m; jsou serazeny podle velikosti, takze miZzeme nalézt spravné ¢islo a binarnim
vyhledavanim v éase O(log N). Zbyvajici Gpravy uz provedeme v konstantnim ¢ase.
Pottebujeme zpracovat N prvki, éasova slozitost algoritmu tedy bude O(N log N).

const MAX = 1000;

type pole = array [0..MAX] of longint;
var N, i, res: longint;
A, B, C: pole;

{ Spo¢te B[i] = max. rostouci podposl. z A[1..i] }
procedure rostouci(var A, B: pole);
var M: pole;
i, L, R, P: longint;
begin
M[0] := 0;
for i := 1 to N do
M[i] := 987654321; { "nekone&no" }
for i := 0 to N-1 do begin
{ bindrnim vyhledavénim najdeme v poli ‘M’ misto pro ‘A[i]’ }
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L := 0;

R := N;

while L < R do begin
{ V kazdém prichodu je hledana pozice mezi ‘L’ a ‘R’. }
P := (L+R) div 2;

if M[P] < A[i] then L := P+1
else R := P;
end;
M[L] := A[i]l; { ‘L’ je ‘a+1l’ z popisu }
B[i] := L;
end;
end;
procedure zrcadlo(var A: pole); { zrcadlové otoleni pole }
var i, t: longint;
begin
for i := 0 to N div 2 do begin
t := A[i];
A[i] := A[N-1-i];
A[N-1-i] := t;
end;
end;
begin
{ pfecteme vstup }
read(N) ;
for i := 0 to N-1 do
read(A[i]);

{ spo&itame délky rostoucich podposloupnosti }
rostouci(A, B);

{ a klesajicich }
zrcadlo(A);
rostouci(A, C);
zrcadlo(C);

{ spocitame vysledek }
res := 0;
for i := 0 to N-1 do
if B[i]+C[i]l-1 > res then
res := B[i]+C[i]l-1;
writeln(res);
end.



P-I-2 Rezervace mistenek

Nage Zelezni¢ni traf ma N tsekil mezi stanicemi. KdyZ dostaneme néjaky po-
zadavek na mistenky, potfebujeme se podivat na tseky, které obsahuje, a nalézt
ten usek, kde je volného mista nejméné. Je-li tam mista dostatek, je ho dost vsu-
de a pozadavek pfijmeme. Naopak, pokud tam neni dost mista, pozadavek musime
odmitnout.

Pro ziskani 4 bodi stacilo pamatovat si v poli pro kazdy tisek pocet obsazenych
mist. K ziskdni 7 bodt potfebujeme umét efektivnéji zjisfovat odmitané pozadavky
(tedy nalézt nejvice obsazeny usek). Na 10 bodt budeme muset efektivné zpracovavat
také prijaté pozadavky.

Podsledni dvé jmenovana feSeni si nyni ukazeme.

Intervalovy strom

Pro jednoduchost budeme ptedpokladat, ze N je mocnina dvou. (Pokud by
nebylo, zvysSime ho na nejblizsi vys$si mocninu dvou. Uvédomte si, ze tim se zvétsi
méné nez na dvojnasobek ptvodni hodnoty.)

Pouzijeme datovou strukturu znamou pod nazvem intervalovy strom. Ten bude
vypadat takto:

‘7‘2‘3‘1‘7‘5‘5‘8‘3‘2‘5‘1‘7‘8‘010}

Listy intervalového stromu odpovidaji jednotlivym tsekam traté. Vsimnéte si, ze
vnitini vrchol, ktery je k tirovni nad listy, odpovidé intervalu obsahujicimu 2 po sobé
jdoucich tseku. Ty intervaly, které odpovidaji vrcholim naseho stromu, nazveme
jednoduché.

Na co je intervalovy strom dobry? Ukéazeme, Ze libovolny interval tisekd doka-
zeme Sikovné poskladat® z jednoduchych intervali.

Nejprve se budeme zabyvat intervalem, ktery obsahuje tiseky od 1 do k. Tvr-
dime, Ze tento interval mtizeme slozit z nejvyse log N jednoduchych intervali. Toto
dokézeme tak, ze budeme z jeho levé strany odkrajovat co nejvétsi jednoduché in-
tervaly, dokud ho cely nezpracujeme. Nejlépe je to vidét na konkrétnim prikladu.
Napf. interval ,od 1 do 11“ muzeme rozdélit na jednoduché intervaly ,od 1 do 8%,
»,0d 9 do 10“ a ,od 11 do 11.



Vrcholy vyznacené na obrazku odpovidaji jednoduchym intervaliim, které dohroma-
dy tvoii interval ,od 1 do 11¢.

Odhad poc¢tu pouzitych intervalt vyplyva napriklad z toho, Ze v kazdém kroku
odkrojime vice nez polovinu intervalu.

Vsimnéte si, ze postup krajeni odpovida cesté z kofene dolli po intervalovém
stromu. V kazdém vrcholu se podiviame, zda nerozkrijena ¢ast zadaného intervalu
lezi cela v levém podstromu. Pokud ano, nic nekrajime a sestoupime do néj. Pokud
ne, odkrojime interval odpovidajici levému podstromu a sestoupime do pravého.

V obecné situaci, kdyz chceme poskladat interval tsekd od k do I, budeme
na tom podobné, vystacime s 2log N jednoduchymi intervaly. Dtkaz je podobny,
opét ptjdeme doli po intervalovém stromu. Jakmile zjistime, ze zadany interval
zasahuje do obou podstromt, rozkrojime ho na dvé casti. Kazda z ¢asti nadale
odpovidéd jednodussimu piipadu, ktery jsme rozebrali vyse. Takto to vypada pro
interval ,,od 4 do 11%:

‘7‘2‘3‘1‘7‘5‘5‘8‘3‘2‘5‘1‘7‘8‘7077073

Ukézali jsme tedy, ze v ¢ase O(log N) miizeme libovolny interval rozdélit na
nékolik ¢asti, které odpovidaji vrcholim stromu.

Kdybychom pro kazdy vrchol stromu védéli, jaké je maximum z hodnot listt
v jeho podstromu, uméli bychom v ¢ase O(log N) uréit maximum pro libovolny
interval tisekil. A v tom spociva cely trik intervalového stromu: Zvolili jsme si nékolik
vhodnych intervalt, z nichz dokdzeme efektivné poskladat odpovéd pro jakykoliv jiny
interval.

Reseni za 7 bodii je v tomto okamziku jiz trividlni. Sestrojime si intervalo-
vy strom, v némz budou v listech pocty obsazenych mist na jednotlivych tusecich,
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a v kazdém vrcholu si budeme pamatovat maximum z hodnot listii v jeho podstromu.
Kdyz dostaneme pozadavek ,x y z¢, v ¢ase O(log N) zjistime maximum z hodnot
v intervalu od y + 1 do z. Pokud je vétsi nez M — z, pozadavek odmitneme. V opac-
ném pripadé potfebujeme strom upravit. Zvysime hodnoty v listech od y +1 do z a
opravime v8echny vrcholy nad nimi. Toto dokéZeme provést v ¢ase O(z — y), coz lze
shora odhadnout jako O(N).

Priklad: Intervalovy strom s maximy pro jednoduché intervaly mutze vypadat
tFeba nésledovné: (maximum v intervalu ,,od 1 do 11¥ je rovno maximu zvyraznénych
policek)

Ve vyznac¢eném intervalu (Sedé étverecky) pribyli dva cestujici. Sedé krouzky ozna-
¢uji vrcholy, které je jesté tieba (zdola nahoru) pfepoditat.

Celkové méa toto feSeni ¢asovou slozitost O(Plog N + AN), kde P je pocet
vSech a A je pocet prijatych pozadavk.

Efektivnéjsi zpracovani prijatého pozadavku

Zbyva ukazat, jak lze sikovnéji upravovat informace o poctech cestujicich v pri-
padé prijeti pozadavku. Trik je jednoduchy. Nebudeme ukladat informaci o poctu
cestujicich jen v listech, ale v celém stromé. Kdyz teda mame zvysit hodnoty v néja-
kém intervalu, zvysime hodnoty v odpovidajicich jednoduchych intervalech. V kaz-
dém vrcholu intervalového stromu si tedy misto dosavadni jedné hodnoty (maxima)
budeme pamatovat hodnoty dvé (maximum a zménu poctu cestujicich v ném).

Priklad: P¥idani 2 lidi do tisektt 6 az 12. Cisla predstavuji pocty cestugicich,
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Sedé vrcholy se ménily:

Vsimnéte si, ze pro kazdy list plati, ze pocet cestujicich v odpovidajicim tseku
dostaneme tak, Ze seCteme vSechny pocty cestujicich na cesté z daného listu do
kofene stromu.

Upravili jsme tedy strom tak, ze zapamatované pocty cestujicich uz jsou sprav-
né. Zbyva upravit ulozend maxima pro podstromy. Kde se budou ménit? Ve vrcho-
lech, v nichz se zménily pocty cestujicich, a v§ude nad nimi.

Priklad: P¥idani 2 lidi do tsek? 6 az 12. Cisla predstavuji mazima, $edé vrcholy
je tfeba prepocitat:

Vrchol, kde je tieba pfepocitat maximum, je O(log N). Jsou to totiz pravé
ty vrcholy, které navstivime, kdyz délime nas interval na jednoduché casti — a tedy
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také kdyz upravujeme pocty cestujicich. Mtizeme proto oba tidaje upravit najednou
v jedné jednoduché rekurzivni funkci.

Kazdy pozadavek tedy dokdZeme zpracovat v ¢ase O(log N), proto celkovd
Casové slozitost naseho feSeni ¢ini O(Plog N).

Jesté jedna poznamka k implementaci: Intervalovy strom si budeme ukladat
v jednom statickém poli, podobné jako napftiklad haldu. Kofen bude na policku

s indexem 1, synové vrcholu x budou na polickach 2z a 2x + 1. Listy budou na
polickéach s indexy N az 2N — 1.

#include <stdio.h>
#define MAXN 1000000

struct vrchol { int cestujici, maximum; I};
struct vrchol strom[2*MAXN + 47];
int N, M, P;

int max(int x, int y)
{
return (x > y) 7 x : y;

3

int najdi_maximum(int x, int y, int kde, int left, int right, int uz)
{
/*
* ‘kde’ je &islo vrcholu, ve kterém pravé jsme
* ‘left’ a ‘right’ jsou konce jemu odpovidajiciho jednoduchého
* intervalu
* ‘uz’ je polet cestujicich, o kterjch uz vime, Ze jsou
* v intervalu (dozvédé&li jsme se o nich vjse)
*/
if (x <= left && y >= right) return uz + strom[kde] .maximum;
if (y < left || x > right) return O;
int delka = (right-left+1)/2;
uz += strom[kde].cestujici;
return max(
najdi_maximum(x,y, 2*kde, left, left+delka-1, uz),
najdi_maximum(x,y, 2*kde+l, left+delka, right, uz) );
}

void pridej(int x, int y, int kolik, int kde, int left, int right)
{
if (x <= left && y >= right) {
strom[kde] .maximum += kolik;



strom[kde] .cestujici += kolik;

return;
}
if (y < left || x > right) return;
int delka = (right-left+1)/2;
pridej(x,y,kolik, 2%kde, left, left+delka-1);
pridej(x,y,kolik, 2*kde+1, left+delka, right )
strom[kde] .maximum = strom[kde].cestujici +

max( strom[2*kde] .maximum, strom[2*kde+1].maximum );

3

int main(void) {
int NN;
scanf ("%d%d%d", &NN, &M, &P);
N=1;
while (N < NN) N *= 2;
while (P--) {
int k, x, y;
scanf ("}d%d%d", &k, &x, &y); x++;
int m = najdi_maximum(x, y, 1, 1, N, 0);
if (k > M-m)
puts("odmitnuta");
else {
puts("prijata");
pridej(x, y, k, 1, 1, N);
}
}
return O;

}

P-1I-3 Fibonacciho soustava
Jednotlivé podilohy vyfesime po poradeé:

Jednoznacnost pékného zapisu

Nalézt pekny zapis prirozeného ¢isla N ve Fibonacciho soustavé vlastné zna-
mena nalézt mnozinu Fibonacciho ¢isel, jejichz soucet je roven NN, vSechna jsou
navzajem ruzna a zadné dvé nenasleduji ve Fibonacciho posloupnosti po sobé.

Nejprve si vSimnéte, ze pokud samotné N je Fibonacciho ¢islo, pak samo o so-
bé tvori hledanou mnozinu. Tomu odpovida pékny zapis s pravé jednou jednickou:

: 3
pro F,, (kde n > 2) je to ,10...0%.
n—2

Fibonacciho zapisy pfirozenych c¢isel do 15 si mizeme ruéné vypsat, abychom

odpozorovali néjakou zakonitost. Dostaneme:
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Vidime dvé véci. V prvni radé jsme si ovérili, ze pro maléd prirozena ¢isla doka-
zované tvrzeni plati. V druhé radé zacindme pozorovat systém, jakym pékny zapis
funguje. Zkusime nyni dokazat, ze tak bude fungovat i nadéle.

Matematickou indukci dokdzeme, Ze pro kazdé n > 2 plati tvrzeni, kterému
budeme fikat T'(n): ,VSechna pfirozena ¢isla z mnoziny {F,,..., F,+1 — 1} maji
pravé jeden pékny zapis, a ten obsahuje pravé n — 1 cifer. Navic plati, ze kazdé vétsi
¢islo uz musi mit aspon n-ciferny pékny zapis.“

7Z tabulky vidime, Ze pro n do 6 toto tvrzeni plati. Zbyva tedy dokazat indukéni
krok. Necht pro néjaké n plati tvrzeni T'(2) az T'(n— 1), dokdZeme, Ze z toho vyplyva
platnost T'(n).

Zajimaji nas zapisy ¢isel z mnoziny M(n) = {F,,...,Fhy1 — 1}. Z tvrzeni
T(n—1) vime, Ze jejich zapis musi mit aspoii n — 1 cifer. Vice cifer mit ovSem nemu-
ze, nejmensi ¢islo s n-cifernym zapisem je ptece zjevné F), ;. Pékny zapis kazdého
z téchto ¢isel musi tedy mit pravé n — 1 cifer.

To znamenad, ze kdyz se na pékny zapis divame jako na mnozinu Fibonacciho
¢isel, tato mnozina musi obsahovat F},. Jelikoz nemiizeme pouzit dvé po sobé jdouci
Fibonacciho ¢isla, tato mnozina nesmi obsahovat F,_;. Jinymi slovy, pékny zapis
¢isla z M (n) musi byt tvaru ,107...7%.

~~
n—3

Vezmeme si nyni néjaké ¢islo X z mnoZiny M (n). Ukdzeme, Ze chybéjici cifry
pékného zapisu X jsou uréeny jednoznac¢né. Chybéjici cifry zjevné musi tvorit pekny
zapis ¢islaY = X — F,. Plati X < Fj, 1, proto Y < F, 11 —F,, = F,,_1. Z induk¢niho
predpokladu tedy vime, ze Y méa pravé jeden pékny zapis, a ze ten ma dostatecné
malo cifer na to, aby se vesel na chybéjici mista. Proto ma také X pravé jeden pékny
zapis.
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Posledni krok diikazu: Nejvétsi ¢islo s péknym zapisem délky n — 1 ma zjevné
pékny zapis ve tvaru ,,101010...“. Toto mizeme zapsat jako ,,10Z“, kde Z je maxi-
malni pékny zapis délky n—3. O ném uz vime z indukéniho predpokladu, Ze odpovida
Cislu F,,—1 — 1. Na§ maximalni zapis tedy odpovida ¢islu F,, + Fj,—1 —1 = Fj, 41 — 1,
Q.E.D.

Nalezeni pékného zapisu

Uvedeny dikaz nam pifimo déava metodu na urceni pékného zapisu cisla X.
Najdeme nejvétsi n takové, ze F,, < X < Fj,41. Toto Fibonacciho ¢islo se v zapi-
su X bude vyskytovat. Zbytek zapisu X je tvofen zapisem mensiho ¢isla X — F,.
Opakovanim postupu sestrojime postupné cely zapis.

var F : array[0..45] of longint;
i, X, n : longint;
begin
{ Nejprve spo¢itéme Fibonacciho &isla }
F[0] := 0; F[1] := 1;
for i:=2 to 45 do F[i] := F[i-1] + F[i-2];
{ Na&teme vstup}

read(X);

{ Najdeme nejvys8i &islici }
n := 2;

while F[n] <= X do inc(n);
dec(n);

{ Postupné vypisujeme &islice }
while n >= 2 do begin
if X >= F[n] then begin write(1); dec(X,F[n]); end
else write(0);
dec(n);
end;
writeln;
end.

Pocitani zajimavych ¢isel

Ozna¢me R(k, A, B) feSeni zadané tilohy, tzn. pocet ¢isel z mnoziny {A, A +
1,..., B}, kterd maji ve svém pékném zapise pravé k jednicek.

Zacneme tim, Ze si zadanou tlohu zjednodusime. Ulohu sta¢i umét fesit pro
piipad A = 1, nebot zjevné plati R(k, A, B) = R(k,1,B) — R(k,1, A — 1). Slovné:
Abychom spocitali vhodna ¢isla v zadané mnoziné, spoc¢itdme vhodnd ¢isla nepte-
vy$ujici B a od nich odecteme vhodnéa ¢isla mensi nez A.

Ukézeme si tedy, jak spoéitat hodnotu R(k, 1, N) pro dané N. Za¢neme tim, ze
si pfevedeme N do Fibonacciho soustavy a zjistime jeho pocet cifer c. Nyni vime, ze
vSechny hledané pékné zapisy budou mit nejvyse c cifer. Mizeme si pro jednoduchost
predstavit, Ze ty z nich, které jsou kratsi, doplnime zleva nulami na délku pfesné c.
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Na zadany problém se tedy mtizeme divat nasledovné: Mame posloupnosti nul
a jednicek, které maji délku c. Potfebujeme spocitat, kolik z nich ma vSechny nasle-
dujici vlastnosti:
e Obsahuje pravé k jednicek.
e Je péknym zapisem, tzn. nemé dvé jednicky po sobé.
¢ Ve Fibonacciho soustavé predstavuje ¢islo nepfevysujici N.

Jen prvni podminka

Spocitat posloupnosti, které vyhovuji prvni podmince, je snadné. Mame po-
sloupnost délky ¢ a potfebujeme v ni vybrat & mist, kde budou jednicky, coz se da
provést (;) zpusoby.

Prvni dvé podminky

Vv,

To nebude o moc tézsi. Vezméme libovolnou posloupnost, ktera vyhovuje prv-
nim dvéma podminkam. Tésné za kazdou z prvnich k£ — 1 jednicek je v ni urcité nula.
Kdyz téchto k — 1 nul odstranime, dostaneme novou posloupnost délky ¢ — k + 1,
v niz je k jednicek. A naopak, z nové posloupnosti umime tu pivodni jednoznacéné
zrekonstruovat, staci za kazdou jednicku kromé posledni vlozit jednu nulu.

Tim jsme dokazali, ze posloupnosti délky c, které splnuji prvni dvé podminky;,

je stejny pocet jako posloupnosti délky ¢ — k + 1, které splnuji prvni podminku, a to
(c—k+1)
v )

Jednoduché rekurzivni FeSeni

Budeme rekurzivné zleva doprava generovat vSechny mozné posloupnosti nul
a jednicek, které splnuji prvni dvé podminky. Zaroven si budeme v kazdém okamzi-
ku pamatovat, jakému ¢islu odpovida pravé vygenerovana posloupnost, abychom
nepfekrodili N.

Toto feseni lze snadno naprogramovat, ale ma velkou ¢asovou slozitost — pocet
kroku je aspon tak velky jako pocet nalezenych ¢isel. Pfesny odhad ¢asové slozitosti
by byl naro¢ny, uvedeme pouze naznak myslenky: Kazdé ¢islo do N ma v pékném za-
pisu nejvyse log, N jednicek. Proto pro néjaké k (1 < k < logy N) bude mit odpovéd
velikost asponi N/log, N, takze nas algoritmus mé ¢asovou slozitost Q(N/log N).

var F: array [0..99] of Int64;
i, k, A, B: longint;

function generuj(c, k, poz, lim: longint): longint;
begin
{ ‘c’ je délka posloupnosti, ‘k’ polet zbjvajicich jednicek,
‘poz’ pozice, kterou dopliiujeme, a ‘lim’ mez velikosti &isla }
if 1im<O then generuj := 0
else if poz>=c then begin
if k=0 then generuj := 1
else generuj := 0;
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end
else begin
{ sem pfijde optimalizace }

generuj := generuj(c, k, poz+l, lim); { umistime O }
if k>0 then { umistime 1 }

generuj := generuj + generuj(c, k-1, poz+2, lim-F[c-poz+1]);
end;

end;

function pocitej(k, N: longint): longint; { spo¢te R(k, 1, N) }
var c: longint;

begin
c :=1;
while F[c+2] <= N do inc(c); { zjistime pocet cifer ‘c’ }
pocitej := generuj(c, k, 0, N);

end;

begin

F[0] := 0; F[1] := 1;

for i:=2 to 99 do F[i] := F[i-1] + F[i-2];

read(k, A, B);

writeln(pocitej(k, B) - pocitej(k, A-1));
end.

Optimalizace rekurzivniho reSeni
Do programu pfidame dva rfadky, které vypocet pfimo zazrac¢né urychli, ackoliv
oba budou velmi jednoduché.
Prvni pozorovani: Kdyz nam zbyva do konce pouzit k jednicek a mame uz
jenom méné nez 2k — 1 pozic, feSeni neexistuje a muzeme se vratit o pozici zpét.
Druhé pozorovani: Kdyz mame doplnit poslednich = mist, nejvétsi ¢islo, které
dokézeme vytvofit, je F,, 1o — 1. Pokud vime, ze jesté ani timto ¢islem nepiekrocime
horni hranici, nemusime vSechna mozné ¢isla generovat, ale dokdZzeme je rovnou
s . . v e e r—k+1
zapocitat. Jak jsme ukazali vyse, je jich ( P )
Do nasi rekurzivni funkce tedy pfidame nasledujici podminky:

if c-poz < 2xk-1 then
begin generuj := 0; exit; end;
if 1lim >= F[c-poz+2] - 1 then
begin generuj := Clc-poz-k+1] [k]; exit; end;

Kombina¢ni ¢isla si mizeme napiiklad na zacatku programu jednoduse predpocitat

vyuzitim znadmého vztahu:
n\ (n-—1 n n—1
k) \k-1 k)’
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tedy v Pascalu:

var C: array [0..99, 0..99] of Int64; { kombina¢ni ¢&isla }
for i := 0 to 99 do
for j := 0 to i do
if (j=0) or (j=i) then C[i][j]
else C[i][j]

1
Cli-11[j-11 + c[i-11[j];

Proc¢ je takto vylepSené feseni najednou tak efektivni? Proto, Ze situace, v niz
bychom nemohli pouzit zddnou z podminek, témér nikdy nenastane.

Vsimnéte si jedné dilezité vlastnosti p€kného zapisu: Kdyz méame dva pékné
zapisy stejné délky, ten, ktery predstavuje mensi ¢islo, je také lexikograficky mensi.
(Snadno se to d& dokazat indukci.)

Podivejme se nyni na libovolnou situaci béhem vypoctu naseho vylepseného
algoritmu. Mame vygenerovanou néjakou posloupnost nul a jednicek délky nejvyse c
a chceme spocitat, kolika zpisoby se d& doplnit. Porovnejme si dosud vygenerovanou
posloupnost se stejné dlouhym prefixem pékného zapisu N. Je-li nase posloupnost
vétsi, znamena to, ze uz jsme N prekrocili a nase funkce okamzité vrati nulu. Je-li
naSe posloupnost mens$i, vime, Ze at uz doplnime cokoliv, N nepfekro¢ime, a proto
miizeme rovnou vratit pocet vSech doplnéni. Jediny piipad, kdy musime provést dvé
rekurzivni volani (a tedy generovat posloupnost dale) je ten, kdyZ nastala rovnost —
tzn. kdyZ je naSe posloupnost prefixem pékného zapisu N.

Ukézeme si to na piikladu: Necht ma N pékny zapis 100101001000 a necht
k = 5. Kdyz jsme v situaci 101 .. ., i kdybychom uz doplnili samé nuly, bude vysledek
vétsi nez N, proto takové feSeni neexistuje. Jsme-li v situaci 100100..., mizeme
na zbyvajicich 6 mist doplnit libovolny pékny zapis se tfemi jednickami. V tomto
pfipadé mame tedy 4 feseni.

Rekurzivni volani bude nas algoritmus vykonavat jen jednou pro kazdou délku
prefixu, tedy fadové c-krat. Proto je ¢asova slozitost samotné rekurze O(c), nebo
ekvivalentné O(log N). Cely algoritmus je o néco pomalejsi kviili nezbytnému pired-
vypoctu kombinac¢nich ¢isel. Dalo by se s tim jesté néco provést, ale jiz se to ani
nevyplati. Ani pro N rovné miliardé bychom uz zadné viditelné zrychleni nezpozo-
rovali.

Matematické FeSeni

Na v8echno existuje vzorec, a ani tento pfipad neni vyjimkou. Nase feseni bude
vypadat nasledovné. Prevedeme N do pékného zapisu. Najdeme nejblizsi mensi nebo
rovné ¢islo N’ které ma v pékném zapisu pravé k jednicek. (Rozmyslete si, jak na
to, neni to tak trividlni, jak se zda na prvni pohled.) P¥imo z toho, jak tento zapis
vypadé, spocitdme, kolikaty v poradi zajimavy zapis to je.

Vyuzijeme dvé skute¢nosti. Prvni bude pozorovani z predchazejici ¢asti: kdyz
mame dva pékné zapisy stejné délky, ten, ktery predstavuje mensi Cislo, je také
lexikograficky mensi. Druhou skutec¢nosti bude trik, ktery jsme pouzili, kdyZ jsme
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pocitali pékné posloupnosti: kdyz vezmeme pékné posloupnosti délky c s k jednicka-
mi a v kazdé za kazdou jednickou kromé posledni skrtneme nulu, dostaneme praveé
vSechny posloupnosti délky ¢ — k + 1 s k jednickami.

Vsimnéte si nyni, ze kdyz jsme vzali dvé posloupnosti a z obou jsme takto
vyskrtali nuly, potom ta, kterd byla mensi pred Skrtanim, musela ztistat mensi i
po ném.

MutZzeme tedy vzit zapis N’, timto zptisobem ho upravit a nasledné zodpovédét

vy

jednodussi otazku: Kolikatou v potfadi posloupnost s k£ jednickami jsme dostali?

No a to dokézeme snadno spocitat. V kazdém okamziku staci rozlisit mezi dveé-
ma pripady. Pokud zac¢ina nulou, sta¢i tuto nulu zahodit. Pokud zac¢inéa jednickou,
jsou pfed ni vSechny posloupnosti, které zacinaji nulou. Téch je (dgl), kde d je ak-
tualni délka. VSechny tyto zapocitame, jednicku ze zacatku zahodime a zmensime k
o jedna.

Uvédomte si, ze toto TeSeni, které jsme dostali, je témér identické s fesenim,
k némuz jsme se zcela opa¢nym piistupem dopracovali v pfedchéazejici ¢asti.

var F: array [0..99] of Int64; { Fibonacciho &isla }
C: array [0..99, 0..99] of Int64; { kombinaéni &isla }
jednotky: array [0..99] of longint;
i, j, k, A, B: longint;

function pocitej(k, N: longint): Int64;
var co, i, J, zkus, zustava, treba: longint;

res: Int64;
zapis: array [0..99] of byte;
begin
if N=0 then begin pocitej := 0; exit; end;

{ spocitame zapis ¢&isla N }

co := 2;
while F[co+1] <= N do inc(co);
J :=0;

while co >= 2 do begin

if N >= F[co] then begin
jednotky[J] := co-2;
inc(J);
dec(N, Flcol);
end;

dec(co);

end;

{ sestrojime zapis N’ }
if J < k then begin
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if jednotky[0] <= 2xk-2 then
begin pocitej := 0; exit; end;

zkus := J-1;

while zkus >= 0 do begin
zustava := (jednotky[zkus]-1) div 2;
treba := k-(zkus+1);
if zustava >= treba then break;
end;

dec(jednotky [zkus]) ;

for i := zkus+l to k-1 do
jednotky[i] := jednotky[i-1] - 2;

end;

J = k;

{ odstranime ze zapisu N’ nuly a sestrojime si ho }
for i := 0 to J-1 do
dec(jednotky[i]l, J-1-i);
for i := 0 to 99 do
zapis[i] := 0;
for i := 0 to J-1 do
zapis[jednotky[i]] := 1;

{ spocitame vysledek }
res := 1;
for i := jednotky[0] downto O do
if zapis[i] <> O then begin
inc(res, C[il[k]);

dec(k);
end;
pocitej := res;
end;
begin

F[O] := 0; F[1] := 1;
for i := 2 to 99 do F[i] := F[i-1] + F[i-2];
for i := 0 to 99 do
for j := 0 to i do
if (j=0) or (j=i) then C[i][j]
else C[i] [j]

1
Cli-11[3-11 + Ccl[i-11[j1;

read(k, A, B);
writeln(pocitej(k, B) - pocitej(k, A-1));
end.
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P-I-4 Piekladaci stroje

Podilohy a) + b)

V prvni ¢asti tohoto Feseni ukazeme, Ze stroje B a C nedélaji navzajem tpl-
né presné inverzni operace. Problém spociva v tom, ze dekédovani morseovky bez
oddélovac¢t nemusi byt jednoznacné — nékteré retézce carek a tecek se daji prelozit
vice zpusoby, jiné naopak vibec.

Vezméme si napiiklad jednoslovni mnozinu M7 = {i}. Kdy7 ji pfelozime stro-
jem B do morseovky, dostaneme B(M;) = {ee}. Retézec ee je ale také zdpisem
fetézce ee v morseovee. Proto kdyz B(M;p) prelozime zpét strojem C, dostaneme
C(B(My)) = {i,ee} # M, takze prvni tvrzeni neplati.

Stejné snadno zjistime, Zze pro My = {=} je B(C(M3)) = 0 # M>, takze ani
druhé tvrzeni neplati.

Podiloha c)

Preklddat budeme jen nékteré fetézce, a to fetézce, v nichz jsou nejprve vsech-
na a a potom vSechna b. Kazdou dvojici a prepiSeme na jedno a, a kazdé b na tfi b.

Formalng, nas prekladaci stroj A bude pétice (K, %, P,0, F), kde K = {0,1},
F = {1} a pfekladova pravidla vypadaji nésledovné:

P={ (0,aa,a,0), (0,e,e,1), (1,b,bbb,1) }.

Podiloha d)

Nejlepsi feseni potiebuje tii operace. Jedno takové feseni si ukazeme.

Ceho mtizeme dosdhnout jednim pfekladem? V prvni fadé dokédZeme z mnozi-
ny M; vybrat jen pro nas zajimavé fetézce, tedy takové, v nichz jsou nejprve znaky
a a potom b. Kdyz do¢teme na konec slova, mlizeme jesté napsat i néjaka c, uz ale
nedokazeme zabezpecit, aby jejich pocet byl roven poctu a a b.

Formalng, definujme prekladaci stroj A, (K1, %, P, A, Fy),kde K1 = {A, B,C},
F, = {C} a piekladova pravidla vypadaji nésledovné:

P ={ (Aya,a,A), (A,ee B), (Bbb B), (B,eeC), (Cec,C) }.

Zjevné az na pocet pismen c¢ je My = A;(M;) pfesné to, co hledame. Jak ale
zabezpecit, aby se poCty a, b i ¢ rovnaly?

Trik spociva v tom, Ze stejnym zpusobem, jakym jsme pravé sestrojili mnozinu
fetézcl se stejnym poctem a a b, mizeme sestrojit také mnozinu fetézci, které budou
mit stejny pocet b a c.

Formalné, definujme prekladaci stroj Az (Ks, X, Pa, A, F3), kde Ko = {A, B,C},
Fy, = {C} a prekladova pravidla vypadaji nésledovné:
P2 = { (A,€, (Z,A), (A,E,E, B)a (Ba a, bv B)a (3,8,6, C)v (C; b, c, C) }
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Rovnéz tento prekladaci stroj vyrobi z M; téméf presné to, co potiebujeme.
Mnozina M3 = A2(M;) mé nasledujici vlastnosti: pismena v fetézcich jdou za sebou
ve spravném poradi a pismen b a c je stejné mnozstvi.

Posledni krok je pak uz jednoduchy, G = My N Ms. Slovné: V priniku obou
mnozin lezi pravé ty fetézce, které maji obé dobré vlastnosti — pocet a je roven
poctu b (nebot je to fetézec z Ms) a pocet b je roven poctu ¢ (nebot je to ziroven
fetézec z M3).
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