57. ro¢nik Matematické olympiady — 2007/2008

Ulohy tstiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feSeni tloh méate 4,5 hodiny ¢istého casu.

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

e Popis FeSeni, to znamené slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty
zdtivodiujici jeho spravnost (pfipadné dikaz spravnosti algoritmu), dis-
kusi o efektivité vaseho feSeni (¢asova a pamétova slozitost). Slovni popis
feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného za-
pisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na VaSe feSeni
predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autorska feseni se
odkazovat mizete.

® Program. V tlohach P-ITI-1 a P-III-2 je tfeba uvést dostatecné po-
¢asti programu v jazyce Pascal nebo C. Ze zapisu mizete vynechat jed-
noduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych mate-
matickych vztaht apod. V feseni tlohy P-ITI-3 je nutnou soucasti feseni
presny popis prislusnych prekladacich stroju.

Hodnoti se nejen spravnost programu, ale také kvalita popisu feseni a efektivita
zvoleného algoritmu.

P-III-1 Karpaty

Uz zanedlouho si splnite sviij velky cestovatelsky sen a vydate se na vytouzenou
pout pres celé Vnégjsi Karpaty. VSe méate dobfe napldnovano — za¢nete v Beskydech
a budete pokracovat pfes Slovensko, Polsko a Ukrajinu az do Rumunska, odkud uz
se chcete vratit skrze civilizaci. Cestou méate v timyslu vystoupit na co nejvice hor,
kolem kterych pojedete, ale jak se znate, tak jakmile vystoupite na néjakou horu, uz
se Vam nebude chtit na zadnou stejné vysokou nebo dokonce nizsi.

V ramci peclivého planovani jste si vypsali vysky vSech hor v tom poradi, v ja-
kém kolem nich budete projizdét a premyslite, na které z hor budete chtit vystoupit,
abyste vystoupili béhem své cesty na co nejvétsi pocet hor. Po kratkém zamysleni
jste si uvédomili, Zze téch nejdelsich posloupnosti hor takovych, zZe jejich vysky strikt-
né rostou, muze byt i vice. Misto vyctu vSech moznosti byste si radéji u kazdé hory
poznadili, zda ji navstivite urcité (tedy pokud je v kazdé nejdelsi posloupnosti hor,
kde vysky hor rostou), zda ji mtZete navstivit, nebo ji ur¢ité nenavstivite, pokud
chcete vystoupat na co nejvétsi pocet hor.

Soutézni tloha
Pro zadanou posloupnost celych kladnych ¢isel urcete, ktera ze zadanych cisel

lezi v kazdé nejdelsi rostouci podposloupnosti, v néjaké nejdelsi rostouci podposloup-
nosti a v zaddné nejdelsi rostouci podposloupnosti.

1



Format vstupu

Vstup je tvoren dvéma tfadky. Na prvnim fadku je jedno celé ¢islo IV, které
urcuje pocet hor na vasi cesté. Druhy fadek pak obsahuje N celych kladnych cisel
V1 ...Un, kterd udavaji vysku hor.

Format vystupu

Vystup je tvofen jednim fadkem s NN slovy oddélenymi jednou mezerou. Slova
ve vystupu jsou ‘musim’, ‘mohu’ a ‘nemohu’ podle toho, zda na danou horu musite,
miizete nebo nemiizete vystoupat, pokud chcete béhem své cesty zdolat co nejvétsi
pocet hor tak, aby jejich vysky postupné rostly.
Priklad
Vstup:

9

321456187
Vystup:

mohu mohu mohu musim musim musim nemohu mohu mohu

Nejdelsi posloupnost rostoucich hor zde ma délku 5 a z prvni trojice a posledni
dvojice vzdy obsahuje pravé jeden prvek.

P-II1I-2 Velechram

Oslavy 75. narozenin kralovny Seherezady se blizi a v palci se to jen hemzi.
Vyménuji se tapisérie, pokladaji se nové koberce a premalovéavaji se obrazy. Radni se
rozhodli, ze kralovnu pfekvapi novou duhovou vyzdobou velechramu. Chtéji nechat
natfit sloupy v chramu riznymi barvami, aby z toho jen oéi pfechazely. Aby byl
vysledny dojem co nejlepsi, je tieba, aby v zddné fadé sloupt nemély dva sloupy
stejnou barvu. Kralovska pokladna vsak neni bezedné, a proto je tfeba nakoupit co
nejméné druhi barev. Proto si vas zavolali na pomoc.

SoutéZni tloha

Velechram si lze predstavit jako Sachovnici o velikosti N x N. Na ¢tvercovych
polich stoji M sloupt, tj. ne na vsech polich stoji sloup. Zadné dva sloupy nestoji
na stejném poli. Vasim tkolem je obarvit tyto sloupy co nejmensim pocétem barev K
tak, aby zadné dva sloupy ve stejném fadku nebo sloupci nemély stejnou barvu.

Format vstupu

Na prvnim radku dostanete dvé pfirozend cisla N a M, velikost Sachovnice
1 < N < 500 a poéet sloupt 0 < M < N?2.

Nasleduje M tadkt popisujicich polohu sloupti. Na i-tém z nich najdete dveé
celd ¢isla R; a S;, fadek 1 < R; < N a sloupec 1 < S; < N pole, na kterém stoji
i-ty sloup.

Format vystupu

Prvni fadek vystupu obsahuje minimalni pocet barev K. Na nasledujicich
M 1a4dkt vypiste barvy sloupt. Na -ty z téchto fadkt napiste cislo barvy B;,
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1 < B; < K, kterou méa byt obarven i-ty sloup. Optimalnich obarveni bude ziejmé
vice (barvy lze napiiklad mezi sebou libovolné permutovat), vypiste proto libovolné
7z nich.

Priklady

Vstup: Vystup:
34 2

11 1

13 2

33 1

31 2

Sloupy lezi ve vrcholech ¢tverce. Protilehlé sloupy dostanou stejnou barvu.
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-ITI-3 Piekladaci stroje

Studijni text, ktery je stejny jako v domacim kole, nésleduje po zadani soutézni
ulohy.

Uvazme nasledujici mnoziny A, B, C a D Fetézcti. Mnozina A obsahuje vSechny
dobie uzdvorkované fetézce znakta ‘C, )’, ‘[’, ‘1’, ‘{’ a ‘}’. MnoZinu A lze rekurzivné
nadefinovat nasledujicim zpisobem: A obsahuje prazdny fetézec £ a vSechny fetézce
tvaru (aq ...ap), [ag...ar] a{ag...ap}, kde ay, . .., ai jsou néjaké Fetézce v A jiz
obsazené. Mnozina A tedy obsahuje fetézce (([{}]1)) a (OO O O{}), ale neobsahuje
ani jeden z fetézc ([)] a (())) (.

MnozZiny B a C jsou mnoZiny Fetézcii nad dvojpismennou abecedou {a,b}.
Mnozina B obsahuje fetézce nejprve tvorené n > 0 pismeny a a pak alespon 2n
pismeny b. Mnozina C' obsahuje ty fetézce, které jsou tvofeny stejnym poc¢tem pismen
a a b. Napf. aabbbbb € B a abba € C, ale aaabbbb ¢ B, bbba ¢ B a ababb & C.

Mnozina D je tvofena témi Fetézci, které nejprve obsahuji n > 0 pismen a,
pak n pismen b a nakonec n pismen c. Tedy, aaabbbcce € D, ale aababbbece € D a
bbbaaacce € D.

SoutéZni tloha

a) (2 body) Navrhnéte piekladaci stroj, ktery prelozi mnozinu A na mnozi-
nu B.



b) (3 body) Naleznéte mnozinu fetézctt E nad abecedou {a, b} a prekladaci
stroje My a M takové, ze stroj M; prelozi mnozinu F na mnozZinu A a
stroj M prelozi mnozinu F na mnozinu D.

c) (5 bodi) Sestrojte prekladaci stroj, ktery pfelozi mnozinu A na mnoZi-
nu C'. Nezapomerite, ze nutnou soucasti fesenti je i dukaz, Ze vimi navrzeny
preklddaci stroj prelozi mnoZinu A pravé na mnozinu C.

Studijni text

Prekladaci stroj prijimé na vstupu retézec znakt. Tento Fetézec postupné cte a
podle pfedem zvolené soustavy pravidel (tedy podle svého programu) obcas né&jaké
znaky zapiSe na vystup. Kdyz stroj zpracuje cely vstupni fetézec a uspésné ukonci
svij vypocet, vezmeme Fetézec znaku zapsany na vystup a nazveme ho prekladem
vstupniho Fetézce.

Vypocet stroje nemusi byt jednoznacné urcen. Jinymi slovy, soustava pravidel
miuze nékdy stroji umoznit, aby se rozhodl o dalsim postupu vypoctu. V takovém
pripadé se miize stat, ze néktery retézec bude mit vice ruznych prekladi.

Naopak, miiZe se stat, zZe v urcité situaci se podle danych pravidel nebude moci
v prekladu pokracovat vibec. V takovém pripadé se muze stat, ze néktery fetézec
nebude mit viibec zadny preklad.

Formalnéjsi definice prekladaciho stroje

Kazdy prekladaci stroj pracuje nad néjakou predem zvolenou kone¢nou mnozi-
nou znakd. Tuto mnozinu znakt budeme nazyvat abeceda a znacit . V soutéznich
tlohach bude vzdy ¥ zndma ze zadani Glohy. Abeceda nebude nikdy obsahovat
znak $, ten budeme pouzivat k oznaceni konce vstupniho Fetézce.

Stroj si muze béhem prekladu fetézce pamatovat informaci konecné velikosti.
Formalné tuto skutecnost definujeme tak, Ze stroj se v kazdém okamziku prekladu
nachazi v jednom z konecné mnoha stavi. Nutnou soucasti programu prekladaciho
stroje je tedy néjaka konecnd mnoZina stavi, v nichz se stroj mize nachazet. Tuto
mnozinu oznac¢ime K. Kromé samotné mnoziny stavi je také tfeba uvést, ve kterém
stavu se stroj nachéazi na zacatku kazdého prekladu. Tento stav nazveme pocdtecni
stav.

Program stroje se sklada z kone¢ného poctu prekladovych pravidel. Kazdé pra-
vidlo mé tvar &tvefice (p,u,v,q), kde p,q € K jsou néjaké dva stavy a u,v jsou
néjaké dva Fetézce znaki z abecedy X.

Stavy p a ¢ mohou byt i stejné. Retézec u miZe byt tvoien jedinym znakem $.
Retézce u a v mohou byt i stejné. Néktery z téchto fetézcti miize byt piipadné
prazdny. Aby se program lépe ¢etl, budeme misto prazdného fetézce psat symbol e.

Prekladové pravidlo ma nasledujici vyznam: ,, Kdyz je stroj pravé ve stavu p a
dosud nepfre¢tena ¢ast vstupu zacina fetézcem u, muze stroj tento retézec ze vstupu
precist, na vystup zapsat Fetézec v a zménit svij stav na ¢.“ Vsimnéte si, ze pravidlo
tvaru (p,€,v,q) mizeme pouzit vzdy, kdyZ se stroj nachéazi ve stavu p, bez ohledu
na to, jaké znaky jesté zlistavaji na vstupu.
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Jesté potrebujeme stanovit, kdy preklad tspésné skoncil. V prvni fadé budeme
pozadovat, aby prekladaci stroj precetl cely vstupny fetézec. Kromé toho umoznime
stroji ,,odpovédét”, zda se mu preklad podaril nebo ne. To zafidime tak, ze nékteré
stavy stroje oznac¢ime jako koncové stavy. Mnozinu vSech koncovych stavii budeme
znacit F'.

Formalni definice piekladaciho stroje

Piekladaci stroj je usporadand pétice (K, 3, P, qo, F'), kde ¥ a K jsou konecné
mnoziny, qo € K, FF C K a P je konecnd mnozina pfekladovych pravidel popsanych
vyse. Pfesnd&ji, nechf ¥* je mnozina vSech fetézcli tvofenych znaky ze ¥, potom P
je koneénd podmnozina mnoziny K x (X* U {$}) x ¥* x K.

(Pro kazdé ¢ € K budeme mnozinu pravidel, jejichZ prvni slozkou je ¢, nazyvat
sprekladova pravidla ze stavu ¢“.)

Chceme-li definovat konkrétni piekladaci stroj, musime uvést vSech pét vyse
uvedenych objekt.

KdyZ uz mame definovan konkrétni stroj A = (K,3, P, qo, F), miZeme ur-
¢it, jak tento stroj preklada konkrétni retézec. Uvedeme nejprve formalni definici a
potom ji slovné vysvétlime.

Mnozina platnyjch prekladi Fetézce u prekladacim strojem A je:

A(u):{ v ‘ In >0 3(p1, u1,01,71)s -+ -y (Pry Uny Uny ) € P
(ViE{l,...,n—l}:Ti:piJrl) ANpr=qgo N rp€FA

ANJE>0:uwus...u,=u$...8 Avive...v, =0 }
k

Definice stanovi, kdy je fetézec v prekladem Tetézce u. Vysvétlime si slovné vyznam
jednotlivych fadku definice:

e Prvni radek tiké, ze aby se dalo u prelozit na v, musi existovat néjaka
posloupnost prekladovych pravidel, kterou pfi tomto prekladu pouzijeme.
Dalsi dva radky popisuji, jak tato posloupnost musi vypadat.

® Druhy fadek zabezpecuje, aby stavy v pouzitych pravidlech byly spravné:
Prvni pravidlo musi byt pravidlem z pocate¢niho stavu, kazdé dalsi pra-
vidlo musi byt pravidlem z toho stavu, do néhoz se stroj dostal pouzitim
predchézejiciho pravidla.

Navic stav, v némz se bude stroj nachazet po skonceni vypoctu, musi byt
koncovy.

® Posledni fadek popisuje fetézce, které stroj pii pouziti doty¢nych prekla-
dovych pravidel ¢te a zapisuje.

Retézec, ktery pii pouziti téchto pravidel stroj precte ze vstupu, musi
byt skutecné zadanym fetézcem wu, pripadné mize byt zprava doplnén
vhodnym poétem znaku $.

Retézec, ktery stroj zapiSe na vystup, musi byt presné fetézcem v.
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K éemu budeme pouZivat piekladaci stroje?

Prekladaci stroje ndm budou slouzit k ziskani prekladu jedné mnoziny fetézct
na jinou mnozinu fetézci. Jestlize A je prekladaci stroj a M C ¥* néjakd mnozina
Fetézct, potom preklad mnoziny M strojem A je mnozina

AM) = | A(u).
ueM

Jinymi slovy, vyslednou mnozZinu A(M) sestrojime tak, ze vezmeme vSechny Fetézce
z M a pro kazdy z nich pfiddme do A(M) vSechny jeho platné preklady.
Priklad 1

Méjme abecedu ¥ = {0,...,9}. Necht M je mnozina vSech Fetézci, které pred-
stavuji zapisy kladnych celych ¢isel v desitkové soustavé. Sestrojime prekladaci stroj
A, pro ktery bude platit, ze prekladem této mnoziny M bude mnozina zapisi vSech
kladnych celych ¢isel, ktera jsou délitelna tfemi.
Reseni

Nejjednodussi bude prosté vybrat z M ta cisla, ktera jsou délitelna tfemi. Nas
prekladaci stroj bude kopirovat cifry ze vstupu na vystup, pfiCemz si bude pomo-
ci stavu pamatovat, jaky zbytek po déleni tfemi davd dosud pfectené (a zapsané)
¢islo. Nachézi-li se po docteni vstupu ve stavu odpovidajicim zbytku 0, pfejde do
koncového stavu.

Formélné A bude pétice (K, %, P,0,F), kde K = {0,1,2,end}, F = {end} a
prekladova pravidla vypadaji nasledovné:

P = {(a@y,y,z) ‘ z€{0,1,2} ANyeX A z=(10z+y) mod 3} U {(0,$,E,€1’Ld)}.

Priklad 2

Mg&jme abecedu ¥ = {a,e,i, e, =}. Sestrojime ptekladaci stroj B, pro ktery
bude platit, ze pfekladem libovolné mnoziny M, ktera obsahuje pouze fetézce z pis-
men a, e a ¢, bude mnozina stejnych fetézci zapsanych v morseovce (bez oddélovaci
mezi znaky). Zépisy naSich pismen v morseovce vypadaji ndsledovné: a je e =, ¢ je
® a i je oo,

Napiiklad mnozinu M = {ae, eea,ia} by nas stroj mél pielozit na mnozinu
{o =0 000 =1} (Vsimnéte si, Ze Fetézce eea a ia maji v morseovce bez oddélovaci
stejny zapis.)
Reseni

Prekladaci stroj B bude ¢ist vstupni fetézec po znacich a vzdy zapise na vystup
kéd precteného znaku.

Formélné B bude pétice (K, X, P,Q, F), kde K = {QO}, F = {QO} a prekladova
pravidla vypadaji takto:

P={(Q,a,0=,0), (V,e,0,0), (V,i,00 Q)}.

Vsimnéte si, ze nepotfebujeme nijak zv1ast kontrolovat, zda jsme na konci vstu-
pu. Béhem celého prekladu je totiz stroj v koncovém stavu, takze jakmile precte
posledni znak ze vstupu, bude vytvoreny pieklad platny.
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Priklad 3

Mg&jme abecedu ¥ = {a,e,i, o, =}. Sestrojime prekladaci stroj C, pro ktery
bude platit, ze prekladem libovolné mnoziny M, kterd obsahuje pouze fetézce tvorené
znaky e a == bude mnozina vsech fetézcl z pismen a, € a i, jejichZ zapisy v morseovce
(bez oddélovacti mezi znaky) jsou obsazeny v mnoziné M. Napiiklad mnozinu M =
{® =, 000 =1} by nis stroj mél prelozit na {ae, eea,ia}.
Reseni

Nasemu preklddacimu stroji ddme moznost rozhodnout se v kazdém okamziku
prekladu, Ze bude ¢ist kdd néjakého pismena a zapise na vystup toto pismeno. Potom
kazdé moznosti, jak lze rozdélit vstupni fetézec na kédy pismen, bude odpovidat
jeden platny preklad.

Formélné C bude pétice (K, X, P,{, F), kde K = {{$}, F = {{} a prekladova
pravidla vypadaji nasledovné:

P={(0,0=,0a,0), (O,0,¢,0), (O,00,1, )}

Ukazeme si, jak mohl probihat preklad fetézc z vysSe uvedené mnoziny M.
Existuji tyto tfi moznosti:

(<>7 o=, a, <>)7 (<>a e, c, <>)

(<>7 oo, Z.7 O)v (<>7 o=, a, O)

(<>7 e, c, <>)a (<>7 e, c, O)y (Ov o=, a, <>)

Kdybychom zkusili pro libovolny vstupni fetézec z M pouzit prekladova pra-
vidla v jiném pofadi — nap¥. pro vstup e e e = pouzit t¥ikrat pravidlo ({,e, e, ) —
nepodafi se ndm dodist vstupni Fetézec az do konce.

Priklad 4
Méjme abecedu ¥ = {a, b, ¢}. Necht mnozina X obsahuje pravé vSechny fetézce,

v nichz je obsazen stejny pocet znakl a a b. Tedy naptiklad abbccac € X, ale
cbaa & X.

Nechf mnozina Y obsahuje pravé vSechny fetézce, které neobsahuji zadné a,
neobsahuji podretézec bc, a pismen c je dvakrat vice nez pismen b. Tedy naptiklad
cceebb € Y ale cecbeb €'Y a acacba €Y.

Sestrojime prekladaci stroj D, ktery prelozi X na Y.
ReSeni

Budeme prekladat jenom nékteré vhodné fetézce z mnoziny X. Budou to ty
fetézce, které neobsahuji zadné c a vSechna a v nich pfedchézeji vSem znaktim b.
Takovyto fetézec prelozime tak, ze nejprve kazdé a prepiseme na cc, a potom zkopi-
rujeme na vystup vSechna b. Tedy napiiklad prekladem slova aabb bude slovo cccebb.

Formalné D bude pétice (K, X, P, &ti-a, F), kde K = {¢&ti-a, éti-b}, F' = {€ti-b}
a prekladova pravidla vypadaji takto:

P = {(¢&ti-a, a, cc, Eti-a), (Cti-a, e, e, Eti-b), (€ti-b, b, b, &ti-b)}.
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Proc¢ tento prekladaci stroj funguje? Kdyz vstupni fetézec obsahuje néjaké pis-
meno ¢, pii jeho prekladani se u prvniho vyskytu ¢ nas stroj zastavi. Proto takové
fetézce nemaji zadny platny preklad. Podobné nemaji platny preklad fetézce, v nichz
neni dodrzeno poradi pismen a a b. Po precteni néjaké posloupnosti pismen a pre-
jde stroj pomoci druhého pravidla do stavu ¢ti-b, a pokud se poté jesté objevi na
vstupu a, stroj se zastavi.

Platné preklady tedy existuji skutecné pouze pro slova vysSe popsaného tvaru.
Je zjevné, ze piekladem kazdého z nich ziskdme néjaky fetézec z Y, takze D(X) C Y.
Naopak, vybereme-li si libovolné slovo z Y, snadno najdeme slovo z X, které se na
néj prelozi. Proto také Y C D(X), takze Y = D(X).



