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Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na teSeni tloh méte 4,5 hodiny ¢istého casu.

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis FeSeni, to znamend slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty zdtvodiiujici jeho spravnost (pfi-
padné ditkaz spravnosti algoritmu), diskusi o efektivité vaseho feSeni (¢asova a pamétova slozitost). Slovni
popis feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného zépisu algoritmu (do programu).
Neni vhodné odkazovat se na Vase feSeni predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autorska
feSeni se odkazovat muzete.

¢ Program. V ulohach P-III-1 a P-III-2 je tieba uvést dostateéné podrobny zapis algoritmu, napf. ve tvaru
duché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztaht apod. V feseni tllohy
P-ITI-3 je nutnou soucasti feSeni program pro grafomat.

Hodnoti se nejen spravnost programu, ale také kvalita popisu feSeni a efektivita zvoleného algoritmu.

P-II1-1 Pizza vraci tider

Rozmach Marcovy firmy narazil na konec roku, pfesnéji fe¢eno na danové priznani. Béhem rozvazeni pizz a zfizovani
novych pobocek Marco nemél ¢as zabyvat se u¢etnictvim a nyni s idésem zjistil, Ze si u svych zbéznych poznamek zapomnél
zapsat, co jsou piijmy a co vydaje. Nicméné nezpanikafil, vzpomnél si na piibéhy, které vykladal jeho dédeéek (byvaly kapo
italské mafie), a jal se Gfetni zdznamy doplnit (zfalSovat).

Aby vysledek vypadal co nejduvéryhodnéji, rozhodl se pouzit ¢isla ze svych poznamek a pouze si u nich zvolit, které
jsou prijmy a které vydaje. Navic se rozhodl, ze kdyz falSovat, tak poradné. Rad by vypadal jako Gspésny obchodnik, a tedy
nekoncil ve ztraté. Na druhou stranu, chce platit co nejmensi dané, tedy jeho zisk by mél byt co nejmensi. Pfi feSeni tohoto
nelehkého tkolu by mu mohlo pomoci to, Ze velikosti ¢isel v jeho poznamkach jsou podstatné mensi nez jejich pocet.

SoutéZni uloha:

Je déno n prirozenych ¢isel aq,...,a, z rozsahu 1 az k; hodnota k je typicky fddové mensi nez n. Vasim tukolem je
nalézt éisla s; € {+1, —1} takovd, Ze soucet z = sja; + Sgaz + ... + Spay je nezaporny a zarovein nejmensi mozny. Napft. pro
n=k=4aa; =ipro:=1,2 3,4 je optimalni feSeni s; = s4 = +1 a s2 = s3 = —1 s velikosti souctu z = 0.

P-II1-2 Obdélnik

V roviné je ddno n vesmés ruznych bodu B, ..., B,. Vasim tkolem je navrhnout algoritmus, ktery nalezne obdélnik
A1 A3 A3A,, jehoz vrcholy jsou nékteré ze zadanych boda, tj. A; = B; pro néjaké i, 1 < i < n, analogicky pro Ao, A3 a Ay, a
pocet bodu B; lezicich uvniti obdélniku A; A3 A3 A4 je maximalni mozny. Navic se pozaduje, aby hrany obdélniku A; As Az Ay
byly rovnobézné s osami, tj. z-ové soufadnice vrcholi A; a A4 a vrcholi As a As byly stejné a rovnéz y-ové soufadnice
vrcholi A1 a As a vrcholi Az a A4 byly stejné. Body, které lezi na hranach obdélniku A; As A3 A4, povaZzujeme za body lezici
uvnitt obdélniku. Pokud zadané body netvoii zadny obdélnik A; As A3Ay, ktery by vyhovoval podminkdm zadani, program
vypise vhodnou zpravu.

Jedno z moznych zadani a piiklad feSeni (v tomto p¥ipadé jediného optimdalniho) jsou na nasledujicim obrazku. Je zde
n = 7 bodi se soufadnicemi [1,1], [2,1], [4,1], [1,3], [4,3], [2,5] a [3,5]. Optim4lnim FeSenim je obdélnik s rohy [1,1], [4, 1],
[4,3] a [1, 3], ktery obsahuje pét bodi.
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P-III-3 Grafomat a Samani

Na indidnské vesnice kmene Grafomatoni se zvolna snasi soumrak. P¥isttho dne za¢ne nejvétsi ze slavnosti tohoto 1éta,
na niz se sejdou vSichni ¢lenové kmene. Indiani se v tichém ocekavani chystaji ulehnout do svych teepee, pouze Samani
postavaji u signdlnich ohnt a pilné vysilaji koutové signdly do sousednich vesnic. Ritual totiz vyzaduje, aby lidé z prave
poloviny vesnic pfisli pomalovani cervené a z druhé poloviny zelené. Jen Samani védi, jak se na tom dokézi domluvit —
moznych signald je totiz pomalu a kazda vesnice vidi jen na tfi sousedni. Jak to mohou délat? Jak? ...

Kdyz jste se ze sna probudili, napadlo vas, Ze indianské domlouvani docela piesné odpovida této tloze pro grafomat:

SoutéZni tloha:

Napiste program pro grafomat, ktery v zadaném 3-grafu s jednim oznacenym vrcholem oznaci pravé polovinu vrcholt a
skonéi. Predpokladejte, ze graf je souvisly (z kazdého vrcholu jde po hranéich dojit do kazdého) a Zze mé sudy pocet vrchold,
takZe rozdéleni na poloviny je vzdy mozné. (Sudy pocet vrcholit maji ve skuteénosti vSechny 3-grafy, ale to zde nebudeme
dokazovat.)

Vstup bude tvoren proménnou z, kterd bude v oznaceném vrcholu rovna jedné a vSude jinde nulova.
Vystupem programu bude proménnia y, nulova v pravé poloviné vrcholi a jednickova ve zbyvajicich.

Ndpovéda: Zkuste si nejdiive rozmyslet, jak by se Gloha dala fesit, pokud by namisto obecného 3-grafu byl zadan strom
(tj. souvisly graf bez cykli).

Studijni text:

Tento studijni text je stejny jako v krajském kole. Nadto si dovolujeme pripomenout, Ze pocet stavi kaZdého automatu
must byt konecny, takZe nelze pouZivat proménné, jejichZ rozsah hodnot zdvisi na velikosti vstupu.

Grafem nazveme libovolnou kone¢nou mnozinu V' wvrchold grafu spolu s mnozinou E hran, coz jsou neuspoiadané dvojice
vrcholi. Zadné dva vrcholy nejsou spojeny vice hranami, Zadna hrana nespojuje vrchol se sebou samym.

K-graf budeme fikat takovému grafu, ve kterém s kazdym vrcholem sousedi pravé K hran
a konce téchto hran jsou ocislovany prirozenymi ¢isly od 1 do K. Oba konce jedné hrany pfitom
mohou byt ocislovany rizné. Pokud budeme hovofit o hranach vychézejicich z néjakého vrcholu v,
budeme zmiriovat mistni ¢isla hran (to jsou ¢isla konce, kterym je v) a ¢isla protéjsi (to jsou ta
zbyvajici). Pro kazdy vrchol jsou mistni ¢isla vSech jeho hran navzdjem rtzna. Obrazek vpravo
ukazuje ptiklad 2-grafu a 3-grafu.

Ohodnocenim grafu nazveme pfirazeni prvkit néjaké koneéné mnoziny vrcholim grafu — tedy
napfiklad rozdéleni vrcholti na cerné a bilé nebo oznaceni vrcholi ¢isly od 1 do 5.

Grafomat je zafizeni pro automatické reseni grafovych tloh. Jeho vstupem je libovolny K-graf G
spolu s jeho ohodnocenim; vystupem je néjaké dalsi ohodnoceni téhoz grafu. Samotny vypocet je
vykonavan automaty umisténymi v jednotlivych vrcholech grafu. Kazdy automat mé svou pamét
a Fidi se programem. Programy v8ech automatii jsou identické, zatimco pamét mé kazdy automat
svoji a mimo to jesté muze nahlizet do paméti svych grafovych sousedi.

Pamét automatu je tvofena koneénym mnoZstvim proménnych, které si miZeme predstavit 9
jako pascalské proménné typu interval. Obsahuji tedy pfirozena Cisla v néjakém pevném rozsahu,
ktery nezavisi na velikosti vstupu. Mimo to je také mozné pouzivat pole intervalovych proménnych,
jejichz indexy jsou opét z pevnych intervalii. Z4dné jiné typy proménnych (neomezené velké éisla,
ukazatele, ...) pouZit nelze.

Zvlastni roli hraji proménné x a y. Proménné x na pocatku vypoctu obsahuje vstupni ohodnoceni toho vrcholu grafu,
ke kterému patfi, hodnota proménné y na konci vypoc¢tu uréi vystupni ohodnoceni vrcholu. Vsechny proménné s vyjimkou
proménné r maji svou poc¢atecni hodnotu pevné urcenu. Deklarace proménnych vypada naptiklad takto:

¢islo od 1 do 5, na poatku vstup }
¢islo od 1 do 5, na poatku 3, na konci vystup }
pole dvou &isel }

var x: 1..5; {
y: 1..5 = 3; {
z: array [1..2] of 3..4 = (3, 4); {

Ridict program automatu si mtizeme piedstavit jako pascalsky program, v némz si zakdZeme pouzivat rekurzi a ktery
bude manipulovat pouze s proménnymi v paméti automatu a pripadné i automati sousednich. Na své vlastni proménné se
automat odkazuje jejich jmény, jako by to byly obycejné pascalské globalni proménné, na proménné sousedt pak konstrukei
S[i].p. Zde i je celoéiselny vyraz s hodnotou 1. .. K, jenZ znaci, o kolikdtého souseda se jednd, tedy mistni éislo hrany, kterou
je soused pripojen; p je jméno libovolné proménné. Proménné sousedti je mozné pouze Cist.

Aby mohl program dévat do souvislosti své hrany s hranami svych sousedi, ma k dispozici jesté proménné P[1],... P[K],

v

jako samotné z. (Pozor, zatimco druhé S je odkaz na proménnou patfici sousedovi, proménnd P v indexu je opét mistni.)

Vypocet grafomatu probiha v taktech, a to nasledovné: V nultém taktu se proménné vSech automati nastavi na pocatecni
hodnoty a proménné z na vstupni ohodnoceni jednotlivych vrcholid. V kazdém dalsim taktu se pak vzdy jednou spusti program
kazdého automatu, pfi¢emz proménné svych sousedu vidi program ve stavu, v jakém byly na zac¢atku taktu. Ackoliv tedy
jednotlivé automaty bézi soucasné, nemiize se stat, ze by jeden Cetl z proménné, do které praveé druhy zapisuje.

2



Vypocet pokracuje tak dlouho, dokud v néjakém taktu vSechny automaty neprovedou piikaz stop. Pak se vypocet
zastavi a z proménnych y grafomat pfecte vystupni ohodnoceni grafu. Pokud ptikaz stop provedou jen nékteré automaty,
vypocet pokracuje, a to i na téchto automatech. Struktura grafu, jakoz i obsah proménnych P ztstava po celou dobu vypoctu
konstantni.

Za c¢asovou sloZitost vypoctu budeme povazovat pocet takti, které ubéhnou do zastaveni. Nijak tedy nezavisi na rychlosti
programi jednotlivych automat. Podobné jako u ¢asové slozitosti klasickych algoritmtt nebudeme hledét na multiplikativni
konstanty a bude néas zajimat pouze asymptotické chovani slozitosti, tedy zda je linearni, kvadraticka, atd. Pfipady, kdy
vypocet neskonci, nebudeme pripoustét, pro tplnost ale dodejme, Ze tehdy se nutné musi hodnoty proménnych periodicky
opakovat.

Priklad 1: Je dén 3-graf a v ném vyznacen jeden vrchol v, a to tak, ze jeho proménnéd x bude inicializovana jednickou,
zatimco vSem ostatnim vrcholim nulou. Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vSechny vrcholy z vrcholu v dosazitelné
po hranéch, a to tak, Ze jejich proménna y bude na konci vypoc¢tu rovna jedné, zatimco u nedosazitelnych vrcholt bude
nulova.

Reseni: Inspirujeme se prohledavanim grafu do sitky. V kazdém taktu se kazdy vrchol podivé, zda néktery z jeho sousedi je
jiz oznacen a pokud ano, také se sdm oznaci. Pokud se oznaceni nezméni, vrchol volanim stop souhlasi se zastavenim. Pribéh
vypoctu tedy bude vypadat tak, Ze v i-tém taktu budou oznaceny ty vrcholy, jejichz vzdalenost od v je mensi nebo rovna i.
Vypocet zastavi, jakmile se hodnoty proménnych pfestanou meénit, tj. po nejvyse IV taktech. Proto je ¢asova slozitost naseho
programu linearni v po¢tu vrcholt (na rozdil od klasického priichodu do sifky nezdvisi na poc¢tu hran).

Program vypada nasledovné:

var x: 0..1; { byl vrchol oznaen ve vstupu? }
y: 0..1 = 0; { je oznacen ted? }
prev: 0..1 = 0; { ptedchozi stav }
i: 1..3;
begin
prev :=y; { zapamatujeme si, jestli uZ byl oznalen }
if x=1 then y := 1; { pteneseme oznaleni ze vstupu }
for i := 1 to 3 do { podivejme se na vSechny sousedy }
if S[i]l.y <> O then { je-1i i-ty soused oznaden, }
y = 1; { ozna¢ i sebe sama }
if y = prev then stop; { pokud se nic neméni, muZeme konéit }

end.

Pfiklad 2: Mé&jme 2-graf slozeny z jediného cyklu sudé délky (tj. z vrcholt oéislovanych 0... N — 1, pFi¢emz vrchol 4 je spojen
hranou oznacenou 1 s vrcholem (i + 1) mod N a hranou ozna¢enou 2 s vrcholem (i — 1) mod N; pfiklad takového grafu
pro N = 6 najdete na obrazku na zacatku tohoto textu). V tomto grafu je vyznaden jeden vrchol v. NapiSte program pro
grafomat, ktery oznaéi vrchol protilehly k v, tedy vrchol s éislem (v + N/2) mod N.

Reseni: Vysleme ,signal® putujici z vrcholu v ve sméru jedni¢kovych hran rychlosti 1 vrchol za takt a druhy signal putujici
stejnou rychlosti opaénym smeérem. Jakmile néjaky vrchol zjisti, Ze do néj pfisly oba signdly, oznaci se a signaly jiz dal
nepredava.

var x: 0..1; { vstupni znacka u vrcholu }
y: 0..1 = 0; { vystupni znacka }
1, r: 0..1 = 0; { uz timto vrcholem proSel signal doleva a doprava? }
begin
if x=1 then { za&iname posilat }
begin x :=0; 1 :=1; r :=1; end
else if (S[2].1=1) and (S[1].r=1) then { signaly se v tomto vrcholu potkaly }
begin y := 1; stop; end
else if (S[2].1=1) and (1=0) then 1 := 1 { ptedame signal doleva }
else if (S[1].r=1) and (r=0) then r := 1 { ptedame signal doprava }
else stop; { nic se nedéje => miZeme konéit }
end.
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Ulohy istiedniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-111-4 Policie zasahuje

Program: policie.pas / policie.c / policie.cpp
Vstup: policie.in
Vystup: policie.out

I v tomto kole se na vas radni Stinové Prahy obraceji s dalsim, jesté naléhavéjSim, problémem. Ve mésté se totiz usidlila
mafie a jeji fadéni prekrocilo tinosnou mez. Proto byla méstska policie povéfena ucinit fadéni mafie pritrz. Jak uz to ale
byva, neni dostatek dikazi o ¢innosti mafie, a tak se policisté rozhodli néjakou dobu sledovat, jak se mafiani mezi sebou
stykaji. Mafiani jsou vSak prohnani a nechodi jen po ulicich, ale vyuZivaji ke svym prfesuntm i kanaliza¢ni systém mésta.
Do kanalizace je tedy tfeba rozestavit policejni hlidky tak, aby bylo zamezeno tajnym kontakttim mezi mafidny. Piesnéji, je
potfeba, aby na kazdé cesté mezi domy dvou mafiani byla alespon jedna policejni hlidka.

Tento nelehky kol nastésti zjednodusuje fakt, Ze kanaliza¢nim systémem Stinové Prahy lze mezi kazdymi dvéma domy projit
pravé jednim zptasobem. TakZe pokud se ma mafian dostat kanalizaci z jednoho mista na druhé, ma jen jedinou moznost,
kudy kanalizaci projit (pokud nechce jit Zddnym mistem dvakrat). Specidlné to tedy znamend, Ze kanalizace m4 ,acyklickou“
strukturu a je souvisla, jako napt. kanaliza¢ni systém na obrazku.

Vasim tkolem je napsat program, ktery pro dany popis kanaliza¢niho systému a seznam domi ve vlastnictvi mafiant urci
miniméalni pocet hlidek, které je nutné do kanaliza¢niho systému rozmistit tak, aby na kazdé cesté mezi dvéma domy mafiantu
byla alespon jedna hlidka. Hlidky lze umistovat pouze do mist vétveni, tj. hlidka nemiZe byt umisténa uprostied stoky.
Specialné hlidka, kterd je umisténa ve vétveni, kam je napojen dim nékterého z mafiand, oddéluje tento dim od vSech
ostatnich domt.

Vstup:

Na prvnim fadku vstupniho souboru policie.in jsou dvé celd ¢isla n (3 < n < 100000) a p (2 < p < n) oddélena jednou
mezerou. Cislo n udéva pocet vétveni v kanalizacnim systému — vétvenim rozumime bud slepy konec né&jaké stoky (napojeny
na dtim, ktery ale nemusi patfit mafidnovi) nebo kfiZovatku, ze které vedou alesponi dvé stoky. Kanaliza¢ni systém mésta je
pak tvofen n — 1 stokami, z nichz kazd4a spojuje dvé vétveni. Cislo p udava pocet domtl, které jsou ve vlastnictvi mafidni.

Vétveni v kanalizaci jsou o¢islovana prirozenymi ¢isly od 1 do n. Domy jsou do kanalizace pfipojeny jen v mistech vétveni.
Na kazdém z néasledujicich n — 1 fadkt vstupniho souboru jsou dvé celd ¢isla a; a b; (1 < a;,b; < n), kterd uréuji vétveni
spojend ¢-tou stokou.

Poslednich p fadkt vstupniho souboru obsahuje vzdy jedno celé ¢islo od 1 do n. Tato ¢isla jsou navzajem rtizna a urcuji ¢isla
vétveni v kanalizaci, kam jsou napojeny domy mafiant.

Vystup:

Vas program ma do vystupniho souboru policie.out vypsat nejmensi mozny pocet mist, kterd je tfeba obsadit hlidkou,
aby na cesté mezi kazdymi dvéma domy mafidnti byla alespon jedna hlidka.

Priklad:

policie.in policie.out
85 2

12

13 (Hlidky je mozné umistit na vétveni s ¢isly 1 a 5.)
14

15
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P-I11I-5 Rybka

Program:  rybka.pas / rybka.c / rybka.cpp
Vstup: rybka.in
Vystup: rybka.out

Za horkych bezmra¢nych letnich dni se voda v rybnice Blatdku nékdy skoro vafi. Slunce nemilosrdné zhne a malé rybky se
spéchaji skryt do hlubsich a chladnéjsich ¢asti rybnika. Jen rybka Julka se opozdila za ostatnimi a uz skoro umdléva.

Takové choulostivd mald rybka, jako je Julka, sndsi jen uréity rozsah teplot, feknéme ¢; az to (véetné krajnich hodnot).
Réno maji rizné ¢asti rybnika rtznou teplotu a jakmile vyjde slunce, vSechny ¢asti rybnika se ohfivaji stejné rychle, a to
o 1 stupen za 1 ¢asovou jednotku. Rybnik Blaték je obdélnikovy a je rozdélen na m x n stejné velkych étvercovych poli. Pole
na pozici [i, j] ma réno teplotu T[4, j] stuptit (1 < i < m, 1 < j < n). Julka je rdno na pozici [J;, J,| a potfebovala by se
dostat do bezpedi na pozici [Cy, Cy]. Julka se za kazdou ¢asovou jednotku posune na jedno ze ¢tyf pies hranu sousedicich
¢tvercovych poli nebo ziistane stat. Pak se vzdy teplota vSech poli zvysi o 1 stupen.

Samoziejmeé se rybicka cestou nesmi piehiat ani nachladit, tj. pole, kde se Julka vyskytuje, musi mit teplotu 7', t; < T < ts.
Tato teplota musi byt dodrZzena jak v okamziku, kdyz Julka na pole vplouva, tak kdyz jej opousti (mezi ¢imz se teplota
zvysila alesponi o 1 stupeil). Vyjimku tvofi jen cilové pole, na které smi vplout nezdvisle na jeho teploté a tim se dostat
do bezpedi. Rybka Julka nesmi samoziejmé na své cesté opustit rybnik.

Napiste program, ktery dostane na vstupu Juléin teplotni rozsah (t1,t2) (0 < t; < to < 10), velikost Blatdku m x n
(1 <m,n <1000), pocatecni a cilovou pozici Julky [Jg, Jy] a [Cy, Cy] (1 < Jp,Cp <m,1 < J,,Cy < n) a pocateéni teplotu
kazdého pole rybnika T, j] (0 < T[i, ] < 10%) a najde pro nasi malou rybku cestu do bezpeci respektujici teplotni omezeni
Ci zjisti, Ze takova cesta neexistuje. Nalezend cesta ma byt nejrychlejsi mozné, tj. ma trvat co nejméné casovych jednotek.
Pokud existuje vice nejrychlejsich cest, program mize vypsat libovolnou z nich. Mizete predpokladat, ze vSechny teploty t1,
to a T'[i, j] jsou cela éisla. Navic také mtzete pFedpokladat, Ze rybka je na pocatku v poli s pro ni pfijatelnou teplotou a Ze
pocatecni pole je rizné od cilového.

Vstup:

Na prvnim fadku vstupniho souboru rybka.in jsou ¢tyfi celd ¢isla m, n, t; a t3 oddélend mezerami, na druhém radku
jsou pak soufadnice J,, Jy, C; a C,. VSechna ¢isla m, n, t1, ta, Jz, Jy, C; a Cy splituji vySe uvedend omezeni. Rybnik
Blatak je orientovan tak, Ze pole se soufadnicemi [, j] sousedi severni hranou s polem se soutadnicemi [i, j — 1], jizni hranou
s polem se soufadnicemi [¢,j + 1], zdpadni hranou s polem [i — 1,j] a vychodni hranou s polem [i 4+ 1, j]. Poslednich n
radka vstupniho souboru popisuje pocatecni teploty jednotlivych ¢asti rybnika, na fadku j + 2 se tedy nachazeji cisla
T[1,7],T(2,7],T[3,7],--.,T[m, j] vzdjemné oddélend mezerami.

Vystup:

Do souboru rybka. out vypiste Juléinu cestu jako posloupnost pokynti pro pohyb rybky oddélenych mezerami. Pokyn je bud
jeden znak S, J, V nebo Z, ktery urcuje smér pohybu rybky, nebo kladné ¢islo udavajici pocet ¢asovych jednotek, po které se
rybka nepohybuje. Jednotlivé pokyny jsou oddéleny jednou mezerou. Vystupni soubor nesmi obsahovat dvé ¢isla za sebou a
posledni pokyn, ktery obsahuje, musi byt pokynem k pohybu rybky. V pripadé, Ze cesta neexistuje, vypiste do vystupniho
souboru radek s textem ,Chudak Julka!“.

Priklad:

rybka.in rybka.in
341020 322030
2234 1131

9713 2513 25
01815 27240

11519

230

rybka.out (jedna z vice moznosti) rybka.out
VS1ZZ25J3JJJVYV Chudak Julka!



