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Resent ailoh ustiedniho kola kategorie P — 1. soutézni den

P-III-1 Pfisery

Nejdiive zkusme vymyslet FeSeni ,na jistotu“. Pro kazdou dvojici (naSe pfiSera, pfiSera pocitade) umime Fici, zda pfi
tomto pfifazeni naSe pfiSera vyhraje souboj. Vstup tedy mtizeme prevést na bipartitni graf (jednu partitu tvoii nase ptisery,
druhou soupefovy, hrany spojuji ty dvojice, ve kterych nase ptiSera vyhrava). Ukolem je nalézt v tomto grafu maximalni
parovani. Na to existuji obecné algoritmy, které by ndm daly feseni s ¢asovou slozitosti O(N?-?). Zkusme najit lepsi.

Zacneme tim, Ze si v§imneme, Ze piiSera A/B dokdze vyhrat souboj s témi p¥iSerami X /Y, které maji 1 < X < B a
1 <Y < A. Vstup si tedy mizeme znézornit nasledovné: Kazdou piiSeru pocitace s parametry X/Y vyznacime jako bod
[X,Y], kazdou nasi pifSeru vyznaéime jako obdélnik s rohy [1,1] a [B, A — 1]. Ukolem nyni je co nejvice bodiim pfifadit
néktery z obdélniki, které dany bod obsahuji. (Samoziejmé jeden obdélnik muzeme pfifadit jen jednomu bodu.)

! Na obrazku je znazornéna nasledujici situace: Pri-
Sery pocitace (krouzky) jsou zleva doprava 1/1,

. 3/6, 4/7, 10/1. Hracovy piiSery (obdélniky) jsou
7/3, 5/6, 2/12, 13/14; pravé horni rohy jsou vy-
znaceny ctvereckem.

Podivejme se na ten z obdélnikd, jehoz y-ova soufadnice pravého horniho rohu je nejmensi (pokud je takovych vice,
zvolime si libovolny z nich). Kli¢ové pozorovani, na némz zalozime své FeSeni, je:

Pokud miizeme tento obdélnik priradit néjakému bodu, tak existuje optimalni reseni, ve kterém je tento obdélnik
prifazeny nejpravéjsimu z bodu, jez obsahuje.
Dukaz: Vezmeme libovolné optimalni feSeni. Oznac¢me si O nas obdélnik a M mnozinu bodu, které lezi uvnitt obdélnika O.
Rozlisime dva pfipady:

1. V fesSeni, které jsme zvolili, neni O pfifazeny zadnému bodu. Tehdy pozadované optimalni feSeni dostaneme
pfifazenim nejpravéjsiho bodu z M obdélniku O. Obdélnik, kterému byl tento bod doposud pfifazeny, se
uvolni.

2. Ve zvoleném feSeni je obdélnik O prirazeny néjakému jinému bodu x € M. Pokud je nejpravéjsi bod z M
volny, sta¢i ho prifadit obdélniku O misto bodu z. Jedinad zajimava situace nastane v okamziku, kdy ma
nejpravéjsi bod z M prifazeny néjaky jiny obdélnik P. VSimnéme si, Zze potom P musi obsahovat i bod z
(P je totiz aspon tak vysoky jako O a aspon tak Siroky, aby obsahoval celou mnozinu M). Tehdy mfizeme
body pfifazené témto dvéma obdélnikiim vyménit.

V obou pfipadech jsme ukézali, Ze libovolné optimalni FeSeni umime upravit na stejné dobré (tedy nutné téz optimélni),
které splnuje nase tvrzeni. Tim je dikaz hotovy.
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Samotny algoritmus by jiz mél byt jasny: Vzdy najdeme ,nejniz$i“ obdélnik a (pokud to jde) pfifadime mu nejpravéjsi
z dosud neprifazenych bodu, které v ném lezi.

Prelozeno zpét do feci priser: vzdy vezmeme svou nejslabsi priseru a posleme ji na nejsilnéjsi z priser, nad kterou dokaze
vyhrat.
Dobra implementace: Piitazovani obdélnikti bodiim budeme, jak jsme popsali, délat ,hladové“. Abychom to dokézali provadét
efektivné, budeme potfebovat datovou strukturu, které zvladne co nejrychleji provadét operace ,ptridej bod“ a ,najdi a
odstran nejpravéjsi bod mensi nebo rovny x“. Pak postaci probirat obdélniky a body zleva doprava, pro kazdy obdélnik

do struktury pridat body, které se do tohoto obdélniku nove vesly, vybrat ze struktury nejpravéjsi bod a priradit ho aktudlnimu
obdélniku.

Existuje mnoho riznych datovych struktur, které dovedou obé tyto operace vykonavat v case logaritmickém vzhledem
k poctu vlozenych bodu. Klasickym piikladem jsou vyvazované binarni stromy, ale existuji i sndze naprogramovatelné moz-
nosti. Naptiklad mizeme body nejdiive set¥idit podle a-ové soufadnice a potom si v intervalovém stromu (ktery si ulozime
do jednoho pole) pamatovat, které body pravé v mnoziné jsou.

Takové FeSeni méa ¢asovou slozitost O(N -log N) a pamétovou O(N).
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAXN 1000

struct Potvora { // P¥iSera, stvira, nestvira &i jind havét
int sila, obrana;

};



int N; // Polet pfriser
struct Potvora moje[MAXN], jeho[MAXN]; // Jejich parametry
int aktualne [4*MAXN]; // Intervalovy strom uloZeny do pole jako halda

// Porovnavaci funkce pro gsort()
int srovnejObranu(const void * A, const void * B) {
return ((struct Potvora *) A)->obrana - ((struct Potvora *) B)->obrana;
}
int srovnejSilu(const void * A, const void * B) {
return ((struct Potvora *) A)->sila - ((struct Potvora *) B)->sila;

}

// Propagovéani zmény v intervalovém stromu

void propaguj(int p) {
aktualne[p] = (aktualne[p*2] > aktualne[2*p+1]) ? aktualne[p*2] : aktualne[p*2+1];
if (p > 1) propaguj(p/2);

}

// Hledani v intervalovém stromu
int najdiNejvetsi(int p, int left, int right, int sila) {
if (left >= N || jeho[left].obrana >= sila) return -1;
if (right <= N && jeho[right].obrana < sila) return aktualne[p];
int max = najdiNejvetsi(2*p+1, (left + right)/2 +1, right, sila);
if (max >= 0)
return max;
else
return najdiNejvetsi(2*p, left, (left + right)/2, sila);
}

int main(void) {
// Nalteme vstup
scanf ("%d4d", &N);
for (int i=0; i<N; i++)
scanf ("%d/%d,", &mojel[i].sila, &moje[i].obrana);
for (int i=0; i<N; i++)
scanf ("%d/%d,", &jeho[i].sila, &jeho[i].obrana);
// Set¥idime p¥iSery
gsort(moje, N, sizeof (struct Potvora), srovnejSilu);

gsort(jeho, N, sizeof (struct Potvora), srovnejObranu);

// Zaokrouhlime polet na mocninu dvojky a inicializujeme strom

int pos = 1;
while (pos < N) pos *= 2;
for (int i=0; i<2#*pos; i++) aktualne[i] = -1;

// A spolitame vysledek
int vyhraje = 0, kde = 0;
for (int i=0; i<N; i++) {
// Ptidéme do aktudlni mnoZiny dalsi prisSery, které uz moje i-ta pfepere
while (kde < N && jeho[kde].sila <= moje[i].obrana) {
aktualne[pos + kde] = kde;
propaguj ((pos + kde++)/2);
}
// Najdeme nejsilné&jsi z aktudlnich p¥iSer, kterd nads je3té nepfepere
int max = najdiNejvetsi(l, 0, pos-1, mojel[i].sila);
if (max >= 0) {

aktualne[pos + max] = -1;
propaguj ((pos + kde++)/2);
vyhraje++;
}
}
printf ("%d\n", vyhraje);
return O;

}



P-III-2 Biirroland

Ulohu si miizeme zfejmym zptisobem pievést na orientovany ohodnoceny graf. Potvrzeni budou vrcholy a hrana s ohod-
nocenim k povede z vrcholu v do vrcholu v, pokud existuje Gfednik, ktery na zakladé potvrzeni u a k osobnich dokladt vyda
potvrzeni v. Posloupnost ziskdvani potvrzeni pak bude odpovidat cesté z vrcholu 1 do vrcholu N v tomto grafu (nevyplati
se nam ziskavat potvrzeni, kterd nikdy nevyuzijeme). Sitkou cesty nazveme maximum z ohodnoceni hran leZicich na cesté.
Pocet dokladii, které potiebujeme na ziskavani potvrzeni po dané cesté, je zfejmé rovny siice této cesty. Ukolem je tedy najit
cestu s minimalni sitkou.

Asi nejjednodussim fesenim je zkousSet postupné vSechny poéty dokladi & od 0 do K. Pro kazdé k zjistime, zda existuje
cesta z vrcholu 1 do vrcholu N v grafu, ktery jsme omezili pouze na hrany s ohodnocenim mensim nebo rovnym k. To umime
provést v ¢ase O(N + M) prohleddnim do hloubky nebo do $ifky. Nejmensi k, pro které cesta existuje, je vysledny pocet
potifebnych dokladd. Tento postup muZzeme dale zlepsit tim, Ze misto postupného zkouSeni budeme k vyhleddvat ptlenim
intervalu. Tak dostaneme algoritmus s ¢asovou slozitosti O((N + M) - log K).

Ukazuje se, ze tato tiloha je velmi podobnd hledani nejkratsi cesty z 1 do N. Pokud v algoritmu pro hledani nejkratsi
cesty zménime vSechna séitani na operaci maxima, dostaneme presné feseni nasi tlohy. Pouzijeme-li Floyd-Warshalltiv nebo
Bellman-Fordtiv algoritmus (viz popis v feSenich doméciho kola), dosdhneme sloZitosti O(N?3), piipadné O(N - M).

Zastavime se u feseni Dijkstrovym algoritmem. Existuje vicero implementaci s riznou ¢asovou slozitosti. My si ukazeme,
ze v nasem piipadé se d& vyuzit toho, ze ohodnoceni hran jsou mala pfirozena ¢isla, a upravime algoritmus tak, aby mél
¢asovou slozitost O(K + N + M).

Pro kazdy vrchol v si budeme pamatovat zatim nejmensi nalezenou Sifku cesty z vrcholu 1 do vrcholu v (sirkalv])
a predposledni vrchol na nékteré cesté této Sitky (tzv. pfedchtidce v, pred[v]). Na zacatku je Sitka cesty do vSech vrcholi
ynekoneéno* (v naSem piipadé postaci K + 1), kromé za¢ateéniho vrcholu, pro ktery je sifka nulova.

V kazdém kroku algoritmu vybereme néjaky vrchol u. Zjistime, zda skrz tento vrchol nemtizeme zlepsit cestu (zmen-
§it §ifku) do jeho sousedi. Paklize z u vede hrana s ohodnocenim k& do vrcholu v, tak $itka této cesty do v pfes u je
max{k, sirkalu]}. Pokud je sirka[v] vétsi éislo, tak ho upravime a nastavime pfedchidce pred[v] « w.

Vsimnéte si, ze v zadném kroku se $itka souseda vrcholu u nemize upravit na ¢islo mensi nez sirkafu]. Proto mtzeme
v kazdém kroku za wu zvolit vrchol, ktery ma nejmensi sitku cesty do néj vedouci a ktery jsme zatim takto nezpracovavali.
To je totiz vrchol, kterému se $itka cesty uz urcité nezmensi.

Kdyz tedy budeme vzdy za u volit néjaky dosud nezpracovany vrchol, ktery mé ze vsSech nezpracovanych vrcholu

vSechny vrcholy nebo si je pamatovat v néjaké komplikovanéjsi datové struktute). Zde jsou ale vSechny $itky mald cela ¢isla,
takZe si miizeme pro kazdou moznou $itku s pamatovat seznam vrcholi, do kterych mé nejlepsi (zatim znamé) cesta sitku s.

Pro kazdou $itku budeme mit vrcholy ulozené ve spojovém seznamu a navic si budeme pro kazdy vrchol pamatovat
ukazatel na misto, kde je pravé uloZeny. Diky této informaci budeme umét v konstantnim Case vymazat vrchol z jednoho
seznamu a pfidat ho na konec jiného. (To potfebujeme provést, kdykoliv se zméni §itka pro dany vrchol.)

Seznamy budeme postupné prochéazet od Sitky 0 po sitku K a budeme zpracovavat v nich ulozené vrcholy. Takto
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nepfesouvame do seznamtl, které jsme uz prosli, nemusime se nikdy k projitym seznamiim vracet. (VSimnéte si, ze pokud
do néjakého vrcholu nejdeme cestu s aktualné zpracovavanou sitkou, zaradime tento vrchol na konec aktualniho seznamu,
tedy mezi dosud nezpracované vrcholy.)

Kazdy seznam, vrchol i hranu zpracujeme pravé jednou, takze celkovd slozitost algoritmu ¢ini O(K + N + M).

Implementacéni poznamka: Pro vypisovani cesty je jednodussi obratit hrany grafu a hledat cestu z vrcholu N do vrcholu 1,
abychom pomoci pfedchiidctt mohli cestu z 1 do N vypsat pfimo, bez obraceni.

program Buerroland; { welcome to reality }
const { v8echno ma své meze }
MAXN = 10000;
MAXM = 1000000;
MAXK = 10000;
type
Hrana = record { hrana grafu }
v: integer; { do kterého vrcholu vede }
s: integer; { a jeji ohodnoceni }
end;
PSeznam = ~“TSeznam; { seznam vrchold nebo hran }

TSeznam = record
h: integer;
next: PSeznam;
prev: PSeznam;

end;

var



graf: array[1..MAXN] of PSeznam;
hrany: array[1..MAXM] of Hrana;
sirka: array[1..MAXN] of integer;
pred: array[l..MAXN] of integer;
seznam: array[1..MAXK+2] of PSeznam;
it: array[1..MAXN] of PSeznam;

B N

graf[i] je seznam ¢isel hran z vrcholu i }
informace o hranach }

§ifka zatim nejuz8i cesty do vrcholu }
predchiidce na zatim nejuz8i cesté }
p¥ihradky podle Sifek }

it[i] je ukazatel na vrchol i v seznamu }

function pridej(var seznam: array of PSeznam; i, h: integer): PSeznam;

var s: PSeznam;
begin
new(s) ;
s~ .next := seznam[i];
if seznam[i]<>nil then seznam[i]~.prev := s;
s”.prev := nil;
s”.h := h;
seznam[i] := s;
pridej := s;
end;

procedure odeber (var seznam: array of PSeznam; i: integer;
begin

if p~.prev <> nil then p~.prev”.next := p~.next
else seznam[i] := p~.next;
if p~.next <> nil then p~.next”.prev := p~.prev;
dispose(p);
end;

function max(a, b: integer): integer;
begin

if a > b then max := a else max := b;
end;

procedure vypis(i: integer);
begin
if i = 0 then
write(i+1)
else begin

vypis(pred[il);
write(’ 7, i+1);
end;
end;
var

a, i, j, n, m, k, p, r, v: integer;
s, z: PSeznam;
begin
{ Na&teme vstup }
read(n, m, k);

for i := 1 to n do graf[i] := nil;
for i := 1 tom do
begin

read(a, hrany[i].v, hrany[i].s);

pridej(graf, a, i);
end;
{ Inicializujeme §ifky a nastrkame vrcholy do seznami }
sirka[1] := 0;

for i := 2 to n do sirkali] := k+1;
for i := 1 to k+2 do seznam[i] := nil;
for i := 1 to n do it[i] := pridej(seznam, sirkali], i);

for p := 0 to k do
begin
s := seznam[p];

p: PSeznam) ;



while s <> nil do
begin
{ Pro kaZzdou vychdzejici hranu upravime §i¥ku cilového vrcholu }
z := graf[s~.h];
while z <> nil do
begin
v := hrany[z".h].v;
r := hrany[z”.h].s;
if sirkal[v] > max(r,sirkal[s”~.h]) then
begin
{ SmaZeme vrchol v ze seznamu, v nédmZ se nachdzi }
odeber (seznam, sirkalv], it[v]);
{ Upravime §i¥ku a vloZime do nového seznamu }
sirkalv] := max(r,sirkal[s”.h]);
pred[v] := s~ .h;
it[v] := pridej(seznam, sirkalv], v);
end;
z := z~.next;
end;
s := s”.next;
end;
end;

{ Pokud jsme nenav&tivili vrchol O, ma JoZin smilu }
if sirkal[n] = k+1 then
writeln(’Potvrzeni nelze ziskat’)
else
begin
writeln(sirkal[n]);
vypis(n);
writeln;
end;
end.

P-111I-3 Piskvorky

Nejdiive si hru trochu upravme. Jelikoz nés zajima jen to, zda Sebestova miize vyhrat, zrusme remizy a dohodnéme se,
ze 1 v pripadech, kdy by méla nastat remiza, vyhrava Mach. Nyni tedy kazdou partii nékdo vyhraje, pfiéemz mnozina partii,
které vyhraje Sebestové, se nezménila.

Pozice ve hie nam jednozna¢né popisuje stav hry. V obecném pfipadé je to stav hraci plochy spolu s informaci o tom,

ktery z hraca je na tahu. V piskvorkach si to umime odvodit z poctu jednotlivych symbold na hracim planu, takZe pozice
pro nas bude znamenat totéz, co stav hraciho planu.

Koncovd pozice je korektni pozice, ve které uz hrac, ktery by mél tahnout, nemtze zadny tah udélat. V piskvorkach
to tedy jsou pozice, v nichz pravé nékdo poprvé sestavil vyhravajici fadu, a navic pozice, kde se cely hraci plan zaplnil bez
vytvoreni takové rady.

Vsechny pozice ve hfe mizeme rozdélit na vyhrdvajici a prohrdavajict nasledovné: Pozice je vyhravajici, pokud existuje
postup, ktery hracovi na tahu zaruc¢i vyhru bez ohledu na tahy druhého hrace. Ostatni pozice nazyvame prohravajici. Zadani
tlohy tedy muzeme preformulovat nasledovné: Je dana pozice, napiste program pro paralelizator, ktery rozhodne, zda je tato
pozice vyhravajici.

Pro vyhravajici a prohravajici pozice zjevné plati nasledujici skutec¢nosti:

® Pokud je hrac¢ na tahu v prohravajici pozici, pak po libovolném mozném tahu bude souper ve vyhravajici
pozici.
(Jinymi slovy, pokud ndm Zadny tah nezarucuje vyhru, znameng to, Ze bez ohledu na to, co udéldme, bude
mit druhy hraé¢ postup, ktery mu vyhru zarudi.)

® Pokud je hrac¢ na tahu ve vyhravajici pozici, existuje tah, po kterém bude jeho souper v prohravajici pozici.
(Jinak Feceno, pokud by kazdy nas tah vedl do pozice, ve které si soupef umi zajistit vyhru, nemohla by
nase pozice byt vyhravajici.)

Tato dvé pozorovani spolu se skutec¢nosti, Ze o koncovych pozicich umime ¥ici, zda jsou vyhravajici nebo prohravajici
(pro hréce na tahu), jednozna¢né pro kazdou pozici uréuji, zda je vyhrévajici nebo prohravajici. Lze to dokonce popsat
jednoduchym rekurzivnim algoritmem.

Abychom zjistili, zda je pozice vyhravajici:

1. Zkontrolujeme, zda to neni koncova pozice. Pokud ano, podivame se, kdo vyhral, a podle toho odpovime.
2. Vygenerujeme vSechny mozné tahy, které se v této pozici daji provést.
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3. Pro kazdy z nich se na pozici, kterou dostaneme, rekurzivné zavolame a zjistime, zda je pro hrace na tahu
prohravajici nebo vyhravajici.

4. Pokud je néktera z prozkoumanych pozic prohravajici, je pavodni pozice vyhravajici, v opac¢ném pripadé je
plvodni pozice prohravajici.

Tento postup bychom na klasickém pocitaci snadno naprogramovali pomoci rekurzivni procedury. Jelikoz v kazdém
tahu ubude aspon jedno volné policko, rekurze se nezacykli a v koneéném case vyda spravny vysledek.

moznosti (vlastné se pak ukaze, Ze jen dvé):

1. Sebestova uz vyhrala. Tato moZnost nemfize nastat — posledni tah totiz byl Machtiv a jeho tahem Sebestova
vyhrat nemohla.

2. Nasledujicim tahem miize Sebestova vyhrat.

3. Existuje jeji tah, pro ktery plati: Af v pfistim tahu Mach potédhne libovolné, vzdy dostane Sebestovou opét
do vyhravajici pozice.

Toto jiz umime prepsat do efektivniho programu pro paralelizator.

V feSeni pouzijeme funkce ForAll a Exists, které jsme definovali v FeSenich doméiciho kola. (Pfipomenme si, Ze
ForAll(c, N) paralelné spusti N kopii, ve kterjch ¢ = 0,..., N — 1, a Gspésné skon¢i, pokud vSechny kopie spésné skondi.
Funkce Exists funguje analogicky, jen staci, aby tspésné skoncila libovolna jedna kopie.)

{ VSTUP: R,C,K : integer; A : array[0..R-1,0..C-1] of char; }

procedure Over;
var radekS, sloupecS, radekM, sloupecM : integer;
begin

{ pokud uZ nemt@Zeme nikam tahnout, Reject }

if jePlnaPlocha then Reject;

{ vyzkouZime vZechny moZné tahy Sebestové, sta&i najit jeden dobry }
Exists(radekS, R);
Exists(sloupecS, C);

{ ovéfime, zda je to korektni tah }
if A[radekS] [sloupecS] <> ’.’ then Reject;
A[radekS] [sloupecS] := ’X’;

{ pokud jsme tim pravé vyrobili piskvorku, vyhravame }
if jePiskvorka then Accept;

{ pokud uz Mach nemd Zz&dnj tah, nevyhrali jsme, smila }
if jePlnaPlocha then Reject;

{ prozkoumame vSechny moZné Machovy tahy, po vSech musi Sebestova vyhrat }
ForAll(radekM, R);
ForAll(sloupecM, C);

{ ignorujeme policka, kam Mach nesmi t&hnout }
if AlradekM] [sloupecM] <> ’.’ then Accept;
AlradekM] [sloupecM] := ’0°;

{ rekurzivné ovéfime, zda je vysledna pozice pro Sebestovou vyhravajici }
Over;
end;

Zbyva doplnit, jak implementovat chybéjici funkce jeP1lnaPlocha a jePiskvorka.

Pro prvni z nich nam staci udrzovat si v pomocné proménné pocet znakti na hracim planu. Vzdy, kdyz potrebujeme
védét, zda je plocha plné, porovname tuto proménnou s hodnotou R x C.

Ovéfovat, zda je na hracim planu piskvorka (vyhravajici fada), sta¢i v osmi smérech od policka, na které jsme umistili
posledni znacku. Zde se ale vyplati trochu pfemyslet: Pokud bychom ovérovani délali ,klasicky“ postupné, budeme na to
potiebovat O(K) krokid. To se da zlepsit pomoci metody Rozdél a panuj. Trik bude podobny jako hledéni cesty v uloze
krajského kola. Pokud chceme ovéfit, zda je na planu piskvorka zacinajici na [z, y] a konéici na [+ K - 55,y + K - s,], nejdfive
se podivame, zda je na [z + (K/2) - 55,y + (K/2) - sy spravny znak a pokud ano, paralelné zkontrolujeme, zda oba polovi¢ni
useky tvori piskvorku p¥iblizné poloviéni délky. Takto tedy dovedeme ovéFit, zda na planu méme piskvorku, v ¢ase O(log K).
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Celkova Casova slozitost jednoho vykonéni funkce Over je O(log R 4 log C + log K). Volat sama sebe bude nejvyse
(RC'/2)-krat, proto vysledna ¢asova slozitost programu je O(RC - (log R + log C + log K)).

(Po kratké tvaze toto upravime na O(RC - (log R+log C)), protoze je-li K vétsi nez oba rozméry hraciho planu, mizeme
rovnou na za¢atku vstup odmitnout.)

Umyslné jsme ale nepfedvedli podrobnou implementaci vyse uvedeného feseni. UkadZeme si jesté jedno, které stejné
Casové slozitosti dosdhne daleko jednoduseji.

Budeme sttidavé generovat tahy Sebestové (,existuje tah S. takovy, ze ...“) a Macha (,,... Ze pro vSechny tahy M.
... %) stejné jako v predchézejicim feSeni. Ale jediné, co budeme kontrolovat, bude, zda je to tah na préazdné policko.

Ale co s kontrolou piskvorky? Tu si nechame na konec. Prosté si v kazdé iteraci funkce Over pomoci jednoho volani Some
,tipneme“, zda pravé Sebestova vyhrala. Pokud jsme si tipli, Ze ne, simulujeme nasledujici tah kazdého z hract. Pokud jsme
si tipli, Ze ano, ovéfime, zda opravdu poslednim tahem Sebestova vyhrala (tedy zda méa piskvorku a zda vSechny piskvorky
na hraci ploSe vznikly jejim poslednim tahem). Toto ovéfeni uz mtizeme udélat ,klasicky“, slozitost ndm to nepokazi.

Proc¢ to funguje? Nejdiive ukdZzeme, Zze pro vyhravajici pozice nas$ program skoné¢i uspésné. Vidy, kdyz je na tahu
Sebestova, podivame se na tu vétev programu, kterd odpovida jejimu tahu podle vyhréavajici strategie. Bez ohledu na to,
jak bude tdhnout Mach (tedy co vygeneruji nase volani ForAll), dostaneme se pfi néasledujicim volani Over opét do pozice,
ktera je pro Sebestovou vyhravajici. A takto pokracujeme dal, az dokud se nedostaneme do situace, ve které uz Sebestova
vyhraje. V tom okamziku ale tispésné skonéi vétev, ve které ovéfujeme tspésny konec hry. A jsme tam, kde jsme chtéli byt.

Naopak, pokud vyhravajici strategie pro Sebestovou neexistuje, nékteré vétve vipoctu (kopie piivodniho programu) se
dostanou do situace, kdy vyhral Mach. Tady nam ale uz nic nepomtize, protoze kontrola hraciho planu se uz urcité k volani
Accept nedostane.

(Kdybychom chtéli byt Gplné korektni, pfedchozi Gtvahu bychom dokazovali matematickou indukei. Napfiklad indukei
podle £ bychom dokézali tvrzeni: Necht spustime na$ program na vstup, ve kterém je £ volnych poli¢ek na hracim planu,
v pozici, ktera je pro Sebestovou prohravajici. Potom mezi R x C kopiemi, které vzniknou volanim Exists, Z4dné neskonéi
uspésné. Dikaz indukéniho kroku by vypadal tak, ze ukazeme, Ze ani ovéreni konce hry, ani zkouseni vSech Machovych tahtu
nevede k tspésnému konci. To prvni proto, Ze Sebestova pieci nevyhrala, to druhé pak proto, ze Mach mé vyhravajici tah,
a ten nas dovede do pozice, pro kterou plati indukéni pfedpoklad, a proto tato kopie neskonéi ispésné.)

A ted uz koneéné program:

{ VSTUP: R,C,K : integer; A : array[0..R-1,0..C-1] of char; }
var zbyvaTahu : integer; { globalni pocitadlo taht do konce hry }

{ Funkce jeKonec vraci true pravé tehdy, kdyZ v aktuadlni pozici Sebestova vyhrala. }
{ Vime, Ze pozice je korektni a posledni tah byl [lastr,lastc]. }
{ Implementaci ponechdme na &tena¥i :) }
function jeKonec(lastr, lastc : integer) : boolean;
begin
{ ovéfime, Ze pfes [lastr,lastc] lezi piskvorka }
{ smaZeme znak ’X’ z [lastr,lastc] }
{ ovéfime, Ze na hraci ploSe nezlstala Zadna piskvorka }
end;

{ Procedura Over ové¥i, zda je aktudlni pozice pro Sebestovou vyhravajici. }
procedure Over;
var radekS, sloupecS, radekM, sloupecM, pom : integer;
begin
{ pokud uZ neméme tah, prohravame }
if zbyvaTahu=0 then Reject;
Dec(zbyvaTahu) ;

{ zkou&Zime vS8echny moZné tahy Sebestové, sta&i najit jeden dobry }
Exists(radekS, R);
Exists(sloupecS, C);

{ ovéfime, zda je to korektni tah }
if Al[radekS] [sloupecS] <> ’.’ then Reject;
AlradeksS] [sloupecS] := ’X’;

{ miZeme se pravé rozhodnout, Ze jdeme kontrolovat }
Some (pom) ;
if (pom=1) and jeKonec(radekS,sloupecS) then Accept;



{ pokud uz Mach nemd z&dnj tah, nevyhrali jsme, smila }
if zbyvaTahu=0 then Reject;
Dec(zbyvaTahu) ;

{ prozkouméme v3echny moZné Machovy tahy, po vSech musi Sebestova vyhrat }
ForAll(radekM, R);
ForAll(sloupecM, C);

{ ignorujeme polic¢ka, kam Mach nesmi tahnout }
if A[radekM] [sloupecM] <> ’.’ then Accept;
A[radekM] [sloupecM] := ’0°;
{ rekurzivné ové¥ime, zda je vjslednd pozice pro Sebestovou dobra }
Over;
end;

{ hlavni program: jen nastavime poitadlo tah@i a jdeme rekurzivné ové¥ovat, zda S. mtZe vyhrat }
var i,j : integer;
begin

zbyvaTahu := 0;

for i := 0 to R-1 do

for j := 0 to C-1 do
if A[i1[j] = ’.’ then Inc(zbyvaTahu);

Over;

end.
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P-I11-4 Nasobek

Ozna¢me si C' mnozinu povolenych ¢islic a N zadané ¢islo. Nasi tlohou je najit nejmensi kladny nédsobek éisla NV,
ve kterém jsou pouzité jen cislice z C.

Zamysleme se nejprve nad jednodussi ulohou — jak zjistit, zda mé zadana tloha vibec feSeni?

Bud P mnozina vSech kladnych ¢isel, kterd se daji poskladat z cifer v C. Zjistime, jaké zbytky déavaji ¢éisla z P pii
déleni N. Pokud bude mezi témito zbytky i nula, iloha mé Feseni, pokud nebude, feSeni nemé (z4dny ndsobek N nemd
pozadovany tvar).

Vsimnéme si jednoho zajimavého zpusobu, jak muzeme definovat nasi mnozinu pfipustnych Cisel P:

e Jednociferna pripustna ¢isla jsou pravé vSechny nenulové ¢islice z C'.
e Pokudjepe PaceC, tak 10p+c € P.
e 74dna jiné &isla v P nejsou.

Jinymi slovy, vSechna k-cifernd pfipustnd ¢isla umime vygenerovat tak, Ze vezmeme vSechna (k — 1)-cifernd p¥ipustnd
¢isla a na konec jim piipiSeme jesté jednu povolenou ¢islici.

Vsimnéme si ted, co se stane, mame-li dvé pripustnd ¢isla p1, pe € P, kterd davaji po déleni N stejny zbytek z. Pokud
za kazdé z nich pripiSeme ¢islici ¢, dostaneme dvé nova pripustna ¢isla a opét obé budou davat stejny zbytek po déleni N.
(Tento zbytek bude (10z + ¢) mod N.)

Nyni uz mame dost informaci na to, abychom dovedli najit mnozinu Z zbytkt, které davaji ¢isla z P po déleni N.
Budeme vySe uvedenym zptisobem postupné generovat ¢isla z P. Vzdy, kdyz néjaké vygenerujeme, podivame se, zda jsme
dostali novy zbytek. Pokud ano, ¢islo si uchovame na dalsi zpracovani, pokud ne, zahodime ho. (VSechny zbytky, které umime
vyrobit z tohoto ¢isla, umime vyrobit i z toho, které dalo tento zbytek jako prvni.) Jelikoz zbytkd je jen koneéné mnoho,
jednou skonc¢ime.

V tomto okamziku uz umime rozhodnout, zda pro dany vstup existuje feSeni. Po chvili pfemysleni pfijdeme i na to, ze
pokud jsme ¢isla z P generovali v rostoucim poradi, tak v okamziku, kdy jsme dosahli zbytku 0, jsme ho dosahli nejmensim
moznym c¢islem.

Pro zkusenéjsi fesitele dodavame, Ze vyse uvedeny postup odpovida prohledavani do Sitky v grafu, jehoz vrcholy jsou
zbytky po déleni N a kazda hrana odpovida pfidani ¢islice, kterouzto ¢islici si ji také oznacime. V tomto grafu nyni najdeme
nejkratsi cestu z nékterého vrcholu odpovidajicimu jednocifernému ¢islu do vrcholu 0. Hrany vychézejici z vrcholu vzdy
zpracovavame v rostoucim poradi podle pridavané ¢islice. Hledané ¢islo mtze byt velmi dlouhé, proto si pro kazdy zbytek
pamatujeme jen to, ze kterého zbytku a priddnim které cislice jsme ho poprvé vytvorili. Pokud se ndm podafi vytvorit
zbytek 0, z téchto informaci zpétné sestrojime hledané ¢islo.

Casovd i pamétova sloZitost tohoto feseni je O(N).

P-II1-5 Stranka

Mame pfed sebou vlastné dvé samostatné ilohy. Tou prvni je porovnavani slov na strance s vyhleddvanymi slovy.
Potfebujeme co nejrychleji zjistovat, kde se na strance které vyhleddvané slovo nachdzi.

Ocislujme si vyhleddvana slova od 1 do N. Text stranky pfevedeme na posloupnost ¢isel: misto vyhleddavaného slova
napiSeme jeho ¢islo, misto slova, které ns nezajim4, napiSeme nulu. (Pro pfiklad ze zadani dostaneme posloupnost 0, 0, 1,
0,0,0,3,2000,0,2,0,0,0,0,1,0,0.)

Useky stranky, které obsahuji vechna vyhleddvan4 slova, nazveme dobré. (Kazdy dobry tsek odpovida v nasi posloup-
nosti tseku, ktery aspoinl jednou obsahuje kazdé z ¢isel 1 az N.)

Dobry tsek, ktery uz nemiZzeme ani na jednom konci zkratit, budeme nazyvat minimdlni. Nami hledany tusek je urcité
minimélni. Minimélnich tsekd ale mutze byt i vic a vSechny nemusi byt stejné dlouhé. V nasem piikladu jeden minimélni
usek tvorii slova 3 az 8, druhy tvoii slova 7 az 18.

Nase feSeni najde vSechny miniméalni tiseky a vybere z nich ten nejkratsi.

Jak na to? Postupné pro kazdé slovo textu stranky zjistime, zda tam zacina néjaky minimalni tsek, a pokud ano, kde
kon¢i. Nahlédnéme, Ze pro kazdé dva minimalni tseky plati, Zze ten, ktery pozdéji zacina, také pozdéji konci. Proto kdyz
posouvame doprava zacatek hledaného miniméalniho tseku, bude se i jeho konec posouvat jen doprava.

Abychom uméli rychle uréit, zda je pravé zkoumany tisek dobry, budeme si pamatovat nésledujici informace: pocet|i]
bude fikat, kolikrat se vyhledavané slovo 7 nachazi ve zkoumaném tseku. Mimo to, mame bude pocet vyhledavanych slov,
ktera se vyskytuji v aktualnim tseku aspon jednou.

KdyZ ted posuneme néktery konec zkoumaného tseku o jedno slovo, zméni se ndm nejvyse jedna hodnota pocetl[i] a
na zakladé toho se pfipadné (pokud jsme pravé vynechali posledni vyskyt nékterého slova nebo pfidali slovo, které jesté
v tseku nebylo) zméni hodnota mame o 1.

Tim uz mame tuto ¢ast tlohy vyresenu. Zacneme s usekem, ktery tvofi jen prvni slovo textu stranky. V kazdém kroku
se pak podivame, zda je aktudlni tisek dobry. Pokud ano, vynechdme z néj jeho prvni slovo, pokud ne, pfiddme k nému
nasledujici slovo textu.



V programu to mize vypadat nasledovneé:

void nejkratsi_usek(int cisla[], int delky[], int *zacatek, int *konec)

{
int nejlepsi = 987654321;
int pocet[N+1] = { 0, };
int mame = O;
int z = 0, k = 0, delka = -1;
*zacatek = 0, *konec = 0; ! p
for (5;) {
if (mame == N) {
if (z == M) (:)
break; a u e
delka -= delky[z] + 1;
pocet[cislalz]]--;
if (cislalz] && pocetl[cisla[z]] == 0) (:)
mame--; . \\:
Zz++; m
} else {
if (k == M) @ @
break;
delka += delky[k] + 1; a
pocet[cislal[k]]++;
if (cislal[k] && pocet[cislal[k]] == 1) <:::>
mame++;
k++;
+ ) )
if (mame == N && delka < nejlepsi) f%m7enk?vyshpnlpn)shva
*zacatek = z, *konec = k, nejlepsi = delka; ja, jama, juh, pes.
}
}

Nyni se vratme k prvni ¢asti tlohy: Jak efektivné prepsat slova textu stranky na ¢isla?

Jedno mozné efektivni feSeni je pouzit datovou strukturu zvanou pismenkovy strom (anglicky trie). To je zakofenény
strom, ve kterém kazdy vrchol ma nejvyse 26 synd a hrany do syna jsou oznaceny rtznymi pismenky (od a do z). Kazda
cesta z korene dolti odpovida slovu, které si , pfeCteme“ na hranach, po kterych jdeme.

Pismenkovy strom se d& pouzit k ulozeni mnoziny slov: Vytvofime vSechny vrcholy, které jsou tfeba na to, abychom si
mohli ,precist“ kazdé z nasich slov, a néasledné oznacime ty vrcholy, v nichz nékteré ze slov kon¢i. Napiiklad si k vrcholu
mizeme poznamenat ¢islo dotyéného slova.

K vyreseni nasi tlohy nam tedy stac¢i vytvorit pismenkovy strom pro hledané slova. Nyni pro kazdé slovo na strance
snadno zjistime, zda je ve stromé ulozené, a pokud ano, rovnou se dozvime i jeho ¢islo.

Hledéni slov mé ¢asovou slozitost O(fy + £g), kde £y je soucet délek vSech vyhledavanych slov a £g soudet délek slov
tvoricich text stranky (pii stavéni stromu i p¥i vyhleddvani spotiebujeme konstantni ¢as na zpracovani kazdého pismene).
Vyhledani minimdlnich aseki trva O(N + M), ale jelikoz N < ¢y a M < {g, mizeme celkovou ¢asovou slozitost odhadnout
také vyrazem O({y + £g). Pokud si oznac¢ime délku nejdelsiho slova L, lze totéz vyjadiit jako O((N + M) - L). Pamétova
slozitost je rovna casové.

Jind moznost je pouzit misto pismenkového stromu hashovani. Tehdy dosdhneme v priamérném piipadé asymptoticky
stejné Casové slozitosti a pro velké slovniky i lepsich multiplikativnich konstant ,schovanych do O-cka“.



