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P-II-1 Fotbal

Nejprve zavedeme néasledujici znaceni:
® d; je den, kdy se hraje i-ty zapas, navic definujeme dy = 0,
® b; je pocet bodu, které ziskdme za i-ty zapas (0, 1 nebo 3).

Uvazujme né&jaké (libovolné) optimélni feSeni problému. Ukazeme, Ze vidy existuje stejné dobré feseni, ve kterém je po-
sloupnost poc¢tu ziskanych boda neklesajici — jinymi slovy FeCeno, nejprve nékolik zapast prohrajeme, potom v nékolika
remizujeme a vSechny zbyvajici vyhrajeme.

Toto usporadani dokazeme ziskat postupnymi vyménami vysledki zapast. Jestlize pro néjaké ¢ plati b,_1 > 0 a b; =0,
miZeme je spolu vyménit — misto (¢ — 1)-niho zdpasu vyhrajeme nebo remizujeme az i-ty, sil na to mame urcité dostatek a
po i-tém zapase na tom budeme naprosto stejné jako v ptvodnim feseni. Podobnym zpiisobem miizeme vysledky zaménit
také tehdy, kdyz b;—1 = 3 a b; = 1. Zde rozlisime dva ptipady: Pokud R < V, mlizeme je vyménit ze stejného diivodu jako
predtim, prvni zdpas misto vyhry jen remizujeme (coz nés stoji méné sil), druhy zdpas vyhrajeme, celkova ,spotieba sil*
za tyto dva zdpasy bude stejnd. Pokud R > V, tato situace viibec nenastane, nebotf v optimélnim feSeni se ndm nevyplati
remizovat.

Zamysleme se nyni nad tim, jak ovérit, zda dokdzeme vyhrat poslednich nekolik zapasi.

Oznacime v; minimalni velikost sily, kterd nam tésné pred i-tym zdpasem staci k tomu, abychom od tohoto okamziku
do konce sezony vyhrali vSechny zapasy. Hodnoty v; spocitame od konce. Zjevné vy = V. Jestlize zname hodnotu v; 11, pak
hodnotu v; spoéitdme nasledovné: v; = V 4+ max(0,v;41 — (di41 — d;)). (Potfebujeme uréité asponn V' na vitézstvi v tomto
zapase. Pred nasledujicim zapasem musime mit v;4; sily. Do nasledujiciho zapasu ji jesté nacerpame d;+1 — d;, pfipadny
rozdil si tedy musime ponechat jesté od i-tého zdpasu.)

Na druhé strané snadno dokazeme urcit, ze pred i-tym zapasem mizeme mit nejvyse d; sily. Vyhrat vSechno od i-tého
zapasu dale tedy dokdzeme pravé tehdy, kdyz d; > v;.

Mirnym zobecnénim této tvahy dostdvame prvni pomeérné efektivni feSeni tlohy. Vyzkousime vSechny moznosti pro
pocet vyher a. Pro kazdou moZnost vyse popsanym postupem ovérime, zda je pripustna. Pokud ano, dopocitame jesté, kolik
nejvyse predchézejicich zapasi dokdZzeme remizovat. (To udélame stejnym postupem, za¢neme od (N — a + 1)-niho zdpasu,
pred kterym musime mit vy_q44+1 sily, pii vypoctu sily potifebné pred predchazejicimi zapasy pouzijeme tentyz vzorec, jen
misto V' v ném bude R, jelikoz v téchto zépasech chceme remizovat.) Takto ziskany poéet remizovanych zapast ozna¢me b.

VyzkouSet situaci pro jedno mozné a umime tedy v linedrnim éase O(N). Mezi v8emi fadové N zkouSenymi moZnostmi
si vybereme samoziejmé tu, kde je celkovy ziskany pocet bodu (tedy hodnota 3a + b) nejvétsi. Popsané feSeni mé zjevné
¢asovou slozitost O(N?).

Nyni si ukazeme, jak 1ze tuto tlohu fesit v Case linedrné zavislym na poctu zapasu.

V prvni fadé oSetfime (redlné ne piili§ pravdépodobnou) situaci, kdy R > V. V takovém piipadé se ndm nevyplati
remizovat, proto jen jdeme od konce a ur¢ime maximalni mozny pocet vyher. V nasledujicim textu predpoklddame, ze
R<V.

Myslenka FeSeni je nasledujici: budeme postupné zvySovat pocet vyhranych zapasii a pokazdé (Sikovnéji nez v minulém
FeSeni) uréime maximdlni podet zdpast, v nichz pfedtim mZeme remizovat.

Nejprve tedy najdeme feSeni, v némz zadny zdpas nevyhrajeme, ale co nejvice poslednich zapasi remizujeme — necht je
jich b. Toto feseni umime nalézt vySe popsanym zptsobem v linedrnim case.

Nyni budeme postupné zvySovat pocet vyhranych zapasi. Béhem této faze vypoctu si budeme pamatovat prvni remi-
zovany zapas = a posledni remizovany zapas y. Na zacatku je tedy t = N —b+1lay=N.

Od tohoto okamziku az do chvile, kdy ndm dojdou remizované zapasy a uz zadny zdpas nedokdZeme vyhrat, budeme
opakovat nasledujici postup:

Vsimnéte si, ze pii aktualnim feSeni bude mit nase muzstvo pfed y-tym zépasem d, — R(y — z) sily. Pokud je tato
hodnota > v,, mizeme si dovolit y-ty zapas vyhrat, aniz bychom museli zmensovat pocet ,bodovanych® zapast. V opacném
pripadé musime zmensit pocet ,bodovanych® zapast, tzn. z-ty zdpas misto remizy prohrajeme.

Mélo by byt zfejmé, ze uvedenym postupem v okamziku, kdy jsme pravé ,vyrobili“ a-tou vyhru, mame k ni stanoven
nejvetsi mozny pocet remiz. Urcité tedy optimalni feseni nepfeskocime.

Zbyva ukazat, ze Gasova slozitost tohoto FeSeni je skutecné linearni. Prvni fazi (spo¢itdni hodnot v; a maximélniho poétu
remiz bez vyher) dokédZeme snadno provést v linedrnim case. Kazdy krok druhé faze bud zmensi y, nebo zvysi z, a skonéime,
kdyz x > y. Téchto kroku se tedy vykona nejvyse N. Kazdy z nich dokdZeme provést v konstantnim case, proto celd druha
faze vypoctu probiha v Case linearné zavislém na N, coz jsme chtéli dokazat.

Pripojeny program implementuje uvedenou myslenku trochu jinym zptusobem. Stejné jako v prvnim pfipadé zacne
sestrojenim optiméalniho feSeni, v némz pouze remizujeme. Pro kazdy interval si pamatuje, kolik sily v ném ziskané nevy-
uzivame. Tuto silu potom pouzivd k pfeméné remizovanych zapast na vyhrané. Pfitom plati, Ze vzdy, kdyZz ma na vybér,

1



pouzije tu dostupnou silu, ktera vznikne nejpozdéji — tim urcité nic nezkazi. Implementaci této myslenky dokazeme rovnéz
ziskat feSeni pracujici v linedrnim case.

Poznamka na zavér: Existuji také jina, vétsinou pomalejsi feSeni, ktera jsou zalozena na dynamickém programovani.
Naptiklad mzeme postupné pro kazdy zépas (od 1 do N) a kazdy pocet bodt (od 0 do 3N) zjistit, zda je po daném zapase
mozné mit dany pocet bodli, a pokud ano, koliko nejvice sily budeme v takovém pfipadé po jeho skonceni mit. Tuto informaci
spocitame tak, ze vyzkousime vSechny tii moznosti, jak dany zapas dopadl, a pro kazdou z nich se podivame na jiz vypocitany
vysledek pro o jedna mensi pocet zpast a odpovidajici pocet bodii. Casova i pamétova slozitost tohoto fefeni je O(N?), pri
sikovné implementaci vystacime i s paméti O(N).

program Fotbal;

var dni: array[1..10000] of longint;
sila: array[1..10000] of longint;
V,R,vysl: longint;
N,i,pV,pR: integer;

{Najde maximdlni poet nejpravéjsich zapash, pokud sila pot¥ebnd na jeden zapas je "kolik"}
function pouzij(kolik: integer): integer;
var i,j,potrebujeme: integer;

begin
i:=N; {Aktualni zapas}
j:=N; {0dkud &Eerpame silu}

while (j>=1) and (i>=1) do begin
if j>i then {Silu miZeme Cerpat jen zleva}
ji=1i;

{0d¢erpéme pot¥ebnou silu pro i-tj zapas}
potrebujeme:=kolik;
while (j>=1) and (sila[jl<potrebujeme) do begin
dec(potrebujem,silaljl);
sila[j]:=0;
dec(j);
end;

if j>=1 then begin
dec(silal[j],potrebujeme) ;
dec(i);
end else begin
{Co zbylo, si odloZime na zaatek. Urdité to pouZijeme
jen na zménu zapasu s Cislem >=i, takZe je to ok.}
sila[1] :=kolik-potrebujeme;
end;
end;
pouzij:=N-i;
end;

begin
readln(V,R,N);
{Jednoduchy zpisob zbaveni se p¥ipadu V<R}
if V<R then
R:=V;
for i:=1 to N do
read(dnil[i]);

sila[1]:=dnil1];
for i:=2 to N do
silali] :=dnil[il]-dni[i-1];

{1. faze}
pR:=pouzij(R);

{2. faze}
pV:=pouzij (V-R);

if pV>pR then begin



{JestliZe se nam poda¥ilo "preménit" vice remiz, neZ jsme mé&li}

pV:=pR;
pR:=0;

end else
PR:=pR-pV;

vysl:=1%pR + 3*pV;

{3. faze}
while pR>1 do begin
{Zrusime nejlevéjsi remizu}
dec(pR);
sila[1] :=sila[1]+R;
if (sila[1]>=V-R) then begin
{Je dost sily na p¥eménu}
sila[1] :=sila[1]-(V-R);
dec(pR);
inc(pV);
if 1*pR + 3*pV > vysl then
vysl:=1xpR + 3*pV;
end;
end;

writeln(vysl);
end.

P-11I-2 Housenka

Nejprve si uvédomime, ze pocet vrcholli, které musime odstranit, dokdzeme spocitat jako rozdil poc¢tu vsech vrcholi stromu
a poctu vrcholu vysledné housenky. Muzeme tedy misto nejmensiho poctu vrchold uréenych na odstranéni hledat nejvétsi
housenku nachéazejici se ve stromé.

Ulohu si nyni jesté trochu zjednodusime: nebudeme hledat jakoukoliv housenku, ale jen takovou, jejiz télo konéi v kofeni
(kofen je ten vrchol, z néhoz se za¢indme prochézet pii popisu stromu). P¥ipomenime si vSak, Ze t€lo housenky je cesta a ze
ve stromu mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna cesta. Zbytek téla potom zjevné musi byt cely obsazen v nékterém
podstromu. Af se tento zbytek téla nachazi v kterémkoliv podstromu, podet vrcholi tvoficich housenku dokazeme vyjadrit
takto:

koren

pocet vrcholi housenky zZbytek
housenky

= 1 (kofen) 3 podstromy
+ (poéet podstromii — 1)
+ zbytek housenky

Vidime, ze kdyz chceme najit nejvétsi housenku, jejiz télo konci v kofeni, potfebujeme najit co nejvétsi zbytek housenky
— tj. co nejvétsi housenku z nékterého podstromu. To nés pfivadi k rekurzivnimu feSeni: Pro kazdy vrchol stromu (resp.
podstrom s kofenem v tomto vrcholu) budeme podcitat velikost (tj. podet vrcholit) nejvétsi housenky v podstromu, kterd
koné¢i v tomto vrcholu. Jestlize je vrchol listem, potom tento vrchol tvofi housenku (nejvétsi), jez se skladd z jediného
vrcholu. Pro ostatni vrcholy tuto hodnotu nejprve rekurzivné vypocitame pro vSechny podstromy — najdeme v nich nejvétsi
housenky. Z téchto hodnot vezmeme maximum a (podle vySe uvedeného vzorce) pfipoc¢itdime pocet podstromi.

Vsimnéte si, ze kazdy vrchol zpracujeme v ¢ase imérném jeho stupni, tedy poc¢tu z néj vychazejicich hran. Protoze cely
strom méa hran N — 1, je celkovy ¢as potfebny na tento vypocet linearné zavisly na V.

Jiz priklady uvedené v zadéni dlohy vsak ukazuji, Ze télo housenky nemusi koncit pravé v nadmi zvoleném kofeni.
Abychom tedy nasli skuteéné nejvétsi, musime postupné jako kofen (tedy jeden konec téla) vyzkouset vSechny vrcholy.* Tak
dostavéame algoritmus s ¢asovou slozitosti O(N?), tj. kvadraticky zavisly na po¢tu vrcholdl stromu.

Tento algoritmus mizeme vylepsit, pokud si v§imneme, jak vypada libovolné cesta v zakorenéném stromu: nejprve jde
nékolik (tfeba i nula) vrcholt nahoru (smérem ke kofeni) a potom klesd (smérem od kofene). Kazda cesta mé tedy pravé
jeden ,nejvyssi“ vrchol.

Upravime nyni nas pavodni algoritmus tak, aby pfi jednom prichodu stromem urcité nasel nejdelsi housenku. Kromé
plivodné pocitané informace (velikost nejvétsi housenky vedouci v daném podstromu z jeho kofene ,dolt“) budeme pro kazdy
vrchol pocitat také velikost nejvétsi housenky, jejiz t€lo ma v daném vrcholu nejvyssi bod cesty. Z téchto hodnot ndm pak
uz jenom stac¢i uréit maximum.

* Resp. stac¢i vSechny listy, ale tim si prili§ nepomtizeme.



Télo housenky se tedy skldda z nejvyssiho vrcholu a ze dvou cest ve dvou podstromech. Velikost celé housenky muizeme
spocitat jako:
1 (za tento vrchol)
+ velikost housenky, jejiz télo vede doli jednim podstromem
+ velikost housenky, jejiz télo vede doli jinym podstromem
+ pocet podstromi — 2 (kofeny ostatnich podstromt tvoii nozicky)

+ 1, jestliZe tento vrchol neni koten (také otec tohoto vrcholu je nozicka)

Opét vidime, Ze nejvétsi housenku dostaneme tehdy, kdyz vybereme dvé nejvétsi housenky ze dvou ruznych podstroma.
Kdyz uz zname pro kazdy podstrom velikost nejvétsi housenky, ktera vede z jeho korene doli, dvé nejvétsi z téchto housenek
umime nalézt v ¢ase linedrné zavislém na poctu podstromi, tedy linearné zavislém na stupni zpracovavaného vrcholu.

Zopakujme si cely postup. Pro kazdy vrchol budeme pocitat:

e velikost nejvétsi housenky, jejiz télo koncéi v daném vrcholu a celd se nachézi v jeho podstromu
¢ velikost nejvétsi housenky takové, ze dany vrchol je nejvyssi vrchol jejiho téla.

Obé informace pro konkrétni vrchol dokdzeme spocitat ze stejnych tidaji o podstromech vrcholu. Cely postup mizeme
realizovat v ¢ase O(N) — linedrné zavislém na velikosti stromu (sta¢i ho totiz jednou projit). Strom prochdzime pfimo b&hem
Cteni Tet€zce nul a jednicek, jimz je zadan.

#include <stdio.h>
#include <string.h>

char s[10000]; // popis stromu

int 1; // délka popisu

int i=0; // pozice ve stromu

int max=0; // nejvétsi dosud nalezend housenka

int dfs(void) { // vrati velikost max. housenky, ktera konli v tomto vrcholu
int pp=0; // poCet podstromi;
int h=0; // velikost nejvét3i a druhé nejvétsi
int h2=0; // housenky kon&ici v né&jakém podstromu

// kdyz je to list, h =1

if (s[i] == °0?) { ++i; return 1; }
while (s[i++] == ’1°) { // pro vsechny podstromy
++pp; // politame polet podstromi
int r = dfs(); // rekurzivné& spolitame max. housenku podstromu
if (r > h) { h2=h; h=r; } // hledame dvé nejvétsi
else if (r > h2) h2=r; // housenky v podstromech
}
int k = h + pp-1 + 1; // velikost nejvét3i housenky, jejiZz t&lo konli v tomto vrcholu
int v; // velikost nejvét3i housenky, jejiZz té&lo md v tomto vrcholu svij nejvy38i bod
if (pp == 1) v = k;
else {
v =h + h2 + pp-2 + 1;
if 1 <1)v=v+1; // pokud nejsme v kofeni, tak + 1
}

if (max < v) max = v;
return k;

int main(void) {
scanf ("%s", &s);
1 = strlen(s);

dfsQ; // vypo&itd max -- max. polet vrchold, které tvofi housenku
if (1 == 0) printf("0\n");

else printf ("%d\n", 1/2+1-max); // 1/2+1 je poclet vrchold

return O;



P-11-3 Myska
Reseni sout&ni tlohy
Mysi problém zjevné néjak souvisi s toky, ale jak? Potfebujeme nalézt co nejvice navzajem vrcholové disjunktnich cest
z 1 do N. (Takové cesty budeme nazyvat nezdvislé.) Podminka ,my$ mize projit kazdym vrcholem nejvyse jednou® pfipomina
situaci, kdy urcujeme kapacitu jednotlivych hran — zde bychom ale potfebovali omezit jakousi kapacitu vrcholu. Jak na to?
Z grafu G zadaného na vstupu vytvorime orientovany graf G’ takto: Pro kazdy vrchol v v G kromé vrchold 1 a N
vytvoifme v G’ dva vrcholy v! a v2. Vrcholy v! a v? spojime orientovanou hranou z v! do v? s kapacitou 1. (Pfechod po této
hrané bude odpovidat priichodu ptivodnim vrcholem. Vrchol v! bude jakoby ,,vstupni ¢ast* a v? ,vystupni ¢ast* ptivodniho
vrcholu v.)

Pro vrchol 1 vytvofime pouze vrchol 12 a pro vrchol N pouze vrchol N1, jelikoz nechceme vchazet do 1 ani vychazet
z N. Kazdou hranu e (spojujici vrcholy a a b) nahradime v G’ dvéma orientovanymi hranami: z a? do b! a z b do a'. Tyto
hrany mohou mit libovolnou kapacitu, napiiklad ji téz nastavime na 1. Vysledny graf G’ pfedlozime na vstup cerné skiinky
(vrchol 12 je zdroj a vrchol N! je tisti). Ta ndm vrati néjaké &slo ¢, — hodnotu maximalniho toku v G’. Tvrdime, Ze pocet
kouskti syra, které dokdze myska pfenést, je roven |c,,/2]. To je vSak jesté tfeba dokazat.

Vsimnéte si, ze kazda hrana v G’ m4 velikost jedna, takZze voda bud hranou protékd v plné kapacité, nebo hranou
neprotéka vibec. Ukdzeme, Ze ¢, je rovno maximalnimu poctu nezavislych cest mezi vrcholy 1 a IV, tj. takovych cest, ze
kazd4 z nich za¢ind ve vrcholu 1, konéi ve vrcholu N a kazdy vrchol (s vyjimkou vrcholt 1 a N) se nachdzi nejvyse na jedné
cesté. Oznacme maximalni pocet nezavislych cest p.

Nejprve ukézeme, ze p < c¢p,. Uvazujme libovolnych p nezévislych cest v G. Kazda cesta wi,ws,...,w, z vrcholu 1
do vrcholu N v G ndm uréuje tok v G’ pfirozenym zptisobem: voda protékd jen hranami z w} do w? a hranami z w?
do w} 1- Cesty jsou nezavislé, a proto mtizeme toky piislusejici jednotlivym cestdm spojit do jednoho velkého toku tak, Ze
ve vysledném velkém toku bude voda prochazet jen témi hranami, které se nachazeji v nékterém diléim toku. Pro kazdych

p nezdvislych cest takto dokdzeme v G’ najit tok velikosti p.

Dale ukazeme, Ze ¢, < p. M&jme n&jaky tok v G'. Provedeme piesné opacnou konstrukci nez v pfedchozim odstavci.
Do kazdé dvojice vrcholéi v! a v? v # N v G’ piitékd a z ni odtéka jen jedna jednotka vody. Za¢neme ve vrcholu 12 a vydame
se néjakou hranou, kterou z néj odtéks voda. Kdy# piijdeme do libovolného vrcholu v!, kde v neni tsti, miZeme z ného
pokradovat do v? a z ného nékam déle. Kdyz pfijdeme do tsti, nagli jsme néjakou cestu v G z 1 do N. Pokud se na zaéatku
vydame jinou hranou, kterou odtéka voda, dostaneme néjakou dalsi cestu z 1 do IN. Tyto cesty jsou zjevné nezavislé. Jestlize
tedy ze zdroje vychazi k hran, po nichz tece voda, lze nalézt k nezavislych cest v G z 1 do N. Ze zdroje vychazi pravé c,,
takovych hran, takze dokdzeme najit asponi c,, nezavislych cest, a proto c,, < p.

Lehce si uz muzete sami dokazat, Ze myska muze pfenést |p/2| kouskt syra, kde p je maximélni pocet nezévislych cest
v G.
Hledani maximalniho toku

Kromé feseni zadané illohy si navic ukdzeme i to, jak lze implementovat algoritmus skryty v nasi c¢erné skiirce.

Zacfneme tim, Ze si nadefinujeme jeden novy pojem: minimdlni 7ez. Predstavte si, Ze nékteré uzly obarvime cerné a
ostatni bile tak, aby uzel s byl ¢erny a uzel t bily. Takové obarveni uzli nazyvame 7ez. Uvazujme nyni vSechna potrubi,
ktera maji zacatek Gerny a konec bily. Cislo, které dostaneme se¢tenim jejich kapacit, nazveme velikost fezu. Minimdlni vez
je kazdy takovy Tez, ktery ma ze vSech moznych fezii nejmensi velikost.

(Formalnéji feceno, fez grafu je rozdéleni vSech jeho vrcholt do dvou disjunktnich mnozin A, B tak, Ze zdroj pat¥i do
A a usti do B. Velikost fezu je soucet kapacit v8ech hran, jejichz po¢ateéni vrchol patii do A a koncovy do B. Minimdlni tez
je Tez daného grafu s nejmensi moznou velikosti.)

Nyni dokazeme, ze velikost minimélniho fezu je rovna velikosti maximélniho toku. Oznacme velikost minimalniho fezu
Tm a velikost maximalniho toku ¢,,. Velikost toku F' budeme znagcit ¢, velikost fezu R oznacime rg.

Zvolme pevné néjaky tok F. Pro dany fez R (uréeny ¢astmi A a B, pfiGemz zdroj se nachdzi v A a usti v B) oznacme
or mnozstvi vody tekouci z ¢asti A do ¢asti B a pr mnozstvi vody pritékajici do A z B. V&imnéte si, Ze rozdil og — pgr je pro
libovolny fez R roven velikosti toku F'. Také si v§imnéte, Ze ogr je nejvyse rovno velikosti fezu R (nebot kazdym potrubim
vedoucim z A do B tede nejvyse tolik vody, kolik je jeho kapacita).

Spojenim téchto pozorovani dostavame: tr = or — pr < or < rg, jinymi slovy velikost libovolného toku je nejvyse
rovna velikosti libovolného fezu. Specidlné tedy také velikost maximalniho toku je nejvysSe rovna velikosti miniméalniho fezu.

(Na zdiivodnéni této nerovnosti ndm staéi i pouhy ,selsky rozum*. Staéi si uvédomit, ze pro libovolny tok a libovolny
fez kazdy ,kousek“ vody tekouci ze zdroje do tsti musi drive ¢i pozdéji projit nékterou z hran, které ,tvoii fez“, tedy vedou
z prvni jeho mnoziny do druhé.)

K dtikazu opac¢né nerovnosti si nadefinujeme pojem zlepsujici cesta a kvili jednoznacnéjSimu popisu budeme pouzivat
terminologii z teorie grafii (viz studijni text na konci zadani). Mé&jme néjaky graf G a v ném néjaky tok f. Z grafu G vytvoiime
graf G’ tak, Ze v ném ponechdme vSechny vrcholy a postupné do néj budeme pridévat hrany: Pro kaZdou ,nenasycenou*
hranu e; v G (tj. takovou, Ze f(e;) < ¢;) vedouci z a do b ddme do grafu G’ hranu z a do b s kapacitou ¢; — f(e;). Tyto hrany
si oznacime jako hrany proniho druhu. Pro kazdou hranu e; vedouci z a do b, kterou tece aspoii n&jaka voda (tj. f(e;) > 0),
vlozime do G’ hranu z b do a s kapacitou f(e;). Tyto hrany oznac¢ime jako hrany druhého druhu. Zlepsujici cesta je libovolnd
cesta v grafu G’ vedouci ze zdroje do tusti. Rezervou zlepsujici cesty C' nazveme nejmensi kapacitu hrany na této cesté,
oznacime ji 7.



Podivejme se na néjaky tok f, pro ktery existuje né€jaka zlepsujici cesta C = vy, ve,..., vk, kde vy je zdroj a vy je tsti.
Bez Gjmy na obecnosti se v ni neopakuji vrcholy. Necht e; je hrana mezi v; a v;11. UkdZeme, Ze miZeme zvy$it hodnotu
toku f a dostat tak n&jaky veétsi tok [/, tj. Ze f neni maximéalni. V toku f modifikujeme protékajici mnozstvi vody jen
na hranach lezicich na zlepsujici cesté. Na v8ech hrandch e; prvnfho druhu polozime f’(e;) = f(e;) + ¢, kde r. je pFislusnd
rezerva zlepsujici cesty C. Na vSech hranich druhého druhu polozime f'(e;) = f(e;) — r.. Lze jednoduse ukazat, ze f’ bude
po této modifikaci toku f opét korektni tok a ze t; =ty + rc.
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Na obrazku c jsou ¢arkované znazornény hrany druhého typu. Siln€ je vyznacena jedna moznd zlepsSujici cesta, na obrazku d
je novy tok, ktery dostaneme z toku na obrazku b pouzitim zlepsujici cesty z obrazku c. VSimnéte si, jak se zménil tok hranou
vedouci doleva dold.

Jesté jednou si fekneme, co vlastné délame pfi hledani zlepsSujici cesty. Chceme nasi siti potrubi protlacit jesté néjakou
vodu, takze pro ni musime najit cestu, kudy potece. Toto bude pravé ta nase zlepsujici cesta. Jak mize vypadat? Hrany
prvniho typu jsou jasné — kdyz mame potrubi, jehoz kapacitu jsme jesté plné nevyuzili, mizeme jim poslat vice vody. Co jsou
ale hrany druhého druhu? Pfedstavme si, Ze mame potrubi z a do b, kterym tece k litrt vody za sekundu. Jestlize nyni nékudy
ptrivedeme napftiklad 1 litr vody do b, mtizeme udélat to, ze timto potrubim pustime z a do b jen k£ — 1 litri. Pro vrchol b
tak opét bude platit, Ze do néj pritéka tolik vody, kolik z néj odtéka. Zbyva ndm ale litr vody ve vrcholu a. Vysledny efekt
je stejny, jako kdybychom dany litr vody ,,protlacili proti proudu“ potrubim z a do b.

Ukazali jsme si tedy, ze kdyz k danému toku existuje zlepsSujici cesta, mizeme po ni poslat vodu a tento tok zvétsit. To
znamend, Ze pro maximalni tok nemtize existovat zlepSujici cesta. M&me nyni maximélni tok f. Sestrojime pro n&j graf G’
stejnym zpusobem jako je uvedeno vyse. Vime, Ze v tomto grafu nemuze existovat cesta ze zdroje do usti. Sestrojime fez R
néasledovné: do prvni mnoZiny A ddme vSechny vrcholy, které jsou v G’ dosaZitelné z s, do druhé mnoZiny B vSechny ostatni
vrcholy. Oznac¢me velikost tohoto fezu rr. UkdZeme, Ze kazda hrana e; z néjakého vrcholu a € A do néjakého vrcholu b € B
je nasycend, tj. f(e;) = ¢;. V opacném piipadé totiz existuje cesta v G’ z a do b (bude prvniho druhu) a do éasti A by tak
patfil také dalsi vrchol z B. Dale plati, Zze Zadnou z hran e; z b € B do a € A netece zaddné voda. Jinak by se totiz dala
ze stejného duvodu mnozina A rozsitit o dalsi vrchol.

Tedy v toku f z ¢asti A do B teCe rr jednotek vody a z ¢asti B do A uz zadna voda netece. Velikost toku f je proto
nutné rovna rgr. Ukéazali jsme, zZe velikost maximéalniho toku ¢, se rovna velikosti néjakého fezu, proto velikost maximalniho
toku je vétsi nebo rovna velikosti miniméalniho fezu r,,. Pfesné to jsme chtéli dokazat.

A nejen to. Nasli jsme také algoritmus, jak lze (jeden mozny) maximalni tok v daném grafu sestrojit. Stac¢i zacit
s libovolnym tokem (napiiklad prazdnym), opakované hledat zlepsujici cesty a vylepSovat aktuélni tok tak dlouho, dokud to
jde. Dokézali jsme totiz, ze kdyz uz neexistuje zadna zlepsujici cesta, je aktualni velikost toku rovna velikosti minimalniho
fezu — a vétsi tok uz proto neexistuje.

Pii hledani zlepsujici cesty miazeme pouzit jednoduché prohledavani grafu. Lze ukézat, Zze pokud pouzijeme naptiklad
prohledavani do $ifky (tudiz vzdy najdeme zlepSujici cestu s nejmensim moznym poc¢tem hran), bude mit vysledny algoritmus
¢asovou slozitost O(M?2N), tedy bude polynomialni.*

P-II-4 Paralelizator

V feSeni pouzijeme piikazy ForAll a Exists, které jsme definovali v fesenich doméciho kola. P¥ikaz ForAll(c,N)
paralelné spusti N kopii, v nichz postupné ¢ = 0,..., N — 1; program uspésné skonci, jestlize vSechny tyto kopie tispésné
skonc¢i. Prikaz Exists funguje analogicky, jen staci, aby tspésné skoncila jedna libovolna kopie.

* N je pocet vrcholi grafu (uzli), M je pocet hran (potrubi).
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Nejprve si uvédomte, ze mést je nejvyse 2M a ze vSechna jejich ¢isla mame v poli C. Kdyz tedy potfebujeme projit
vSechna mésta, mizeme misto toho projit vSechna policka pole C.

Zamyslime se, jak dokazeme nejrychleji ovérit pro dvé konkrétni mésta x a y, zda se lze dostat z = do y. Prvnim
dtlezitym postiehem je, ze pokud existuje zpisob, jak dojit z z do y, potom existuje takovy zptsob, pfi kterém zadnou
cestou nejdeme dvakrat. Stac¢i ndm tedy umét ovérit, zda se z x do y muZzeme dostat na nejvyse M ,kroka“.

To ale snadno zvladneme s vyuzitim prikazu Exists: postupné ,hadame“ cesty, kterymi jdeme. Kdyz se ndm podari
dostat do y, zavolame Accept, kdyz uz jsme Sli M cestami a stile nejsme v y, zavolame Reject.

Tim dostéavame trividlni feseni v ¢ase O(M log M): Pro kazdou dvojici mést x, y paralelné ovéfime, zda se dostaneme
z x do y.

(Na tomto misté chceme poznamenat, Ze existuje feSeni v ¢ase O(M log M), které viibec nevyuziva paralelizator: setfidi-
me ¢isla z pole C, preéislujeme vrcholy éisly od 1 do 2M, dvéma prohledavanimi do $ifky/hloubky zjistime, zda se dokéZeme
dostat z mésta 1 do vsech ostatnich a zda se ze vSech mést dokazeme dostat do mésta 1. Jedinou nevyhodou tohoto Feseni

vvvvvv

Nyni si ukdzeme, jak efektivnéji ovérit, zda se dokdzeme dostat z x do y (na nejvyse M kroku). Trik je jednoduchy:
Jestlize se z ¢ do y dostaneme pfimo, vyhréli jsme. Pokud ne, ,uhodneme* mésto z, pfes které pijjdeme (pfiblizné) uprostred
nasi trasy z « do y. Zbyva ovétit, zda jsme ho odhadli spravné — tedy zda se dokdzeme dostat z 2 do z (na nejvyse [M/2]
krokil) a také z z do y (na nejvyse | M /2] kroki). Tyto dvé véci ale mlizeme ovéFit paralelng!

Dostavame tedy nasledujici program:

{ VSTUP:
M : longint;
C : array[0..M-1]1[0..1] of longint; }

{ ForAll() paralelné& spusti N kopii, v nichZ cislo=0..(N-1),
ispésné skonéi, kdyZz vSechny tdspésné skonéi }

procedure ForAll(var cislo : longint, N : longint);

var moc2, cifer, i, x : longint

begin
{ zjistime, kolik m& N-1 cifer ve dvojkové soustavé }
moc2 := 1;
cifer := 0;
while moc2 <= N-1 do begin moc2 := moc2 * 2; inc(cifer); end;
{ vygenerujeme ¢isla od 0 do 2°cifer - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to cifer do begin Both(x); cislo := 2*cislo + x; end;
if cislo >= N then Accept;
end;

{ Exists() paralelné& spusti N kopii, v nichZ cislo=0..(N-1),
ispé&sné skonli, jestliZe nékterad z nich usp&sné skonéi }

procedure Exists(var cislo : longint, N : longint);

var moc2, cifer, i, x : longint

begin
{ zjistime, kolik m& N-1 cifer ve dvojkové soustavé }
moc2 := 1;
cifer := 0;
while moc2 <= N-1 do begin moc2 := moc2 * 2; inc(cifer); end;
{ vygenerujeme ¢isla od 0 do 2°cifer - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to cifer do begin Some(x); cislo := 2*cislo + x; end;
if cislo >= N then Reject;
end;

{ Over(x,y,k) ové¥i, zda se z "x" lze dostat do "y" na <="k" krokid }
procedure Over(x,y,k : longint);
var priamo, pom, z : longint;
begin
{ nejprve okrajové ptripady }
if (k=0) and (x=y) then Accept;
if (k=0) and (x<>y) then Reject;

{ uhodneme, zda se miZeme dostat p¥imo, pokud ano, ovéfime }
Some (x) ;



if x=1 then begin
{ uhodneme &islo spravné hrany }
Exists(pom,M) ;
if (C[pom] [0]=x) and (C[pom] [1]=y) then Accept;
Reject;
end;

{ kdyZz se nedalo dostat pf¥imo a mame jen jeden krok, nejde to }
if k=1 then Reject;

{ uhodneme prost¥edni vrchol, stali vybrat konec nékteré hrany }
Exists(pom,M) ;
z := C[pom] [1];

{ paralelné ovéfime, zda existuji obé& cesty poloviéni délky }
Both(pom) ;
if pom=0 then
Over(x,z, (M+1) div 2);
else
Over(z,y,M div 2);
end;

{ hlavni program: isp&sné skonlime, jestliZe pro kaZzdou dvojici mést x, y
over(x,y,M) dspésné& skonii }

var mestol, mesto2, il, j1, i2, j2 : longint;

begin
ForAl1(il1,M); Both(j1);
ForAl1(i2,M); Both(j2);
mestol := C[i1][j1];
mesto2 := C[i2][j2];
Over (mestol,mesto2,M);
end.

Casové sloZitost nageho programu je O(log2 M). Pro¢? Pii kazdém rekurzivnim volani procedury Over se pocet kroki zmensi
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na které potiebujeme ¢as O(log M).



