54. ro¢nik Matematické olympiady — 2004,/2005
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-1I-1 Pradelni salén

Pfi feseni této tlohy pouzijeme Feseni tlohy P-I-1 Pradelna z domaciho kola. Jedinou zménou oproti domacimu kolu je
podminka, ze zadny zédkaznik v dobé, kdy bude prat, neuvidi dva rizné zédkazniky pouzivat tutéz pracku.

Jinak feceno, pracka, kterou pouzival zdkaznik Cyril, miuze byt pouZita az v momenté, kdy ze salénu odejde posledni
zékaznik, ktery pral pradlo soucasné s Cyrilem. Reknéme, Ze ze viech zékazniki, kteid prali pradlo zéroveii s Cyrilem, je
Metodéj ten, ktery odejde ze salénu nejpozdéji. Potom pracku, kterou pouzival Cyril, mtuze pouzit dalsi zédkaznik az po
odchodu Metodéje ze salénu.

Vyuzijeme tohoto pozorovani tak, ze z ptivodnich zakazek vytvorime nové zakazky, které budeme nazyvat ,stinové“.
Stinova zakazka zdkaznika A bude stejna jako puvodni zakizka zdkaznika A, pokud je v dobé jeho odchodu salén prazdny.
Pokud tomu tak neni, konec stinové zakazky zakaznika A bude ¢as, kdy ze salénu odejde posledni zékaznik, ktery pral pradlo
zaroven se zakaznikem A.

Reseni tlohy s ptivodnimi zakézkami a podminkou, ze 74dny zdkaznik v dobé, kdy bude prat, neuvidi dva rtizné
zékazniky pouzivat tutéz pracku, je shodné s Fesenim tlohy se stinovymi zakazkami bez této podminky. Stinové zakazky drzi
néjaké pracky ,,obsazené* az do doby, nez je muze Borivoj znovu pouzit. K nalezeni feSeni tlohy se stinovymi zakazkami pak
Ize pouzit feseni doméaciho kola.

P1i feSeni tlohy budeme postupovat tak, Ze ze zadanych zakézek vytvorime stinové. Takto vytvofenou ilohu pak
vyfesime jako v doméacim kole. Stinové zakazky vytvoiime nasledujicim postupem. Jako v domacim kole vytvorime udélosti
prichodu a odchodu pro kazdého zdkaznika. Tyto udalosti setfidime (udélosti odchodu pfed p¥ichody, které nastanou ve stejny
¢as). Setfidéné uddalosti jednou projdeme (podle vzristajiciho ¢asu) a budeme si udrzovat dobu T, kdy ze salénu odejde
posledni zadkaznik, ktery je v saléonu pravé pfitomen. Dobu T lze snadno udrzovat tak, Ze kdykoliv narazime na ptichod
néjakého zakaznika, novou hodnotu doby T zjistime jako maximum jeji minulé hodnoty a doby, kdy chce zpracovavany
zékaznik ze salénu odejit.

Priichod nad setfidénymi udalostmi bude probihat tak, ze kdyz narazime na

® piichod zékaznika A, upravime dobu T
® odchod zékaznika A, vytvofime stinovou zakazku pro zakaznika A, jejiz prichod nastavime na p¥ichod zdkaz-
nika A a odchod na dobu T (kterd je v té chvili vétsi nebo rovna dobé, kdy chtél ze salénu odejit zakaznik A).

Tento priichod lze provést v ¢ase O(N). TFidéni uddlosti ndm ale zabere ¢as O(N log N). Paméti budeme potiebovat
O(N) na ulozeni zadanych zakazek, stinovych zakazek a setiidénych udalosti. Druha ¢4st feeni, algoritmus z doméciho kola,
mé stejnou ¢asovou i pamétovou slozitost jako pravé popsané vytvoreni stinovych zakazek, a tak je celkovd ¢asova slozitost
naseho feSeni O(N log N) a pamétova pak O(N).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX_N 100

struct zakazka {

long z,t; /* zalatek a doba trvani */
};
struct udalost {
long t; /* &as udalosti */
char prichod; /* ptichod nebo odchod */
int zakaznik; /* &islo zakaznika této udalosti */

};

/* porovndni uddlosti: t¥idi se podle Casu a v pripadé shody Casu nejd¥ive odchod */
int udalost_cmp(const void *el,const void *e2) {
if (((struct udalost *)el)->t == ((struct udalost *)e2)->t)
return ((struct udalost *)el)->prichod - ((struct udalost *)e2)->prichod;
return ((struct udalost *)el)->t - ((struct udalost *)e2)->t;

}

int N;

struct zakazka zakazky[MAX_N];

int stack[MAX_N];

int stack_top=0; /* index prvniho neobsazeného mista ve stacku */

int prirazeni_pracek [MAX_N];



int pocet_pracek=0;
struct udalost udalosti[2*MAX_N];

void uprav_udalosti(void) {
struct udalost prichody[MAX_N+1];
struct udalost odchody [MAX_N+1];
int prichody_len=0,odchody_len=0,1i;
long max_odchod=-1;

/* zarazka pro slévani */
prichody [prichody_len++] .t=-1;
odchody [odchody_len++] .t=-1;

/* vytvofeni pf¥ichodd a odchodd */
for (i=0;i<2*N;i++)
if (udalostil[i].prichod) {
int odchod=zakazky[udalostil[i].zakaznik].z +
zakazky[udalosti[i] .zakaznik] .t;
if (odchod > max_odchod) max_odchod=odchod;

prichody[prichody_len++]=udalostil[i];
} else /* odchod */ {

odchody [odchody_len]=udalostil[i];

odchody [odchody_len++] .t=max_odchod;

}
/* jedté& slit p¥ichody a odchody do uddlosti */
prichody_len--; /#* aby ukazoval ne za platny pfichod, ale na né&j */
odchody_len--; /* to samé s odchody */
i=2xN-1; /* index na konec pole udalosti, plnime ho zezadu */

while (prichodyl[prichody_len].t!=-1 || odchodyl[odchody_len].t!=-1)
if (prichody[prichody_len].t >= odchodyl[odchody_len].t) /* p¥idej pf¥ichod */
udalosti[i--]=prichody[prichody_len--];
else /* p¥idej odchod */
udalosti[i--]=odchody [odchody_len--];
}

int main(void)
{

int 1i;

/* NaCteni dat */

printf("Zadejte polet zdkazniki:");

scanf ("%d",&N) ;

for (i=0;i<N;i++) {
printf ("Doba pfichodu a ¢as prani %d. zdkaznika:",i+1);
scanf ("%1d %1d",&zakazkyl[i].z,&zakazky[i].t);

}

/* Vytvofeni udalosti */
for (i=0;i<N;i++) {
/* prichod */
udalosti[2*i] .t=zakazky[i] .z;
udalosti[2#i] .prichod=1;
udalosti[2*i] .zakaznik=1;
/* odchod */
udalosti[2*i+1].t=zakazky[i] .z+zakazky[i].t;
udalosti[2*i+1] .prichod=0;
udalosti[2*i+1] .zakaznik=1i;

}
gsort (udalosti,2*N,sizeof (struct udalost),udalost_cmp);

/* zména oproti domdcimu kolu */



uprav_udalosti();

/* simulace provozu */
for (i=0;i<2*N;i++)
if (udalostil[i].prichod) {
int pracka;
if (!stack_top) /* nova pracka */ pracka=++pocet_pracek;
else pracka=stack[--stack_top];
prirazeni_pracek[udalosti[i] .zakaznik]=pracka;
} else /* odchod */ {
stack[stack_top++]=prirazeni_pracek[udalosti[i].zakaznik];
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/* vypsani dat */
printf("Je tfeba alespoil %d pracek.\n",pocet_pracek);
for (i=0;i<N;i++) printf("Zakaznik %d pijde k praéce ’%d.\n",i+l,prirazeni_pracek[i]);

return 0;
}
P-II-2 Zakazané rozdily

Nejdrive provedeme substituci x; = y; + a;,v41 pro ¢, 1 < ¢ < N, a xy4+1 = yn+1. Napiiklad pro soustavu z prvniho
prikladu v zadani Glohy dostane po substituci:

y1—y2 #0
Y1 —ys#0
Y1 —Ys #0
Yo —ys # 1
Y2 —ys # 0
Ys —Ys #0

Pro soustavu z druhého prikladu dostaneme po substituci:

Y1 — Y2 # 2 =0 (mod 2)
Y1 —ys #0
Y2 —ys #0

Nové ziskand soustava podminek (nerovnic) ma feseni préaveé tehdy, pokud ho méla ta pivodni: Kdyz z;, 1 <i < N +1,
fesi ptivodni soustavu, pak feseni nové soustavy nerovnic je y; = ©; — a; N1 pro ¢ < N a yny1 = Tny1; naopak z FeSeni
nové soustavy ziskame feseni ptivodni soustavu pfictenim hodnot a; y41.

Povsimnéme si, Ze vSechny nerovnosti, ve kterych se vyskytuje yn+1, maji pravou stranu rovnu 0 (po odeéteni a; yy1
od obou stran nerovnosti):

Ty — TNy1 = (Ui + Qi N41) — YN41 = Yi — YN+1 + Qi N+1 7 Qi N41-

Podivejme se blize na nové ziskanou soustavou nerovnic. Pokud jsou vSechny pravé strany rovny nule, znamena to, ze vSechny
neznameé yi,...,yn+1 musi byt navzajem rizné. Protoze ale existuje pouze N ¢isel s raznymi zbytky po déleni N, soustava
nerovnic nema feseni. Vzapéti ukazeme, ze pokud nejsou vSechny pravé strany rovny nule, pak nova soustava nerovnic, a tedy
i ta pivodni maji feseni.
Oznacme a’ pravou stranu nerovnice, jejiz leva strana je y; — y;. Pfedpokladejme, Ze a; ; # 0 pro néjaké i a j. Protoze
1N+1 =0z volby yi, musi platit 1 <7 < j < N. Polozme y; = y; = 0. Protoze a; ; # 0, nerovnost y; — y; # a; ; je
tim zjevné splnéna. Nyni zvolime hodnoty ostatnich nezndmych postupné od y; do yy, tak aby vSechny nerovnosti, které
je obsahuji, byly splnény. V okamziku, kdy volime hodnotu neznamé yi, 1 < k < N, k # i, 7, tak se nezndm4 y;, vyskytuje
v nejvyse N — 1 nerovnostech s ostatnimi nezndmymi, jejichz hodnotu jsme jiz zvolili. Protoze kazda nerovnost ,zakazuje“
prifazeni pravé jednoho z ¢isel 0,..., N — 1 nezndmé vy, je dohromady zakazano nejvyse N — 2 hodnot a lze y; néjakou
hodnotu priradit.

Zbyvé zvolit hodnotu yy 1. Po provedeni nasi substituce, byly pravé strany vSech N nerovnosti, ve kterych se yn41
vyskytuje rovny nule. Tedy hodnota yx; musi byt rizné od hodnot y,,...,yn. Protoze y; = y;, maji nezndmé yi,...,yn
nejvySe N — 1 riznych hodnot, a proto lze yy41 pfifadit (alespon) jednu z hodnot 0,..., N — 1.

Nase dosavadni tvahy vedou pfimocare ke kvadratickému algoritmu, ktery fesi zadanou tlohu. Nejprve provedeme
substituci popsanou v prvnim odstavci. Pokud jsou vSechny pravé strany po substituci rovny 0, nova i puvodni soustava
nerovnic nemaji feSeni. V opa¢ném pripadé€ nalezneme feseni nové soustavy nerovnic postupem popsanym v predchozich



dvou odstavcich. Refeni ptivodni soustavy snadno ziskame aplikaci substituce inverzni k prvni provedené substituci. Casova
i pamétova sloZitost naseho algoritmu je kvadraticka v N, tj. O(N?).

program rozdily;
const MAX=1000;

var A: array[1l..MAX,1..MAX] of integer; { pravé strany nerovnosti }
N: integer; { po&et neznamjch }
subst: array[1..MAX+1] of integer; { substituéni posun }
y: array[1l..MAX+1] of integer; { feSeni nové soustavy }

procedure nacti;
var i,j:integer;
begin
write(’N = ?);
readln(N);
for i:=1 to N+1 do
for j:=i+1 to N+1 do

begin
write(’al’,i,%,’,3,°1 = ?);
readln(A[il [j1);

end;

end;

procedure substituuj;
var i,j:integer;
begin
for i:=1 to N do
subst[i] :=A[i] [N+1];
subst [N+1] :=0;
for i:=1 to N+1 do
for j:=i+l1l to N+1 do
A[i]1[j]:=CA[i] [jl+subst[j]-subst[i]+N) mod N;

end;

function spocitej: boolean;
var i,j,k,l:integer; { pomocné proménné i, j a k jako v popisu algoritmu }
zakazane:array[0..MAX-1] of boolean; { pole zakazanjch hodnot pro nezndmou }
begin
i:=1;
while i<N do
begin
ji=it+l;
while j<=N do
begin
if A[i]1[j]1<>0 then break;
inc(j)
end;
if j<=N then break;
inc (i)
end;
if i=N then
begin
spocitej:=false;
exit
end;
y[il:=0; y[j1:=0;
for k:=1 to N do
begin
if (k=i) or (k=j) then continue;
for 1:=0 to N-1 do zakazane[l]:=false;
for 1:=1 to k-1 do zakazane[(y[1]-A[1] [k]+N) mod N]:=true;
if i>k then zakazane[(y[i]+A[k][i]) mod N]:=true;
if j>k then zakazane[(y[jl+A[k][j]) mod N]:=true;
1:=0;
while zakazane[l] do inc(1l);
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y[k]:
end;
for 1:=0 to N-1 do zakazane[l]:=false;

for 1:=1 to N do zakazane[y[1]]:=true;
1:=0;
while zakazane[l] do inc(1);
y[N+1] :=1;
spocitej:=true
end;

procedure vypis;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N+1 do
writeln(’x[’,1,’] = ?,(y[i]l+subst[i]) mod N);
end;

begin
nacti;
substituuj;
if spocitej then
vypis
else
writeln(’Zadana soustava nerovnic nema FreSeni.’);
end.

P-11I-3 Redundantni redundance

1. FeSeni: Nejprve si ukdzeme jednoduché Feseni pracujici v ¢ase O(kn), zalozené na pifhradkovém t¥idéni, zvaném téz
RadixSort ¢i BucketSort. Jak takové tridéni funguje? Pokud chceme setfidit m fetézcd si, ..., Sp, délky [, nejdiive je
setfidime podle posledniho pismene, pak podle pfedposledniho (pfi¢emz pokud se pfedposledni pismeno shoduje, zachovame
pofadi podle posledniho pismene) atd. az podle prvniho pismene. T¥idéni podle i-tého pismene (tomu budeme fikat jeden
prichod) provadime tak, Ze si zalozime piihradky indexované pismeny, jednotlivé fetézce (respektive jejich ¢isla) rozmistime
do ptihradek podle toho, jaké je jejich i-té pismeno, a nakonec prihradky projdeme od nejmensiho pismene k nejvétsimu a
fetézce z nich vysbirame.

Kazdy prichod bude trvat O(m) [¢as zavisi i na velikosti abecedy, protoze musime projit i prazdné piihrddky, ale to
pro nés bude konstanta, tudiz se ,schova do O-¢ka*], prachodu je I, takze celkem t¥idénim stravime éas O(Im).

Abychom vyfesili nasi tlohu, nalezneme v zadaném fetézci vSechny podietézce délky k (téch je n — k), setfidime je
RadixSortem a poté v setfidéném seznamu najdeme nejdelsi Gsek tvoreny stejnymi podietézci. OvSem vSimneme si, Ze si
pri tfidéni podfetézcti nemusime pamatovat celé podfetézce, ale staci nam jejich zacatky ve ,velkém® Fetézci. Takto vse
zvladneme v ¢ase O(kn) a prostoru O(n).

Jesté jedna pozndmka k implementaci: abychom zbytecné neplytvali paméti, neukladame jednotlivé prihradky jako
oddélena pole, ale vS§imneme si, ze vSechny pfihradky dohromady obsahuji jen n prvkd, takze je naskladdme do jednoho
n-prvkového pole, jen si v druhém poli pamatujeme, kde ktera prihradka zac¢iné. Z vysbirani hodnot z prihradek se pak stane
jen zkopirovani jednoho pole do druhého.

program RedundancePoprve;
const max=100;

var T:stringl[max]; { Zadany fetézec }
k:integer; { Jak dlouhé podfeté&zce hledame }
n:integer; { Kolik existuje podfetézci délky k }
a,b:array [1..max] of integer; { Pole, které t¥idime; pole s p¥ihradkami }
p:array [char] of integer; { Velikosti/zacatky p¥ihradek }
i,j,1l,maxcnt,maxpos:integer; { Pomocné proménné }
c:char;
begin
readln(T); { Pfelteme si vstup }
readln (k) ;
n := length(T)-k+1;
for i:=1 to n do { VSechny moZné pozice podfetézcl }
ali] := i;
for j:=k-1 downto O do begin { RadixSort; podle j-tého pismene }
for c:=#0 to #255 do { Spocteme velikosti p¥ihradek }



plcl := 0;
for i:=1 to n do
inc(p[Tlalil+j11);
1 :=1; { Spo&teme jejich zalatky }
for c:=#0 to #255 do begin
1 :=1+ plcl;
plc]l :=1 - plcl;
end;
for i:=1 to n do begin { Rozdélime do pfihradek }
c := Tlalil+j];
blplcl] := alil;
inc(plcl);
end;
for i:=1 to n do { A opét z nich vybereme }
alil := bl[il;
end;

i=1; { Hledame nejdelsi usek }
maxcnt := 0;
while i<=n do begin
j o= 1i;
while (i<=n) and (copy(T,al[i],k) = copy(T,aljl,k)) do
inc(i);
if i-j > maxcnt then begin
maxcnt := i-j;
maxpos := aljl;
end;
end;

writeln(copy(T,maxpos,k)); { A vypiSeme v§ystup, hura! }
writeln(maxcnt);
end.

2. FeSeni: Existuje algoritmus Fesici zadanou tlohu a pracujici v ¢ase O(n), kde n je délka textu T', je vSak pomérné kompliko-
vany. My si misto néj ukdzeme o néco jednodussi randomizovany algoritmus, tj. algoritmus pouzivajici pii vypoc¢tu ndhodna
¢isla a pracujici v éase O(n) alespoii v primérném piipadé. Tim je minéno, Ze pokud budeme mit smiilu na to, jaka ¢isla ndm
padaji z generdtoru ndhodnych ¢éisel, miZe to trvat i déle, nicméné ve vétsiné pfipadi ndm (nezavisle na vstupnich datech)
da vysledek v ¢ase O(n).

I toto Teseni je dosti trikové a vyuziva netrividlni vysledky. Nepredpoklddame samoziejmé, Ze byste tyto techniky méli
znat ¢i dokazat aktivné pouzivat — uvadime ho spiSe pro zajimavost a pripadné jako inspiraci pro hlubsi zajemce o obor.

Na&s randomizovany algoritmus bude fungovat tak, Ze nejprve feSeni ,uhodne“, ovéii si, Ze uhodnuté feSeni je opravdu
spravné, a pokud nebude, cely postup zopakuje. Takovy algoritmus samoziejmé nemusi nikdy skoncit, ale my si dokézeme, ze
uhodnuté feseni bude spravné s pravdépodobnostni alespont 1/2, takze v primérném pfipadé budeme potiebovat nejvyse 2
pokusy. Jak hddani, tak ovéfovani budou zabirat ¢as O(n), takze tuto ¢asovou slozitost bude mit v priumeéru i cely algoritmus.

Nejprve si rozmysleme, ze pokud uhodneme, Ze se néjaky retézec délky k opakuje v textu [-krat, mizeme si snadno
oveérit, ze tomu tak skutecné je. K tomu pouzijeme feseni tlohy z domaciho kola — sestrojime si vyhledavaci automat pro
tento podretézec, projedeme s nim text a spocitame pocet jeho vyskytu, tj. pocet prichodt findlnim stavem. To nam zabere
¢as O(n) — v Case O(k) sestrojime automat, v ¢ase O(n) projedeme text automatem, a k < n.

Faze hadani funguje takto: Nejprve si zvolime hashovaci funkci. To je néjakd funkce h, zobrazujici fetézce délky k na
celd ¢isla mezi 0 a p — 1 (hodnotu p si zvolime pozdé&ji). Samozfejmé se ndm muZe stat, ze dva Fetézce zobrazime na stejné
¢islo (tomu se Fika kolize), nicméné pokud bude hashovaci funkce dobré, nebude se to stavat ¢asto. Nyni kazdy podietézec
textu T" délky k zobrazime touto funkci a spocitdme pocty retézci, které se zobrazi na jedno ¢islo. Z téchto poctu si vezmeme
ten nejvétsi a vratime jeden z pripadné vice Fetézctl, které se na prislusné cislo zobrazily. Pokud tento fetézec nekolidoval
s zadnym jingm, mame vyhrano, protoZe vSechny ostatni fetézce (i kdyZ jsme nékteré kvuli kolizim nedokézali od sebe
rozlisit) nejsou ¢astéjsi; pokud kolidoval, odhali to kontrola.

Zbyva domyslet detaily tak, abychom vse zvladli v linearnim case:

Nalezeni nejcastéjsi hodnoty hashovaci funkce: Poslouzi nam opét RadixSort: kazdé é&islo si zapiseme ve tvaru azn® +
asn? + ain + ag, kde a; jsou mensi nez n (to neni nic jiného, nez zapis &isla v soustavé o zékladu n) a budeme ho tiidit jako
fetézec azazajag nad n-prvkovou abecedou. Jak uz vime, RadixSort takové t¥idéni zvladne v ¢ase O(n).

Pocitdni hashovaci funkce musime udélat Sikovné (ve skuteénosti toto je hlavni trik celého FeSeni, zbytek jsou jen
technické detaily), jinak bychom zde potfebovali ¢as nk nebo vétsi. Trik je v tom, Ze si zvolime takovou hashovaci funkei,
abychom (pro w slovo délky k — 1, s a t pismena) dokézali h(ws) spoéitat se znalosti h(tw) v konstantnim ¢ase. Pak pokud
budeme hashovaci funkce podfetézcti pocitat postupné od zacatku a posunovat se vzdy o jedno pismeno, spotiebujeme
skuteéné ¢as jen O(n).



Hashovaci funkci si zvolime takto: p bude ndhodné zvolené prvoéislo mezi kn3/2 a kn?,

k
h(sgpsSk—1...81) = (Z 256"151') mod p
i=1

(predpoklddame, ze abeceda [nebo spise ASCIIbeceda] mé 256 znakil).

Vyraz v zévorce si oznaéme X (s). X(s) samozfejmé mize byt vétsi neZ je rozsah ¢isla reprezentovaného v poécitaci,
nicméné moduleni p 1ze pfi jeho vypoctu provadét prabézné, takze nemizeme pretéct. Postupné pocitani funkce h je pak
jednoduché, nebot ziejmé h(ws) = (256 - h(tw) — (256* mod p)t + s) mod p.

Je snadné nahlédnout, Ze pravdépodobnost, ze dojde ke kolizi, je mensi nez 1/2: aby dvéma riiznym Fetézclim s; a so
byla pfifazena stejna hodnota, musel by rozdil X (s;) — X (s2) byt délitelny p. Velikost tohoto rozdilu je nanejvys 256%, tedy
ho déli nanejvys 8log, k riznych prvoéisel (kazdé z nich mé velikost alesponi 2 a kdyby jich bylo vic, jejich soucin by musel
byt vétsi nez 256%). Riznych fetézct je nanejvys n, tedy jejich dvojic je nanejvys n?/2 a ,Spatnjch* prvoéisel nanejvyé;

4kn?. Pomérné netrivialni vysledek z teorie ¢isel nam iika, Ze pocet prvocisel mezi kn3/2 a kn? je piiblizné tedy

2 log k:n3 ’

4
pravdépodobnost, Ze se trefime do $patného prvodisla, je mensi nez Slog kn® < Slog” = 32 log" , coZ je mensi nez 1/2 pro

n > 381 — ve skutecnosti jsou uvedené odhady pomeérné hrubé, takze tato pravdepodobnost Je Jeste podstatné mensi.

Zbyvéa jediny technicky detail — jak nalézt ndhodné prvocislo. To lze provést v case O(log n), kde d je né&jaka konstanta,
nicméné neni to uplné triviadlni. Misto toho v programu volime pouze ndhodné ¢islo v daném intervalu; do prvocisla se trefime
s pravdépodobnosti piiblizné 1/logn, tedy ¢asova slozitost se tim zhorsi nanejvys na O(nlogn).

program RedundancePodruhe;

const maxN = 1000;

type pole = array[0..maxN] of longint;

var t : string;
k, 1, nRepl, nRep2, idx, i : integer;
p, v256naKmodP, highP, lowP : longint;

{ Spo&ita polet vyskytl fetézce zafinajiciho na pozici idx a uloZi tuto hodnotu do nRep }
procedure Verify (idx : integer; var nRep : integer);
var back : pole;
f, 1 : integer;
begin
{ spo&ita zpétnou funkci pro Fetézec od pozice idx }
f := 0;
back[1] := 0;
for i := 2 to k do
begin
while true do
begin
if t[idx + f] = t[idx + i - 1] then
begin
inc (f);
break;
end;
if £ = 0 then
break;
f := back[f];
end;
back[i] := f;
end;

{ sp olita polet vyskytl Fetézce }
f :=0;
nRep = 0;
for i :=1 to 1 do
begin
while true do
begin
if t[idx + f] = t[i] then
begin
inc (£);
break;
end;



if £ = 0 then

break;

f := back[f];

end;
if £ = k then

begin

inc (nRep);

f := back[f];
end;

end;
end;

{ Spoc&ita hashovaci funkci pro zalatek t }
function HashBegin : longint;
var i : integer;
h : longint;
begin
h := 0;

for i := 1 to k do
h := (2566 * h + ord (t[i])) mod p;
HashBegin := h;
end;

{ Posune hashovaci funkci h na pozici idx o 1 pismeno }
function HashShift (h : longint; idx : integer) : longint;
var minus : longint;
begin

h := (h * 256) mod p;

minus := (v256naKmodP * ord (t[idx])) mod p;

HashShift := (h + p - minus + ord (t[idx+k])) mod p;
end;

{ Vybere z a n-tou &islici }
function digit (a : longint; n : integer) : integer;
var i : integer;

begin
for i :=1 to n do
a := a div 1;
digit := a mod 1;
end;

{ Set#idi pole a délky m podle n-té Cislice a visledek ulozi do sorted }
procedure SortByDigit (var a : pole; m, n : integer; var sorted : pole);
var nReps : pole;
i, d : integer;
begin
{ spo&ita pocty opakovéani }
for i := 0 to 2*1 do
nReps[i] := 0;
for i := 1 to m do
inc (nReps[digit (alil, n) + 11);

{ spocita zacatky usekt prvkd }
for i := 1 to 2%1 do
nReps[i] := nReps[i - 1] + nReps[i];

{ zapiSe prvky na spravné pozice }
for i := 1 to m do
begin
d := digit (alil, n);
inc (nReps[dl);
sorted[nReps[d]] := alil;
end;
end;



{ Setfidi pole a délky m a vysledek ulozi do sorted }

procedure RadixSort (var a : pole; m : integer; var sorted :
var temp : pole;
begin
SortByDigit (a, m, O, temp);
SortByDigit (temp, m, 1, sorted);
SortByDigit (sorted, m, 2, temp);
SortByDigit (temp, m, 1, sorted);
end;

pole);

{ Nalezne v poli a délky m &islo, které se v ném nejcast&ji opakuje,

polet opakovani d& do nRep, &islo do v }
procedure MostCommon (var a : pole; m : integer; var v :
var sorted : pole;
i, ¢ : integer;
begin
RadixSort (a, m, sorted);
v := sorted[1];
c :=1;
nRep := 1;
for i := 2 tom do
begin
if sorted[i] = sorted[i - 1] then
inc(c)
else
c :=1;
if ¢ > nRep then
begin
v := sorted[i];
nRep := c;
end;
end;
end;

{ "Uhodne" podfetézec, ktery se v T vyskytuje nejcasté&ji.

zalatek prvniho vyskytu do idx }

procedure Guess (var idx : integer; var nRep : integer);
var hashVals : pole;
i : integer;
v : longint;
begin
hashVals[1] := hashBegin;

for i :=1to 1l - k do
hashVals[i + 1] := HashShift (hashVals[i], i);

MostCommon (hashVals, 1 - k + 1, v, nRep);
for i :=1tol -k + 1 do
if hashVals[i] = v then
begin
idx := 1i;
break;
end;
end;

{ Hlavni program }
begin
readln (k);
readln (t);
1 := length (t);
highP := 1 *x 1 * 1 * k;
lowP := highP div 2;

repeat
p := random (highP - lowP) + lowP;

longint; var nRep :

integer);

PoCet vyskyth ulozZi do nRep,



v256naKmodP := 1;
for i := 1 to k do
v256naKmodP := (256 * v256naKmodP) mod p;
Guess (idx, nRepl);
Verify (idx, nRep2);
until nRepl = nRep2;

writeln (nRepl);
for i := idx to idx + k - 1 do
write (t[i]);
writeln;
end.

P-11-4 ALIK

Tuto Glohu bychom mohli fesit podobné jako tlohy z minulého kola v ¢ase O(log N) s O(N)-bitovymi ¢isly — staci
si v8imnout, Ze otoceni ¢isla délky N lze provést prohozenim jeho polovin (coZ zvlddneme na konstantni pocet operaci)
a naslednym oto¢enim obou polovin (coZ milzeme udélat sou¢asng). Pro N = 8 by to vypadalo takto:

T = T7xgl5L4X3T2L1LQ

a:=2x A11110000 a=zx7xx5040 0 00
b:=x2A00001111 b= 00 0 0x3z2z120
y:=(a>>4)V (b<<4) Y = X3LoT1LQL7LEL5TY
a:=1yA11001100 a=x3220 027260 0
b :=yA00110011 b= 00x1290 0x514
y:=(a>>2)V (b<<2) Y = T1ToT3T2T5T4LTLE
a:=1yA10101010 a=x10x30x50270
b :=yA01010101 b= 0x90x50x40x4
y:=(a>1)V(b<<1) Y = ToT1ToL3L4T5LeLT

Ovsem pokud vyuzijeme nasobeni a déleni, zvladneme totéZ na konstantni pocet operaci, i kdyz, pravda, budeme potiebovat
¢isla délky O(N?).

N&$ algoritmus bude zaloZzen na tom, Zze zadané ¢islo x = zn_1...x¢ nejprve N-krat zkopirujeme (to lze provést
nasobenim), pak i-tou kopii nahradime ¢islem, které bude na i-tém misté obsahovat zy_1_; a vSude jinde nuly, nacez
v8echny kopie secteme (k tomu lze opét pouzit ndsobeni, ale my si ukdZzeme pé&kny trik se zbytkem po déleni).

)

Kopirovani provedeme takto: éislo o vynasobime é&islem (0V~11)N+1 ¢imz ziskdme (zy_1...79)N L, €li N + 1 kopii
zadaného ¢isla. Tento vysledek si ale také mizeme predstavit rozdéleny na N tsekd délky NV 4 1: nejnizsi tisek bude obsahovat
Gislice xoxrn—_1 ... o, ten nad nim xyzexN_1 ...21 atd. Tedy i-ty Gsek zespoda (pocitdno od nuly) bude mit na nejniz$im
misté x;.

Nyni kazdy tisek vyplnime hodnotou jeho nejnizsiho bitu. K tomu staéi tisek upravit do tvaru 10V ~'xz; (pouzijeme A
a V) a odecist od né&j jedni¢ku. Pokud z; bylo 1, vyjde 10V, jinak dojde k prenosu a dostaneme 01". V kazdém piipadé se
na nejvyssSim misté objevi x; a na ostatnich —x;, coz jednim xzorem opravime na x; vSude. Navic nemohlo dojit k pfenosu
mimo usek, takze se Gseky navzijem neovliviuji, a tudiz tuto operaci mizeme provést pro vSechny soucasné.

Nyni stac¢i vhodnym andovanim v kazdém tiseku ponechat x; na pozici, na které méa ve vysledku skoncit, ostatni vyskyty
x; vynulovat a vSechny tseky secist. Sec¢teni muzeme provést péknym trikem: pokud mame v registru r ulozeno ¢islo tvaru
t1...t,, kde t; jsou k-bitova ¢isla, a spocteme r % (2% — 1), vyjde (t; + ... +t.) %(2* — 1). V nasem piipadé navic vime, Ze
ty+...+t, < 2F — 1, protoze s¢itame (N + 1)-bitové tiseky s N-bitovym vysledkem, a tak se modulo na vysledku neprojevi
a dostaneme pfimo hledany soucet.

Pro¢ modulo 2¥ — 1 funguje jako soudet blokti, mtizeme nahlédnout z toho, jak by se choval ,gkolni“ algoritmus pro
déleni cisel na papife, ale také to muzeme snadno dokézat indukci: pro z = 1 trik urcité funguje; kdyz uz vime, ze funguje
pro z — 1 a chceme dokazat, ze funguje i pro z, vSimneme si, ze:

to %2 —1) = (1. tam1) 28 + 1) %(2F - 1) =
= ( (tr. .ty %(2" — 1)) - (2F %(2F — 1)) +t2) %(2F — 1),
indukéni predpoklad =1

coz da dohromady (t; + ... +t.) %(2F — 1), presné, jak jsme chtéli.

Ke viem vypocétim jsme potiebovali registry délky N - (N + 1) = O(N?). Operaci bylo dohromady konstantné mnoho.
Zbyvé uz jen program:

Y= * (ON—ll)N+1 Y= (xN—l . .'II())N+1
= (xN_l “ee xo.rN_l) e (3}11‘0.13]\[_1 .o .xl)(l‘()x]\r_l e xo)
y:=yA OV y=(0Nzyn_1)...(0Nz1)(0Nz0)
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y:=yV (10NN y= (10" "tzy_1)... (10N 12y) (10N ~1xg)

Yyi=y— (ONl)N Yy = (fol(_'CL‘Nfl)N)...(JI()(_'CC())N)

y =y ® (01V)N y=(ayt) .. (g™

y:=yA(0V1)(0V-110)... (010N~ 1) y=(0NzN_1) (0N lzy_50)...(002,0V~2)(02,0N 1)
y::y(le+1 y=0xpz1...xN_1
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