54. ro¢nik Matematické olympiady — 2004,/2005

Komentdre k uloham domdciho kola kategorie P

P-I-1 Pradelna

Nejprve se zaméfme na to, kolika prackami bude potieba vybavit pradelnu. Je zfejmé, zZe je potieba alespon tolik pracek,
kolik ma Borivoj nejvyse v jednom okamziku zakaznikt. Pozdéji ukazeme, Ze tento pocet pracek je i dostatecny. Nejprve
si vSak rozmysleme, jak urcit maximalni pocet zdkaznik pradelny v jednom okamziku. Budeme simulovat déni v pradelné
podle ¢asu a zaroven pocitat pocet zakaznik v pradelné. Uddlosti nazveme prichod nebo odchod nékterého ze zakaznikt.
Pro kazdého zékaznika si vytvoiime dvojici udalosti: jednu pro pfichod a druhou pro odchod zakaznika. Vytvorené udalosti
setfidime podle jejich ¢asu a budeme sledovat pfichody a odchody v poradi, v némz jsou setfidény. Udéalosti se stejnym casem
zpracujeme naraz. P¥i odchodu snizime pocet zdkaznikt v pradelné, naopak pfi pfichodu ho zvysime. Hledany maxima&lni
pocet zakaznikd v jednom okamziku je pak zfejmé maximum z takto ziskanych pocti zakaznika v pradelné.

Nyni ukézeme, ze tento pocet pracek je dostateény tim, ze nalezneme prifazeni pracek zakaznikiim pradelny. Znovu
spustime simulaci pfichodt a odchodu zdkazniki. U kazdé pracky si budeme pamatovat, jestli je obsazena. V jednom okamziku
nejprve uvolnime pracky, které byly pouzivany zakazniky, co pravé odesli, a pak pfitadime volné pracky nové prichozim
zédkazniktm. Zrejmé kazdému zdkaznikovi takto ptiradime jednu pracku a tedy pocet pracek je dostatecny.

Pii samotné implementaci popsaného feSeni jesté muzeme pouzit nékolik triki, jak nas algoritmus malinko vylepsit.
Abychom se vyhnuli slozitému zpracovani udalosti se stejnym ¢asem naréz, setiidime udalosti tak, Ze udalosti odchodu jsou
zarazeny pred prichody, které nastanou ve stejny cas. Pak muzeme nejprve zpracovat odchody a poté prichody — tim ztstane
korektnost algoritmu pii obou simulacich zachovéana.

Dalsi drobné vylepseni spociva ve slouceni obou simulaci do jedné. Za¢neme s pradelnou, ve které nejsou zadné pracky. Pri
prichodu zakaznika ho zkusime umistit k nepouzivané pracce. Pokud zadna takova pracka neexistuje, ,,vytvorime*“ v pradelné
novou pracku, ke které zakaznika posleme. Pfi odchodu zakaznika jeho pracku uvolnime. Hledany minimélni pocet pracek je
pocet pracek, které jsme v pradelné museli ,,vytvorit“ (pocet pracek, které existuji, je roven maximalnimu poctu zdkaznikd,
ktefi byli dosud v pradelné ve stejném okamziku).

Zbyvé odhadnout ¢asovou a pamétovou slozitost naseho algoritmu. Nejprve musime udélosti setfidit, na coz spotiebuje-
me ¢as O(N log N) pfi pouziti vhodného t¥idiciho algoritmu. P¥ipometime, ze N je pocet zdkazniki pradelny. V implementaci
jsme pouzili algoritmus quicksort, ktery méa sloZitost O(N log N) sice jen v priamérném piipadé, ale misto néj lze samoziejmé
pouzit libovolny t¥idici algoritmus s ¢asovou sloZitosti O(N log N) v nejhorsim piipadé. Poté provedeme jeden prichod se-
tfidénymi udalostmi. Na zpracovani jedné udalosti ndm stac¢i konstantni ¢asova slozitost. Cela simulace déni v pradelné ma
tak Casovou slozitost O(N). Celkova ¢asovd slozitost naseho algoritmu je tedy O(N log N). Pamétova slozitost je O(N), coz
je mnozstvi paméti potfebné na uloZeni zakazek, volnych a pouzivanych pracek (téch je nejvice tolik, kolik je zdkazniki) a
setfidénych prichodu a odchodd do paméti.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX_N 100

struct zakazka {

long z,t; // za&atek a doba trvani
};
struct udalost {
long t; // &as udalosti
char prichod; // pfichod nebo odchod
int zakaznik; // &islo zékaznika této udalosti

};

// porovnéni udalosti: t¥idi se podle asu a v pfipadé shody Cast nejd¥ive odchod
int udalost_cmp(const void *el,const void *e2) {
if (((struct udalost *)el)->t == ((struct udalost *)e2)->t)
return ((struct udalost *)el)->prichod - ((struct udalost *)e2)->prichod;
return ((struct udalost *)el)->t - ((struct udalost *)e2)->t;
}

int N;

struct zakazka zakazky[MAX_NJ;

int stack[MAX_N];

int stack_top=0; // index prvniho neobsazeného mista v stacku

int prirazeni_pracek [MAX_N];
int pocet_pracek=0;



struct udalost udalosti[2*MAX_NJ;
FILE *xfr,*fw;

int main(void)
{

int i;

fr=fopen("pradelna.in","r"); // nalteni dat
fscanf (fr,"%d",&N);
for (i=0;i<N;i++) fscanf(fr,"%ld %1d",&zakazky[i].z,&zakazky[i].t);

fclose(fr);
for (i=0;i<N;i++) { // vytvofeni udalosti
udalosti[2#i] .t=zakazky[i].z; // p¥ichod

udalosti[2*i] .prichod=1;

udalosti[2*i] .zakaznik=1;

udalosti[2*i+1] .t=zakazky[i] .z+zakazky[i].t; // odchod
udalosti[2#i+1] .prichod=0;

udalosti[2*i+1] .zakaznik=1i;

}
gsort(udalosti,2*N,sizeof (struct udalost) ,udalost_cmp);

for (i=0;i<2*N;i++) // simulace provozu
if (udalostil[i].prichod) {
int pracka;
if (!stack_top) /* nova pracka */ pracka=++pocet_pracek;
else pracka=stack[--stack_top];
prirazeni_pracek[udalosti[i] .zakaznik]=pracka;

} else {
stack[stack_top++]=prirazeni_pracek[udalosti[i].zakaznik];
}
fw=fopen("pradelna.out","w"); // vypsani vystupu

fprintf (fw,"%d\n" ,pocet_pracek) ;
for (i=0;i<N;i++) fprintf(fw,"%d\n",prirazeni_pracek[i]);
fclose(fw);

return O;

}

P-1I-2 Zavody

Tuto tlohu budeme fesit piimocare. Budeme postupné ¢ist ¢isla §vabi, vzdy zjistime, kolik jiz dobéhlo svabti s ¢islem
vys$Sim, nez je Cislo pravé zpracovavaného svaba, a tento pocet pri¢teme k vyslednému poctu opacné usporadanych dvojic.
Takto zjevné zapocitame kazdou opac¢né usporddanou dvojici §vabu pravé jednou a ziskame tedy hledanou miru promi-
chanosti. Pokud bychom se spokojili s kvadratickou ¢asovou slozitosti, mohli bychom pocet svabt s vyssi ¢islem zjisStovat
pfimym prichodem jiz nactenych c¢isel. My bychom ale radi doséhli lepsi casové slozitosti, a proto musime byt chyttejsi.
Nadale budeme ptedpokladat, ze N (pocet §vébil) je mocnina dvojky — pokud neni, miizeme si snadno ptredstavit, ze vstupni
posloupnost je doplnéna tak, aby jeji délka byla mocninou dvou a nic tim nezkazime (vstup si prodlouzime nejvyse dvakrat
a pocet dvojic ve Spatném pofadi se nezméni). Budeme si pribézné udrzovat informaci, kolik dosud nactenych ¢isel bylo
v intervalu [N/2,..., N — 1], kolik v intervalech [N/4,...,N/2 —1] a [N/2,...,3N/4 — 1] a tak dale. Na poc¢atku jsou tyto
poéty zjevné nulové. Kdyz pfecteme dalsi ¢islo, podivame se, zda je mensi nez N/2. Pokud ano, pfi¢teme k vysledku pocet
C¢isel z intervalu [N/2, ..., N —1] a pokracujeme v testovani na intervalu [0, ..., N/2—1]. Jinak zvySime pocet ¢isel v intervalu
[N/2,...,N — 1] a pokra¢ujeme v testovani na intervalu [N/2,..., N — 1]. Obecné na kazdém intervalu se podivdme, zda
je nové ¢islo mensi nez stfed intervalu. Pokud je, pfi¢teme k vysledku pocet ¢isel z horni poloviny intervalu a pokracujeme
v dolni poloviné. Pokud neni, zvysime pocet ¢isel v horni poloviné intervalu o jedna a pokracujeme na ni v testovani. Takto
postupujeme, dokud interval neméa délku jedna. Timto zptisobem jsme dokazali zjistit pocet jiz nactenych Cisel vétSich nez
aktualni ¢islo a zaroven jsme do nasi struktury aktudlni ¢islo zahrnuli. Protoze se v kazdém kroku délka intervalu zkrati
na polovinu, jedno zjisténi poctu vétsich ¢isel bude trvat O(log N). Celkova ¢asové slozitost tedy je O(N log N). Pamétova
slozitost naseho algoritmu je O(NV).

Ve vzorovém programu se pouziva dvou ne zcela obvyklych obratti, a proto je zde alespori struéné vysvétlime. Zjistovani,
do které poloviny intervalu aktudlni ¢islo spadd, provadime tak, Ze se podivame na pfisludny bit ¢isla (ozna¢me b = log, N;
nejdifve testujeme b — 1-ty bit, pak b — 2-ty aZz nakonec nulty bit) a pokud je 0, ¢islo je v dolni poloviné intervalu, pokud 1,
¢islo je v horni poloviné. Pocet ¢isel v jednotlivych intervalech mame ulozen v poli Vetsi. Na prvni pozici je ulozen pocet ¢isel
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v jediném intervalu délky N/2 (to je interval [N/2,..., N]), na dalsich dvou pozicich pocet ¢isel ve dvou intervalech délky
N/4 (to jsou intervaly [N/4,...,N/2—1] a[3N/4,..., N]), na dalsich étyfech pozicich pocet ¢isel ve étyfech intervalech délky
N/8 atd. Intervaly stejné délky jsou vzdy usporadany vzestupné podle svych poc¢atkt. Rozmyslete si, Ze pokud je podet ¢isel
v horni poloviné néjakého intervalu ulozen na pozici i, tak pocet ¢isel ve druhé ¢tvrtiné tohoto intervalu je uloZen na pozici
2 -4 a pocet Cisel ve ¢tvrté ¢tvrtiné je ulozen na pozici 2 -4 + 1.

program Zavody;

const
MAXN = 8192;
IFILE = ’zavody.in’;
OFILE = ’zavody.out’;

var
Vetsi : Array[1..MAXN] of Integer; {Pole s poéty vétdich prvki}
N, C : Integer; {Po&et &isel; Aktudlné nadtené &islo}
bits : Integer; {Nejblizsi vy85i mocnina dvou od N}
Inverzi : Longint; {Poget opaéné uspofddanych dvojicl}
i : Integer; {Pomocna promenna}
inp, out : Text; {Vstupni a vystupni soubor}

{Spo¢te dosavadni polet &isel vetSich nez C a C zafadil}
function Zarad(C : Integer) : Integer;

var
i : Integer; {Pomocna proménna}
pocet : Integer; {Poget vetZich &isel nez C}
act : Integer; {Aktualni vrchol ve stromu}
begin
pocet := 0;
act := 1;

for i := bits-1 downto 0 do
if (C and (1 shl i)) = O then begin {Spada ¢islo do spodni poloviny?}
pocet := pocet + Vetsilact]; {Zapoéteme ¢isla z horni poloviny}
act := 2xact;
end
else begin {Cislo spada do horni poloviny}
Inc(Vetsilact]); {Zvysime polet &isel v horni poloviné&}
act := 2%act+l;
end;
Zarad := pocet;
end;

begin

Inverzi := 0;

Assign(inp, IFILE);

Reset (inp) ;

ReadLn(inp, N);

bits := 0; {Zjistime nejbliz&i vys8i mocninu dvou}

while (1 shl bits < N) do
Inc(bits);

for i := 1 to (1 shl bits) do {Inicializace}
Vetsi[i] := 0;

for i := 1 to N do begin {Vipocet zacina}
Read (inp, C);
Inverzi := Inverzi + Zarad(C);

end;

Close(inp) ;

Assign(out, OFILE);

Rewrite(out);

WriteLn(out, Inverzi);

Close(out) ;

end.



P-I-3 Fylogenetika

Nejprve si zadefinujme nékteré pojmy a znaceni. Pojmy slovo a fetézec budou v néasledujicim textu znamenat to samé
— kone¢nou posloupnost znakt z n&jaké koneéné abecedy (v nasem piipadé ‘A’, ‘C’, ‘G’ a ‘T’). Napiiklad AAA a GGAGCTG jsou
fetézce. Specilni pfipad fetézce je prazdny fetézec, tj. takovy, ktery neobsahuje zadné znaky. Budeme ho znacit A. Délka
fetézce je poCet znakd, z nichz se skldda. Délku fetézce v si budeme znadit |v|. Tedy napiiklad |[AAA| = 3, |A] = 0.

Jsou-li u a v Tetézce, oznacime uv jejich spojeni. Tedy pokud tfeba u = AGG a v = CCT, je uv = AGGCCT.

Pocatecnimu useku fetézce budeme fikat jeho prefiz — tedy slovo u je prefixem slova v, pokud existuje fetézec w takovy,
7e uw = v. Koncovy tsek fetézce oznacime jako jeho suffiz. Slovo samotné je svym prefixem i suffixem (polozime-li w rovno
prazdnému Fetézci). Prefix (resp. suffix) slova v je netrividlni, pokud je rizny od v.

Podietézec Fetézce v je libovolny souvisly Gsek znakid obsazeny ve v — tedy w je podfetézec v, jestlize existuji (ne nutné
neprazdnd) slova z a k takovd, ze v = zwk; jinak Fedeno, pokud je w suffixem néjakého prefixu slova v.

Nyni se mizeme pustit do FeSeni ulohy. Zadané Fetézce si oznaCme s1, So, ..., S,. S bude soucet jejich délek, tedy
S = |s1| + [s2] + ...+ |sn|- Ze slov s; si sestavime wvyhleddvaci automat. Vyhleddvaci automat je struktura, umoziujici pro
libovolny Fetézec t urcit vSechna slova s;, ktera se vyskytujici jako podfetézec v ¢, v linearnim case. Kdyz toto budeme umeét,
feseni ulohy je jiz jednoduché — tento postup provedeme postupné pro t = sy, t = s, ..., t = Sy, ¢imz si zjistime postupné
predky prvniho, druhého, ..., n-tého organismu. Casova slozitost bude O(S + ¢as na konstrukci automatu + délka vystupu).

Nyni zbyva vytvofit takovy automat. Vyhledavaci automat se sklddd ze dvou Casti — trie postavené z fetézcu s; a
takzvané zpétné funkce.

Popis trie zacneme prikladem — takto vypada trie pro fetézce ze vzorového vstupu v zadani:

Trie je strom, jehoz vrcholy odpovidaji vSem prefixiim fetézct s;. Kdyz méa nékolik Tetézci s; stejny zacatek, odpovida
tomuto spoleénému prefixu jen jeden vrchol. Synové vrcholu odpovidajiciho Fetézci w jsou vrcholy odpovidajici Fetézcam
wz, kde x je néjaky znak abecedy, v nasem piipadé A, C, G nebo T. Kazdy vrchol ma tedy nejvysSe ¢tyfi syny, ale mtize mit i
méné, pokud zadné z s; nezacina na wx. Kofen stromu odpovida prazdnému fetézci.

Neékteré vrcholy trie odpovidaji sloviim z s; — napfiklad vrcholy, které nemaji Zadné syny, ale mohou to byt i vrcholy
uvnitt trie, pokud je nékteré ze slov prefixem jiného. Ostatni vrcholy budeme oznacovat jako pomocné.

O slovu budeme fikat, Ze je reprezentovdano v trii, pokud je to jedno ze slov s;, pro které jsme trii postavili. O slovu
budeme Fikat, Ze je v trii obsaZeno, pokud mu odpovida néjaky vrchol trie (mtize byt i pomocny). Kazdé slovo, které je v trii
reprezentovano, je v ni samoziejmé i obsazeno, opac¢né tvrzeni obecné neplati. Ve zbytku textu budeme obcas ztotoznovat
vrcholy trie se slovy, ktera jim odpovidaji. Budeme-li napfiklad mit funkci, kterd vrcholu trie odpovidajicimu slovu v pfifazuje
jiny jeji vrchol odpovidajici slovu w, budeme obéas pro zjednoduseni fikat, Ze tato funkce pfifazuje slovu v slovo w.

V kazdém vrcholu trie budeme mit ukazatele na jeho ¢tyfi syny odpovidajici jednotlivym pismendm. Neékteti z jeho
syni samoziejmé nemusi existovat, v tom pripadé bude ptislusny ukazatel nil. Kromé toho bude vrchol obsahovat hodnotu
typu boolean udévajici, zda dany vrchol odpovida néjakému slovu reprezentovanému v trii, nebo zda je pouze pomocny.

Zjistit, zda je v trii obsazeno néjaké slovo, lze snadno v Case linearnim v délce tohoto slova: Zacneme v kofeni. Z néj se
posuneme do syna odpovidajictho prvnimu pismenu slova, z tohoto syna dale po hrané odpovidajici druhému pismenu, atd.
Pokud narazime na nil dfive, nez dojdeme ke konci slova, toto slovo se v trii nevyskytuje. AZ dojdeme do vrcholu, ktery
odpovidéa zadanému slovu, jesté zkontrolujeme, zda je toto slovo v trii reprezentovano, tj. zda priznak vrcholu, do kterého
jsme prisli, je true.

Obdobné muZeme trii postavit — provadime postup analogicky hledani, jen ve chvili, kdy ,vypadneme“ z trie (tj.
narazime na nil), zaneme stavét novou cestu. Tento postup ndm dohromady zabere ¢as O(S).

Dale si nadefinujeme zpétnou funkci f, ktera kazdému vrcholu trie prifadi néjaky jiny, odpovidajici kratsimu slovu
(proto zpétna). Pro vrchol w bude f(w) definovano jako vrchol v takovy, Ze v je nejdelsi netrividlni suffix w obsazeny v trii.
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Jednoduchy zpusob, jak zpétnou funkci spocitat, je tedy tento: Vezmeme si slovo w a zahodime z néj prvni pismeno. Pokud
je takto vzniklé slovo v obsazeno v trii, je f(w) = v. Jinak z néj znovu zahodime prvni pismeno a postup opakujeme,
dokud hodnotu zpétné funkce neuréime — to se uréité stane, nebot se zcela jisté zastavime nejpozdéji na prazdném Fetézci.
Pro vzorovy vstup f(ATA) = f(CA) = f(CATATGA) = A, f(ATAT) = f(CAT) = AT, f(CATA) = ATA, f(CATAT) = ATAT,
f(A) = f(C) = f(AT) = f(CATATG) = f(CATATGG) = \.

Vyznam funkce f je tento: Nechf mame néjaky text a chceme zjistit, kterd slova obsazena v trii konéi na zadané pozici
v tomto textu. Necht ndm navic nékdo prozradi, Ze s je nejdelsi takové slovo. Pak f(s) je druhé nejdelsi, f(f(s)) tfeti nejdelsi,
atd., dokdZzeme je tedy v linedrnim Case vypsat (a navic sefazené podle délky). To se ndm bude hodit, protoze p¥i hledani
pomoci automatu si budeme pamatovat pro kazdou pozici v textu vzdy pravé toto slovo s (pfesnéji feceno vrchol v trii, ktery
mu odpovida).

VYse popsany trividlni postup, jak f spocitat, by nam zabral ¢as O(S3) — pro kazdy z nejvyse S vrcholi bychom museli
provést hledani radové S Fetézcu, jejichz délka muze byt az S. Samoziejmé bychom to chtéli zvladnout rychleji. K tomu
pouzijeme postup zaloZeny na dynamickém programovani. Funkci f budeme postupné pocitat od nejkratsich slov k delsim.
Pro jednopismenné slova je f(z) = A. Uvazujme nyni slovo wz, kde z je jeho posledni pismeno. Oznac¢me v = f(wz). Vime,
7e v musi byt néjaky suffix wz, tedy v kon¢i na  (pokud neni prazdné), tedy v = v'x pro né&jaké slovo v’, které je suffixem w.
Nyni vyuZijeme toho, co jsme si ukézali v pfedchozim odstavci — v8echny suffixy w, které jsou obsazeny v trii, jsou f(w),
f(f(w)), atd. Nas zfejmé zajimé nejdelsi z nich, ktery se d& rozsifit o pismeno x tak, aby vysledné slovo bylo obsazeno v trii.
Algoritmus na uréeni f(wzx) bude tedy tento:

Ozna¢me w’ = f(w), tuto hodnotu jiz mame spocitanou. Pokud w’z je obsazeno v trii, je f(wz) = w'z, nebot w’ je
nejdelsi suffix w v trii a tedy f(wz) nemtze byt delsi. Pokud w’z v trii neni, vyzkousime w” = f(w’) a takto pokracujeme,
dokud bud nenalezneme hodnotu pro f(wz), nebo nedorazime k prézdnému fetézci — pak f(wz) = A. Testovani, zda w'z je
v trii, zvlddneme v konstantnim céase, nebot zndme vrchol v trii odpovidajici Fetézci w’.

Jaka je Casova slozitost tohoto postupu? Pii stanovovani f pro jeden vrchol se ndAm muze stat, ze se funkci f budeme
muset vracet az S-krat, na prvni pohled by se tedy mohlo zdat, ze casova slozitost bude O(S?). Miizeme ovsem nahlédnout,
Ze toto se ndm nemuze stat prilis ¢asto: f(wzx) bude jen o Jedna delsi, nez slovo w' , k némuz jsme dospéli pfi vraceni se,
tedy oproti f(w) miZe byt nanejvys o jedna delsi. Na to, abychom se mohli vracet o k hladin tedy nejprve musime udélat
alespon k kroku, v nichZ se nevracime vibec a tedy je zvlddneme v konstantnim c¢ase. Tato tivaha neni zcela presnd, nicméné
neni obtizné ji domyslet do vSech detaili. Dohromady se tedy budeme vracet nejvyse Sx a ¢asova slozitost bude O(S).

Vratme se jesté k motivaci pro definici funkce f. Rekli jsme si, Ze f(s), f(f(s)), atd. jsou vSechny suffixy slova s obsazené
v trii. Nijak jsme vSak nerozlisovali, zda se jedna o puvodné zadana slova, ktera jsou trii reprezentovana, nebo pouze o néjaké
jejich prefixy — tedy pomocné vrcholy, které zadné z puvodné zadanych slov nereprezentuji. Samoziejmé nékde mezi nimi
jsou i vSechna ta slova, kterd nas zajimaji, nicméné mohlo by se stat, ze ,balastu“ okolo bude mnoho a jeho preskakovani
nam zhorsi ¢asovou slozitost.

Proto si jestd spoditdme funkci f’, kterd pro vrchol v bude udéavat nejdelsi fetézec u rizny od v takovy, Ze u je
reprezentovano v trii a d4 se k nému dostat z v po zpétné funkci. Tato funkce bude délat pfesné to, co chceme — f’(v),
f'(f'(v)), atd. jsou prévé vSechna slova z pivodni mnoziny, kon¢ici na dané pozici. Spoéitat f’ je snadné — postupujeme
od nejkratsich slov a vyuzijeme toho, ze f’(v) = f(v) pokud f(v) je reprezentovano v trii a f/'(v) = f'(f(v)) jinak. Toto lze
také zfejmé provést v case O(9).

Tim jsme dokondili konstrukci automatu. Nyni zbyva jesté vysvétlit, jak takto ziskany automat pouzit. Jak jsme fekli
v avodu, automat ndm umoznuje rychle nalézt pro libovolny text vSechna slova s;, ktera jsou jeho podretézcem. Oznacme si
prohledavany text t.

Pro kazdy pocatecni usek zadaného textu (slova) ¢ bychom chtéli najit nejdelsi suffix tohoto tseku, ktery je v trii obsazen
(pak mtzeme s pouzitim funkce f’ snadno nalézt vechna s;, ktera jsou suffixem libovolného poéatecniho tiseku). Tyto suffixy
postupné spoéitame pro pocateéni tsek ¢ délky 0, 1, 2, atd. Oznacme [(7) hledany suffix pro tsek délky i.

Pocatecni tsek ¢ délky 0 je prazdné slovo a tedy 1(0) = A.

Necht jsme jiz spocitali | pro délku ¢ a l(i) = s. Necht pismeno na (i + 1)-ni pozici v ¢ je z. I(i + 1) méa byt nejdelsi
fetézec obsazeny v trii, ktery se vyskytuje jako podfetézec ¢t konéici na pozici i + 1, tedy I(i + 1) musi konéit na z. [(i + 1) si
tedy mutzeme napsat jako rz pro néjaky fetézec r, ktery je také obsazen v trii. Navic 7 musi to byt suffix s. Projit vSechny
suffixy s uz umime — stac¢i projit s, f(s), f(f(s)), atd. Mezi nimi hleddme nejdelsi, ktery se da rozsitit o = tak, abychom
zustali v trii. V§imnéme si, Ze nejdelsi takovy suffix musi byt prvni, na ktery narazime.

Toto opakujeme, dokud nezpracujeme cely fetézec t. Podobny postup jsme jiz provadéli pfi konstrukei zpétné funkce,
proto nas asi nepfekvapi, ze i zde dosdhneme linedrni ¢asové slozitosti: s se posune smérem od kofene nanejvys |t|-krat
(v kazdém kroku o jednu), tedy smérem ke kofeni se mizeme pohnout také nejvyse |t|-krat. Celkova Gasova sloZitost je tedy
O(t).

Pro kazdou pocatecni tisek s textu si navic oznacime slova ze zadani, ktera jsou jeho suffixy. Jak jsme si jiz rozmysleli,
jsou to pravé slova f(s), f'(f'(s)), atd., plus pfipadné slovo s, je-li jednim ze zadanych. Chtéli bychom, aby ndm na vypisovani
vystupu stacila éasova slozitost O(délka vystupu). To by se ndm mohlo pokazit, pokud by se néjaké slovo r v textu vyskytovalo
mnohokrat — pak totiz budeme mnohokrat zbyteéné prochézet posloupnost slov f/(r), f'(f'(r)), .... To snadno napravime
tak, ze jakmile narazime na oznadené slovo, dal se jiz funkci f’ vracet nebudeme — vime totiz, Ze vSechna dalsi slova,
ke kterym bychom se takto mohli dostat, jsme jiz vypsali, kdyz jsme zde byli poprvé. Takto kazdé vypsané slovo navstivime
pravé jednou, a tedy dosahneme pozadované ¢asové slozitosti.



Celkova slozitost Feseni zadané tlohy je O(S + délka vystupu). To je zjevné optimalni, protoze minimalné musime nacist
vstup a vypsat vysledek. Pamétova slozitost je O(S5).

program Phylogenetics;

type plList = “List; { typ pro seznam organismd }
List =
record
code : string;
organism : integer;
next : plList;
end;

type Base = (bA, bC, bG, bT);

pTrieNode = “TrieNode; { typ pro vrchol trie }
TrieNode =
record
sons : array[Base] of pTrieNode; { vétve odpovidajici jednotlivym pismentm }
back : pTrieNode; { zpé&tna funkce }
backInSet : pTrieNode; { zpétnd funkce iterovand aZ k prvnimu vrcholu
reprezentujicimu organismus }
organism : integer; { ¢islo organismu representovaného vrcholem
nebo 0, pokud takovy neni }
seen : integer; { byl-1i jiZz tento organismus vypsan pfi
prohledavani jeho potomka, &islo tohoto potomka }
next : pTrieNode; { nésledujici vrchol trie ve fronté }
end;
function BaseToNumber(ch : char) : Base; { ptevede znaky ACGT na hodnoty typu Base }
begin

case ch of
A’ : BaseToNumber := bA;
’C’: BaseToNumber := bC;
’G’: BaseToNumber := DbG;
’T?: BaseToNumber := bT;

end;
end;
function BaseToChar(b : Base) : char; { ptevede hodnotu typu base na znaky ACGT }
begin
case b of
bA: BaseToChar := ’A’;
bC: BaseToChar := ’C’;
bG: BaseToChar := ’G’;
bT: BaseToChar := ’'T’;
end;
end;
function NewTrieNode : pTrieNode; { vytvofi novy vrchol trie }
var ret : pTrieNode;
i : Base;
begin
new (ret);
for i := bA to bT do
ret”.sons[i] := nil;
ret”.back := nil;
ret”.backInSet := nil;
ret”.organism := O;
ret”.seen := 0;
NewTrieNode := ret;
end;

{ p¥ida suffix fetézce S od pozice P do trie ROOT }
procedure AddToTrie(var root : pTrieNode; var s : string; p, organism : integer);
begin



if root = nil then
root NewTrieNode;

if p > length (s) then

begin
{ jsme na konci Fetézce }
root”.organism := organism;
end
else
begin

{ ptidame organismus do vétve urcené aktudlni bazi }
AddToTrie (root~.sons[BaseToNumber (s[p])], s, p + 1, organism);

end;
end;

{ spo&ita zpétnou funkci pro vrchol V trie, jehoZ otec je 0 a do v se

procedure ComputeBack (v, o : pTrieNode; c : Base);
var last : pTrieNode;

begin
repeat
last := o;
o := o~ .back;

until (o = nil) or (o~ .sons[c] <> nil);

if o = nil then
v~ .back := last
else
v~.back := o~ .sons[c];

if v~.back”.organism = O then
v~ .backInSet := v~.back”.backInSet
else
v~ .backInSet
end;

v~ .back;

{ spo&ita zpétnou funkci pro trii s vrcholem R. 1}
procedure ComputeBackFunction (r : pTrieNode);
var queue : pTrieNode;

queueEnd : pTrieNode;

son : pTrieNode;

c : Base;
begin

r~.back := nil;
queue := r;
queue”.next := nil;
queueEnd := queue;
repeat

for ¢ := bA to bT do

begin
son := queue”.sons[c];

if son <> nil then

begin
ComputeBack (son, queue, c);
queueEnd” .next := son;
queueEnd := son;
queueEnd” .next := nil;

end;

end;
queue := queue”.next;

until queue = nil;
end;

dostaneme hranou &islo C. }



{ vytvofi vyhleddvaci automat ze zadaného seznamu fetézci }
function CreateAutomaton (1 : pList) : pTrieNode;
var root, head : pTrieNode;
i : integer;
begin
root := nil;

while 1 <> nil do
begin
AddToTrie (root, 17.code, 1, 1~ .organism);
1l := 17 .next;

end;
root”.back := nil;
ComputeBackFunction (root);
CreateAutomaton := root;
end;

procedure FindAncestors (o : pList; a : pTrieNode); { nalezne v3echny pfedky organismu 0 }
var i : integer;
v, son : pTrieNode;

begin
for i := 1 to length (0" .code) do
begin
while (a”.back <> nil) and (a”.sons[BaseToNumber (o~ .code[i])] = nil) do
a := a”.back;
son := a”.sons[BaseToNumber (o~ .codel[il)];
if son <> nil then
a := son;
if a”.organism = O then
v := a”.backInSet
else
v = a;
while (v <> nil) and (v~.seen <> o~ .organism) do
begin
if v~ .organism <> o”.organism then
writeln (v~ .organism, ’ ’, o”.organism);
v©.seen := 0~ .organism;
v := v~ .backInSet;
end;
end;
end;

{ nalezne vSechny pfredky organismu v seznamu L }
procedure FindAllAncestors (1 : pList; a : pTrieNode);
begin
while 1 <> nil do
begin
FindAncestors (1, a);
1l := 17 .next;
end;
end;

function ReadOrganisms : pList; { nacte seznam organismi }
var ret, act : pList;
i : integer;
begin
ret := nil;
i=1;
while not eof do
begin
new (act);
readln (act”.code);



act”.organism := i;

inc (i);
act”.next := ret;
ret := act;
end;
ReadOrganisms := ret;

end;

procedure DumpAuto(x : pTrieNode; indent : integer); { vypiSe automat odsazeny o indent mezer }
procedure ind;
var j : integer;
begin
for j := 1 to indent do write (° ’);
end;
var i : Base;
begin
ind; writeln (’node ’, integer(x));
ind; writeln (° organism ’, x”.organism);
ind; writeln (° back ’, integer(x~.back));
ind; writeln (° backInSet ’, integer(x~.backInSet));
writeln;
for i := bA to bT do
if (x".sons[i] <> nil) and (x".somns[i] <> x) then
begin
ind; writeln (° sub ’, baseToChar (i));
DumpAuto (x”.sons[i], indent + 4);
end;
end;

var organisms : pList;
automaton : pTrieNode;

begin
organisms := ReadOrganisms;
automaton := CreateAutomaton (organisms);

{ DumpAuto(automaton, 0); }
FindAllAncestors (organisms, automaton);
end.

P-I-4 ALIK

a) Ulohu budeme fesit podobné jako P¥iklad 2 ze studijniho textu postupnym pfevddénim na stale jednodussi problémy. Bez
Wjmy na obecnosti budeme pfedpokladat, ze velikost vstupu N je mocnina dvojky (kdyby nebyla, doplnime si vstup nulami,
¢imz se vysledek evidentné nezméni a N se maximalné zdvojnésobi).

Vipocet rozdélime na faze, pfi¢emz na konci i-té faze budou bity registru y pomyslné rozdéleny na bloky o 2¢ bitech a
v kazdém bloku bude ulozen pocet jednickovych bitt v odpovidajicim bloku vstupu. Takové ¢islo se jisté do 2° bitt vejde,
protoze 2" > i pro kazdé i. Hodnotu registru y na konci i-té faze si ozna¢me y;.

Pocatecni yg je rovno vstupu z, protoze kazdy bit obsahuje pocet jedni¢ek v sobé samém. Pro ¢ = log, N dostaneme
pozadovany vysledek, nebot y; se bude skladat z jediného bloku, v némz bude uloZen podet jednic¢ek v celém vstupnim d&isle.
Staci tedy vytesit, jak z y; spocist y;+1: Kazdy velky blok v y;11 obsahuje soucet dvou malych bloki poloviéni velikosti v y;,
které lezi na misté horni, resp. spodni poloviny velkého bloku. Proto sta¢i posunout si vyssi z malych blokt na pozici nizsiho
a oba seéist. To mizeme provést pro vSechny velké bloky najednou nasledujicim programem: (b; zde znaéi jednotlivé malé
bloky velikosti b = 2¢, B; jsou vysledné velké bloky velikosti B = 2b = 2¢1)

Yy =Dbob1...bnpp—1 =yi

p =y A (0°10)N/B p = 0°b,0%;... 0%/,
q = (y>>b) A (0P1")N/B g = 0%b0%h; ... 0% s
y:=p+q y= Bo Bi... Bn/B-1=VYit1

Jednu fazi tedy provedeme v konstantnim ¢ase. Cely program proto probéhne v ¢ase O(log N) s registry délky O(N).

Ukéazka vypoctu pro vstup délky 8:
r=01111101

yi=a y = 0[1[1[1[1[1]0[1 = yo
p:=y A 01010101 p=-1[-1]-1]- 1
q:= (y>>1) A 01010101 g=-0/-1[-1]- 0

9



y:=p+q y=01/10/10[01=1
p:=1y A 00110011 p=--10/--01
q := (y>>2) A 00110011 g=--01/--10
yi=p+q y=0011/0011=1,
p =y A 00001111 p=----0011
q := (y>>4) A00001111 g=----0011
y:=p+q y=00000110=y;

vvvvv

vvvvv

a y opét neexistuje). Cislo z tedy lze zapsat ve tvaru a01*0’.
Ukéazeme, ze hledané ¢islo y bude rovno &slu ¢ = a10H11F-1:
1. ¢ obsahuje stejny pocet jednicek jako x.
2. ¢ >z — pro kazda «, 3,, kde 8 a v maji stejnou délku, je totiz al3 > a0~.
3. Mezi x a q jiz z4dné ¢islo se stejnym poctem jednic¢ek neni — kazdé ¢islo mezi totiz musi budto vzniknout z x
zvySenim &asti 0, ¢imz by pfibyly pfespocetné jednicky, nebo z ¢ sniZzenim ¢asti 1°~!, a tehdy by jednicek
prilis ubylo.

Jak ale ¢islo ¢ zkonstruovat? Nejprve postupem podobnym jako v Pfikladu 1 spocitame nékolik pomocnych hodnot:

z = a01F-110
a:=x—1 a = a01%-101!
b:=xzVa b= a0l 111!
c:=xANa ¢ = a01F-100!
d:=b+1 d = a10%-100'
e:=c®d e= 11%100' = 1%0!t?
f=(e—1)Ne f= 11o'+2

Nyni by stacilo jednicky v f posunout k pravému okraji ¢isla a zkombinovat s jednickami v d a dostali bychom kyzené ¢islo q.
Operace >> to ale sama o sobé& nedokdZze, nebot posunuti neméme ddno poc¢tem bitt, nybrz podminkou ,prvni jednicka se
dotkne okraje“.

Znovu na to pijdeme postupnym zjednodusovanim problému a budeme bez jmy na obecnosti pfedpokladat, ze N je
mocnina dvojky. Faze si tentokrat o¢islujeme pozpéatku: od log, N-té po nultou. V i-té fazi zafidime, aby f koncilo na méné
nez 2° nul. Opét v po¢ateéni fazi nemame co na praci a v koncové dostaneme ocekavany vysledek. Ostatni faze budou fungovat
takto: dostaneme f, které konéi na nejvyse 2¢+! nul a potfebujeme ho posunout doprava tak, aby konéilo na nejvyse 2¢ nul.
Stadi se tedy podivat, zda je nejniz§ich 2! bité nulovych, a pokud ano, f posunout doprava o 2! mist. To lze provést naptiklad
pomoci konstrukece r := if (s,t,u) z Prikladu 2:

g:=fA1% g = dolnich 27 bité f;4q
h = if(g,0,2%) h = o kolik posouvéame
f=f>h f = vysledek i-té faze f;
Po posledni fazi zakonc¢ime:
d = a10*~100'
f — 00l+11k—1
y:=dV f y = al0t11k-1

a jsme hotovi. Trvalo ndm to celkem O(log N) krokd (konstantné mnoho na inicializaci, na koneény vypocet y a rovnéz
na kazdou fazi), potfebovali jsme registry o O(N) bitech.

Priklad vypocétu pro N = 8:

z =10111000
a:=x—1 a=10110111
b:=xVa b=10111111
c:=xANa ¢ =10110000
d:=b+1 d =11000000
e:=cHd e =01110000
f= (e — 1) Ne f =01100000 = f5
g = f A00001111 g=—----0000
h :=1if(g,0, 22) h = 00000100
f=f>h f=00000110 = f5
g := f A 00000011 g= .- 10
h:= z’f(g, 0, 21) h = 00000000
f=f>h f=00000110 = f;
g = f A 00000001 g= - 0



= if(g,0,2°)
=f>>h
dVv f

h = 00000001
f =00000011 = f,
y = 11000011

11



