54. ro¢nik Matematické olympiady — 2004,/2005
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 54. ro¢éniku MO kategorie P se kond v ttery 11. 1. 2005 v dopolednich hodinich. Na feSeni tiloh méate 4 hodiny
¢istého casu. V krajském kole MO-P se nefesi zadna prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelt ve vsech krajich
je pouziti pocitact pii soutézi zakazano.

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis feSeni, to znamend slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty zdtvodiujici jeho spréavnost
(pfipadné diikaz spravnosti algoritmu), diskusi o efektivité vageho FeSeni (¢asové a pamétova slozitost).
Slovni popis feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu
(do programu).

e Program. V tulohich P-II-1, P-II-2 a P-II-3 je tfeba uvést dostatecné podrobny zapis algoritmu,
nejlépe ve tvaru zdrojového textu nejdtlezitéjSich casti programu v jazyce Pascal nebo C. Nemusite
podrobné popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematic-
kych vztaha, vyhledavani v poli, tf¥idéni apod. V tloze P-II-4 zapiSte navrzeny algoritmus ve formé
programu v jazyce ALIK.

Hodnoti se nejen spravnost programu, ale také kvalita popisu feSeni a efektivita zvoleného algoritmu.

Vzorova FeSeni tloh naleznete kratce po soutézi na Internetu na adrese hittp://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude
na konci inora zverejnén i seznam postupujicich do celostatniho kola. Naleznete zde také popis prostiedi, v némz budete na
celostatnim kole Tesit praktické dlohy.

P-II-1 Pradelni salén

7 Borivoje se stal diky vasi pomoci tspésny podnikatel a jeho klientela zahrnuje i bohatsi a malichernéjsi zakazniky.
Pokud totiz néjaky zakaznik uvidi dva rtzné zakazniky pouzivat stejnou pracku, nebude uz tuto pradelnu dale navstévovat:
,No povazte, pfece nelze prat pradlo s lidmi, ktefi nemaji na to, aby si zaplatili pracku sami pro sebe!*

SoutéZni dloha: Na vstupu dostanete N < 10000 — pocet zdkazniki, ktefl navstivi Bofivojovu pradelnu béhem jednoho dne.
U kazdého zdkaznika je zadan ¢as jeho pfichodu a doba, na jakou si chce pronajmout pracku (oboji jsou celd ¢isla mezi 1 a
1000000 000). Pozadavky zékaznikti nejsou uvedeny v zadném konkrétnim pofadi.

Vasim tkolem je zjistit, kolik nejméné pracek Bofivoj potfebuje, aby vSichni jeho zakaznici byli zcela spokojeni. Zakaznik
bude spokojen, pokud si bude moci pronajmout pracku od okamziku pfichodu na dobu, kterou poZzaduje (je samozfejmé, Ze
jednu pracku nemohou pouzivat dva rtzni zdkaznici soucasné), a navic béhem doby, kdy bude prat, nebude zZadnou pracku
vyuzivat vice zédkaznikli po sobé.

Kromé uréeni minimalniho po¢tu pracek musite pro Borivoje vytvorit jesté seznam, podle kterého bude posilat zakazniky
k volnym prackam.

Priklad: Pro 5 zdkazniki, jejichz pfichody a doby prani jsou
1000 1000
3000 2000
4500 500
1500 500
2000 2000

jsou potfeba alespon 3 pracky a pfifazeni pracek zdkazniklim naptiklad takové:

zdkaznik 1 bude u pracky 2

zdkaznik 2 bude u pracky 3
zakaznik 3 bude u pracky 1
zdkaznik 4 bude u pracky 3
zakaznik 5 bude u pracky 2

Vsimnéte si, ze zédkaznici 3 a 5 nemohou dostat stejnou pracku, protoze by je vidél zdkaznik 2 pracovat u stejné pracky.

P-II-2 Zakazané rozdily

Méjme dano celé kladné ¢islo N, N > 2, a soustavu podminek tvaru x; — z; # a; j, kde z1, ..., Ty41 jsou proménné,
a; ; jsou celd ¢isla mezi 0 a N — 1 a pro kazdou dvojici indexii ¢ a j, 1 < i < 7 < N + 1 soustava obsahuje pravé jednu
podminku.

Soustavu budeme fesit modulo modulo zadané ¢islo N, tj. vSechny aritmetické operace jsou provadény modulo N.
Pripomenme si, ze vysledkem aritmetické operace provedené modulo N je zbytek po déleni ptivodniho vysledku ¢islem N,
napf. (2+3)mod4=1,(2—3)mod4 =3, (3-2) mod 5 =1, (3-4) mod 6 =0, atd. V§imnéte si zejména zptlisobu pocitani,
pokud je ptavodni vysledek operace zaporny.



Naleznéte algoritmus, ktery pro zadané N a ¢isla a; ; zjisti, zda zadand soustava podminek m4 feSeni, tzn. zda existuji
éisla z1,...,xzn41 € {0,..., N — 1} takov4, ze rozdil x; — z; — a; ; neni délitelny N pro zddné i a j, 1 <i < j < N+ 1.
Pokud mé soustava feseni, algoritmus musi také libovolné jeji feSeni nalézt a vypsat.

Priklad 1: Pro N = 3, mame zadany néasledujici podminky:

1 — T2 £ 1
x1 —x3 £ 2
Tl — Ty F# 2
To — T3 F# 2
To—xg4 # 1
23— x4 #0

Soustava ma feSeni, napf. 1 = xo = x4 =2 a x3 = 1.

Priklad 2: Pro N = 2, méme zadany néasledujici podminky:

(1?17127&1
$1—$37éo
372—1‘3#1

Pokud z; = 0, pak 2 = 0 podle prvni podminky a x3 = 1 podle druhé podminky. Potom ale tieti podminka neni splnéna.
Podobné pokud 1 = 1, 2 musi byt rovno 0 a x3 rovno 1 a tfeti podminka opét neni splnéna. Zadana soustava podminek
tedy nem4 feSeni.

P-1I-3 Redundantni redundance

Utad pro potirani redundantnich repetic (zfizeny Komisi pro likvidaci redundantnich tfadi) se zabyvéa odstrafiovanim
zbytecné opakovanych dokumentt v archivech. Prochazeni archivi je samoziejmé velmi nudnd prace, kterd odvadi aredniky
pro né napsali program fesici nasledujici tlohu:

Je dano prirozené ¢islo k a néjaky znakovy fetézec T. Urcete souvisly podretézec délky k, ktery se v T nejvice opakuje,
a také pocet jeho vyskytd R. Jednotlivé vyskyty tohoto Fetézce se mohou casteéné prekryvat. V pripadé, ze existuje vice
fetézcu, které se opakuji R-krat, vypiste jeden libovolny z nich.

Priklad: Pro vstup abababa a k = 3 je nejcastéjsim fetézcem aba opakujici se 3-krat.

P-11-4 ALIK

Definici stroje ALIK naleznete ve studijnim textu za touto tlohou. Od doméciho kola se lisi tim, Ze piibyly operace
néasobeni, déleni a zbytku po déleni a Priklad 3 na tyto operace.
SoutéZni tloha:

Sestrojte program pro ALIK, ktery k zadanému ¢islu © = xny_1 ... 2129 nalezne zrcadlové ¢islo y = xpxy ... xN_1, tj.
¢islo, jehoz dvojkovy zépis vznikne zapsdnim N-bitového dvojkového zapisu ¢isla x (véetné pFipadngch poéatecénich nul)
pozpatku.

Studijni text:

Aritmeticko-logicky integerovy kalkulator (zkracené ALIK) je pocitaci stroj pracujici s W-bitovymi celymi ¢isly v rozsahu
0 az 2" — 1 véetné; kdykoliv budeme hovofit o ¢islech, ptijde o tato ¢isla. Budeme je obvykle zapisovat ve dvojkové soustavé
polotuénymi ¢islicemi a vzdy si na zacatek dvojkového zapisu doplnime p¥islusny pocet nul, aby ¢islic (bitt) bylo pravé W.
Vétsinou také nebudeme rozliSovat mezi ¢islem a jeho dvojkovym zéapisem, takze i-tym bitem ¢isla budeme rozumét i-ty bit
jeho dvojkového zapisu (bity ¢islujeme zprava doleva od 0 do W — 1).

Pamét stroje je tvorena 26 registry pojmenovanymi a az z. Kazdy registr vzdy obsahuje jedno ¢islo.

ALIK se Tidi programem, coZ je posloupnost pfifazovacich pfikazi typu registr := vijraz, pfi¢emz vyraz miZe obsahovat
konstanty (¢isla zapsand ve dvojkové soustave), registry, zavorky a nésledujici operatory (feckd pismena znaci podvyrazy,
v pravém sloupci jsou priority operatort):

a+pf secte ¢isla o a 3. Pokud je vysledek vétsi nez 2V — 1, éislice vyssich fada odifzne. Jingmi 4
slovy, poéita soucet modulo 2V,

a—pf odeéte od &isla a ¢islo 3. Pokud je a < 3, spoéte 2 + o — 3, ¢ili rozdil modulo 2% 4

ax vynésobi dvé &isla, vysledek opét modulo 2. 6

a/pB vydéli ¢islo « ¢islem (3; déleni nulou da vzdy vysledek 0. 6

a%p vréti zbytek po déleni &isla « Cislem 3, ¢ili a — B (a / B); pokud je 8 = 0, je vysledek roven a. 6

Y’ spocte bitovou negaci ¢isla «, coz je ¢islo, jehoz -ty bit je 0 pravé tehdy, je-li -ty bit ¢isla o 9

roven 1, a naopak.



alf bitové operace: and, or a xor. Vyhodnocuji se tak, Ze se ¢-ty bit vysledku spocte z i-tého bitu 8
aVp ¢isla a a i-tého bitu ¢isla 5 podle nasledujicich tabulek: 7
adp 7
0ON0=0 ovo=0 050=0
0ON1=0 ovli=1 0e1=1
1A0=0 1vo=1 1¢0=1
1INn1=1 1vi=1 1$1=0
a<<f posune ¢islo a o 8 bitl doleva, ¢ili doplni doprava § nul a odfizne prvnich 8 bitt zleva, aby 2
byl vysledek opét W-bitovy.
a>>f posune ¢islo a o § bitu doprava, ¢ili doplni doleva § nul a odfizne poslednich § biti vpravo, 2

aby byl vysledek opét W-bitovy.

Pokud zavorky neurc¢i jinak, vyhodnocuji se operatory s vyssi prioritou pred operatory s nizsi prioritou. V ramci stejné
priority se pak vyhodnocuje zleva doprava (s vyjimkou operdtoru —, ktery je unarni, a tudiz se musi vyhodnocovat zprava
doleva).

Pfiklad 0: (jak funguji operatory; zde mame W = 4)

a+bAc+d=(a+(bAc))+d zde zafunguji priority operatori

0101 +1110 = 0011 nejvyssi bit vysledku 10011 se jiz ofiznul
0001 — 1111 = 0010 od¢itdme modulo 16 = 10000

0101 A 0011 = 0001 takto funguje and

0101 v 0011 = 0111 takto or

0101 ¢ 0011 = 0110 a takto zor
(1<<11)—1=1000—-1=0111 jak vyrobit pomoci << posloupnost jedni¢ek

aV-a=1111 jak ziskat z ¢ehokoliv samé jednicky

Vypocet probiha takto: Nejprve se do registru « nastavi vstup (to je vzdy jedno ¢islo) a do ostatnich registrii nuly. Poté
se provedou vsechny prikazy v poradi, v jakém jsou v programu uvedeny, pficemz vzdy se nejprve vyhodnoti vyraz na pravé
strané a teprve poté se jeho vysledek ulozi do registru, takze uvnitt vyrazu je jesté mozné pracovat s puvodni hodnotou
registru. Po dokonceni posledniho pfikazu se hodnota v registru y interpretuje jako vysledek vypoctu. Hodnoty v ostatnich
registrech mohou byt libovolné.

Casto budeme potfebovat, aby program mohl pracovat s vétsimi &isly, nez je éislo na vstupu, takze budeme rozlisovat
velikost vstupu N (tj. pocet bith potfebnych k zapisu vstupni hodnoty) a velikost W registri a mezivysledki, kterou si pfi
psani programu sami uréime. Pokud bychom ovsem povolili exponencialné velké ¢isla (tedy W = 2V), mohli bychom cokoliv
spocist v konstantnim case — stacilo by do jedné dlouhatinské konstanty uvedené v programu zakdédovat vSechny mozné
vysledky programu pro vSechny hodnoty vstupu. Tak dlouhé registry lze vSak stézi povazovat za realistické, proto pfijméme
omezeni, ze W musi byt polynomialni ve velikosti vstupu, ¢ili Ze existuje konstanta k takova, ze pro kazdé N je W < N*.

Ne vzdy si ovSem vystaCime s jednim programem, ktery funguje pro vSechny velikosti vstupu — mnohdy potiebujeme
podle N ménit hodnoty pomocnych konstant v programu, nékdy také néjakou operaci opakovat vicekrat v zavislosti na
velikosti vstupu. Povolime si tedy programy zapisovat obecnéji, a to tak, ze uvedeme seznam pravidel, jez ndm pro kazdé N
vytvoii program, ktery poc¢itd spravné pro vSechny vstupy velikosti N. [Formalné bychom tato pravidla mohli zavést tieba
jako programy v né&jakém klasickém programovacim jazyce. My si ale formalismus odpustime a budeme je popisovat slovné.]

Pii feSeni tloh budeme chtit, aby c¢asova slozitost vygenerovanych programu, tedy jejich délka v zavislosti na N,
byla co nejmensi. Mezi stejné rychlymi programy je pak lepsi ten, ktery si vystaci s krat$imi ¢isly, ¢ili s mensim W (to je
analogie prostorové slozitosti). Podobné jako u klasickych programi oviem budeme v obou piipadech pfehlizet multiplikativni
konstanty.

Priklad 1: Sestrojte program pro ALIK, ktery dostane na vstupu nenulové ¢islo a vrati vysledek 1 pravé tehdy, je-1i toto ¢islo
mocninou dvojky, jinak vrati nulu.

Reseni: Nejdiive si véimnéme, Ze mocniny dvojky jsou pravé ¢isla, kters obsahuji pravé jeden jednickovy bit. Sledujme chovani
nasledujiciho jednoduchého programu.

Zminme ale jesté konvence, které budeme pouzivat pii psani vSech ukazkovych programt: V levém sloupci naleznete
jednotlivé ptikazy, v pravém sloupci obecny tvar spocitané hodnoty pro libovolné N. Pokud se néjaké cislice nebo skupina
¢islic opakuje vicekrat, zna¢ime opakovani exponentem, tedy 0% je osm nul, (01)3 je zkratka za 010101. Reckymi pismeny
znacime blize neurcené skupiny bitd.

z = al0?
a:=x—1 a = a01’
b:=xNa b = a00!

Cislo v registru a se od x vzdy lisi tim, Ze nejpravéjsi 1 se zméni na 0 a viechny 0 vpravo od ni se zméni na 1. Proto b =z Aa
se musi od z lisit pravé prepsanim nejpravéjsi 1 na 0. (To proto, Ze bity vlevo od této 1 jsou stéle stejné a a Ao = a, zatimco
ve zbytku ¢isla se vzdy anduje 0 s 1, coz d& nulu.) A jelikoz mocniny dvojky jsou pravé ¢isla, v jejichz dvojkovém zdpisu je
pravé jedna 1, spoéte nas program v b nulu pravé tehdy, je-li # mocninou dvojky (nebo nulou, coZ jsme si ale zakazali).
Zbyvé tedy vyftesit, jak z nuly udélat pozadovanou jednicku a z nenuly nulu. K tomu si zavedeme operaci r := if (s, ¢, u),
ktera bude realizovat podminku: pokud s # 0, pfitadi r := ¢, jinak r := u. Provedeme to jednoduchym trikem: rozsifime
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si registry o jeden pomocny bit vlevo, nastavime v r tento bit na jedni¢ku a sledujeme, zda se zmenSenim vzniklého ¢isla
o jednicku tento bit zméni na nulu nebo ne:

vi=sV10~ v=1s

vi=v—1 v =15 (je-li s #0), jinak 01V
vi=vA 10N v = 10" nebo 00V
vi=o>>N v = 0V1 nebo 0N0

vi=v—1 v = 0N+l nebo 1N+
ri=(uAv)V(EAD) r =t nebo u

Staci tedy na konec naseho programu pfidat
y:=if(b,0,1) y = 0 nebo 1
a mame program, ktery rozpoznéva mocniny dvojky v konstantnim ¢ase a pouziva k tomu ¢&isla o N + 1 = O(N) bitech.
Jesté si ukazme, jak bude probihat vypocet pro dva konkrétni 8-bitové vstupy (tehdy je N =8 a W = 9):
z = 001011000 xz = 000100000

a=z—1 a = 001010111 a =000011111
b:=xzANa b= 001010000 b = 000000000
v := bV 100000000 v = 101010000 v = 100000000
vi=v—1 v =101001111 v=011111111
v := v A 100000000 v = 100000000 v = 000000000
vi=0v>>8 v = 000000001 v = 000000000
vi=v—1 v = 000000000 v=111111111
y := (000000001 A v) vV (000000000 A —v) y = 000000000 y = 000000001

Priklad 2: Sestrojte program pro ALIK, ktery spocte bindrni paritu vstupniho ¢isla, ¢ili vrati 0 nebo 1 podle toho, zda je
v tomto ¢isle sudy nebo lichy pocet jednickovych biti.
Resent: Binarni parita P(z) ¢isla ¢ = zy_1...z120 je podle definice rovna xo & 1 @ ... ® xny_1. Jelikoz operace @ je
asociativni (a @ (3@ ) = (a @ 3) @ 7) a komutativni (o @ 8 = 3 @ «), mizeme tento vztah pro N = 2¥ (to opét miizeme
bez Gjmy na obecnosti pfedpokléddat) pfeusporadat na

P(x) = (xo @ rn/2) © (11 © Tnj241) © ... O (Tn/2—1 DTN _1),

coz je ovSem parita Cisla vzniklého vyxorovanim horni a dolni poloviny ¢isla z. Takze vypocet parity N-bitového ¢isla mizeme
na konstantni pocet prikazi prevést na vypoclet parity N/2-bitového éisla, ten zase na vypocet parity N/4-bitového éisla
atd., az po logy N krocich na paritu 1-bitového ¢isla, ktera je ovsem rovna ¢islu samému.

Paritu tedy vypocteme na logaritmicky pocet prikazi pracujicich s N-bitovymi ¢isly takto:

pi=1x>>N/2 p = hornich N/2 bita z

g =z AN1N/? g = dolnich N/2 bita «

r:=pdq x = N/2-bitové &islo s paritou jako ptvodni z
z:= (x>>N/4) @ (x A1N/4) x = N/4-bitové ... (mlZeme pséit zkricené)
r:=(x>1)® (A1) x = 1-bitové . ..

yi=ux y = x (uz jen zkopirovat vysledek)

N43 programovaci jazyk samoziejmé 1V/2 a podobné operace nema, ale to viibec nevadi, protoze je vzdy pouzivame jen na
podvyrazy zavisici pouze na N, takze je v programu muzeme pro kazdé N uvést jako konstanty. Naptiklad pro N = 8 bude
vypocet probihat takto:

x = 00110110
pi=xz>>4 p=----0011
q:=zAN1111 q= 0110
T:=pogq T = 0101
x:=(x>>2)® (xA11) T e 00
x:=(x>1)® (A1) T e 0
yi=z y = 00000000

Piiklad 3: Ve vzorovém feSeni tilohy P-I-4 b) jsme potfebovali pfesunout posloupnost jedni¢ek na konec ¢isla, tedy ¢islo tvaru
0170% prevést na 0'0¥17. To je pomoci déleni mozné provést v konstantnim ¢ase t¥eba takto:

T = 0'170%
a:=xA(z—1) a = 0'177100* (viz Ptiklad 1)
b:=rda b=0'0'"110*
y:=x/b b= 0'0"1

Zde jsme vyuzili toho, ze déleni mocninou dvojky je mozné pouzit jako bitovy posun doprava, ovsem zadany misto poctu
bitt, o které se ma posouvat, ¢islem majicim 1 na pozici, kterd se ma po posunu objevit iplné vpravo.
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