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Resent ailoh ustredniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-I11I-4 Bandasky

Nejmensi pocet bandasek, pro ktery feseni vzdy existuje, najdeme tak, Ze na-
zvétsime o 1. Chceme tedy do stromu rozmistit co nejvice bandasek tak, aby Jafar
neumél zadnou dostat do oazy j.

Predstavime si, ze vrchol j je kofenem naseho stromu a vSechny dalnice jsou
orientované smérem k j. Snadno nahlédnu, ze Jafarovi se nikdy nevyplati zaddnou
bandasku posilat po dalnici opa¢nym smérem, tedy pry¢ od j. Pokud bychom z toho
sméru nasledné nikdy nedostali bandasku zpét, zbytecné jsme prisli o bandasku.
A pokud jsme nékdy v budoucnu néjakou dostali, mohli jsme vynechat dvé akce —
tu, kde posiladme tuto bandasku tam, a tu, kde posilame pozdéji bandasku zpét —
a méli bychom stejné dobré feseni plus usetfené dvé bandasky.

Kdykoliv, kdyz méme v kterékoli odze (alespoil) dvé bandasky, proto nic ne-
zkazime, kdyZ jednu z nich posleme o krok bliz ke j — nic jiného s nimi uz stejné
neumime délat.

Dale si mtzeme vSimnout, Ze kazdy krok smérem pry¢ od cile nam zdvojnéso-
buje potfebny pocet bandasek. Méjme napiiklad cestu 1 —2—3 —4. Mame-li v oaze 1
dvé bandasky, umime jednu z nich dostat do oazy 2. Mame-li v odze 1 ¢tyfi ban-
dasky, umime udélat predchozi akci dvakrat, ¢imz dostaneme v oaze 2 dvé bandasky
a tedy ziskdme moznost jednu z nich poslat do odzy 3. A podobné o krok dale: z osmi
bandasek v oaze 1 budou ¢tyfi v odze 2, poté dvé v odze 3 a z nich jedna v oaze 4.

Toto umime popsat i formélnéji. Podivejme se na situaci na konci a zaméfme
se na libovolnou bandasku x, ktera stale existuje v néjakém vrcholu v. Nyni se
podivejme na situaci na zacatku a uvazme vSechny bandasky, které jsme zapojili do
toho, aby se bandaska x dostala do svého cile. Pro kazdou z téchto bandasek (véetné
x samotné) se podivejme na jeji vzdalenost d od vrcholu v a pfitadme ji skére 1/2.
Nyni tvrdime, Ze soucet skére vSech téchto bandasek je vzdy pfesné roven jedné.

Diikaz udélame snadno matematickou indukci dle poc¢tu bandasek: Pokud je
bandaska sama, je jiz v cili a ma skére 1/2° = 1/1 = 1. No a pokud kdykoliv mame
dvé bandasky v libovolné vzdélenosti d + 1 a vyrobime z nich jednu bandasku ve
vzdalenosti d, celkovy soucet skére se tim nezméni.

Obecnéjsi otazka

Zamysleme se nyni nad trochu obecnéjsi otazkou: Méjme zakofenény strom
s kofenem v, ktery ma déti y1, . . ., yr. Kolik nejvic bandasek miizeme v tomto stromu
rozmistit tak, aby jich na konci v kofeni skonc¢ilo nanejvys z?7

Pokud v jiz nem4 z&dné déti (k = 0), odpovéd je zjevné z. Necht tedy v mé
k > 0 déti. Pro kazdy z podstromt s kofeny y1, ..., yx se podivejme na jeho hloubku
— tedy na maximalni vzdéalenost mezi v a listem v tomto podstromu. Bez Gjmy na
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obecnosti, necht y; je vrchol s nejhlub$im podstromem a necht £ je jeden konkrétni
nejhlubsi list v tomto podstromu, ve vzdalenosti d od vrcholu v. Potom tvrdime
nasledujici: existuje optimalni rozmisténi bandasek, pfi kterém ve v skonc¢i pravé z
bandasek a vSechny tam pfijdou z vrcholu y;.

Dikaz je zjevny: Vezméme libovolnou bandasku z, ktera skoncila v koreni v.
Vime, ze bandasky, ze kterych vznikla, mély dohromady skére 1, a jelikoz nejvétsi
mozné vzdalenost od kofene je d, nejmensi mozné skére jedné bandasky na zacatku
je 1/2%. Pocet bandasek, z nichz bandaska z vznikla, je tedy nejvyse 27, a tedy
jednou z optimalnich moznosti je ta, kde bandaska v kofeni vznikla z 2¢ bandasek,
které vSechny zacinaly v listu £.

Algoritmus

7 pravé prokazaného tvrzeni tedy vyplyva, ze optimalni rozmisténi bandasek,
které hledame v predchozi ¢asti, umime sestrojit nasledovné: Pokud v (kofen stromu)
mé déti, necht y; je jeho dité s nejhlubsim podstromem. Potom:

® Samotny koren bude na zacatku prazdny.
® V podstromu s kofenem y; chceme bandasky rozmistit tak, aby jich do
y1 prislo nanejvys 2z + 1, tj. nejvétsi pocet bandasek, pro ktery jich pak
odtud do kofene umime poslat jen z.
e V kazdém z ostatnich podstromt chceme bandasky rozmistit tak, aby do
jeho korene y; pfisla nanejvys jedna.
Na kazdy z podstromu se proto rekurzivné zavolame s prislusnou otéazkou.
Pokud si na zacatku jednou predpocitdme hloubky vsSech podstromi, umime
pak pri tomto algoritmu kazdy vrchol zpracovat v ¢ase primo timérném jeho stupni,

a protoze soulet stupiidl vrchol ve stromu je 2n — 2 (kazda hrana je zapoétena ve
dvou stupnich vrcholit), mé nas algoritmus celkové linearni ¢asovou sloZitost.



#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const long long MOD = 1000000007;

int N, J;

vector< vector<int> > strom;

vector<int> rodic, hloubka, nejhlubsi_syn;
long long odpoved;

void dfs(int kde, int odkud = -1) {
rodic[kde] = odkud;
for (int kam : strom[kde]) if (kam !'= odkud) {
dfs(kam, kde);
if (hloubkal[kam] + 1 > hloubkalkde]) {
hloubkal[kde] = hloubkal[kam] + 1;
nejhlubsi_syn[kde] = kam;

}

void vypln(int kde, long long kolik) {
if (hloubkalkde] == 0) {
// jsme v listu
odpoved = (odpoved + kolik) % MOD;
} else {
// tla&ime dale
vypln( nejhlubsi_syn[kde], (2¥kolik+1)%MOD );
for (int kam : strom[kde]) {
if (kam == rodic[kde]) continue;
if (kam == nejhlubsi_syn[kde]) continue;
vypln( kam, 1 );

}

int main() {
cin >> N >> J;
strom.resize(N);
for (int n=0; n<N-1; ++n) {
int x, y;
cin >> x >> y;
strom[x] .push_back(y) ;
strom[y] .push_back(x) ;
¥
rodic.resize(N, -1);
hloubka.resize(N, 0);
nejhlubsi_syn.resize(N, -1);

dfs(J);
odpoved = 0;
vypln(J, 0);

cout << ((1+odpoved)’MOD) << endl;



P-III-5 Pracka

Pro k = 0 ma pro kazdé i < j platit a; —a; < 0(j —%) =0, ¢ili a; > a;. Jinymi
slovy, chceme vyrobit nerostouci posloupnost.

Kdyz si zvolime, které pozice zménit, ty nezménéné musi tvorit nerostouci pod-
posloupnost ptavodni posloupnosti. A naopak, kdyz si zvolime libovolnou nerostouci
podposloupnost, vzdy umime zménit vsechny ostatni prvky tak, aby cely vysledek
byl nerostouci. Resenim je tedy najit jednu nejdelsi nerostouci podposloupnost a
zménit zbytek.

Oprava posloupnosti na nerostouci

Predstavme si, ze jsme nasli jednu konkrétni nejdels$i nerostouci podposloup-
nost. VSechny prvky, které do ni nepatii, pfelepime nalepkami. Na tyto nalepky
chceme nyni napsat nové hodnoty tak, aby celd nova posloupnost byla nerostouci.

Pokud posloupnost za¢ind nélepkou, napiSeme na ni nejvétsi hodnotu (tedy
napi. prvni nepielepenou, nebo klidné rovnou 10%), tim uréité nic nezkazime. No
a pak uz staci prejit zbytek posloupnosti zleva doprava a na kazdou dalsi nalepku,
kterou potkame, napsat stejné ¢islo jako je té€sné pred ni. Vysledkem tohoto procesu
je nerostouci posloupnost a pocet zmén, které jsme udélali, je zjevné optimalni.

Nalezeni nejdelsi nerostouci podposloupnosti

Toto umime udélat v ¢ase O(nlogn) naptiklad nasledovné. Predstavme si, ze
jsme jiz zpracovali néjaky kus vstupni posloupnosti, naptiklad

(10,17,12,14,11,16,14, 1,12, 15).

7 této posloupnosti umime vybrat mnoho réiznych dvouprvkovych nerostoucich po-
sloupnosti, napiiklad. (10,5), (16,16), nebo (16,14).

Nyni ndm na vstupu prijde novy prvek a,. Pfedstavme si, Ze chceme vyrobit
t¥iprvkovou nerostouci podposloupnost, kterd konéi timto a,. Toto musime udélat
tak, Ze vezmeme nékterou dvouprvkovou nerostouci podposloupnost, kterou jsme
méli v jiz zpracovanych datech, a na jeji konec pridame a,. No a ktera ze vSech moz-
nych dvouprvkovych podposloupnosti je k tomu nejvhodnéjsi? Je zjevné, ze pokud
je napfiklad posloupnost (10,5, a,) nerostouci, tak i posloupnost (16,14, a,) bude
nerostouci, nebot pokud a, < 5, tak tim spiSe plati i a, < 14. Jinymi slovy, nejlepsi
je ta posloupnost, ktera konci nejvétsim moznym ¢islem. Kazdé a,, které by pasovalo
za néjakou jinou podposloupnost, bude pasovat i za tuto.

Budeme si tedy udrzovat hodnoty c; s nésledujicim vyznamem: kdyz se po-
divime na vSechny mozné nerostouci j-prvkové podposloupnosti v jiz zpracova-
nych datech a vezmeme posledni prvek kazdé z nich, nejvétsi z takto ziskanych
hodnot bude pravé c;. Specidlné budeme mit ¢ = oo (za posloupnost délky 0
lze pfidat cokoliv) a ¢; = —oo pokud jesté ve zpracovanych datech zadné neros-
touci j-prvkova podposloupnost neexistuje. Napriklad, pokud jsme jiz zpracovali
(10,17,12,14,11,16,14,1,12,15), tak budeme mit ¢; = 17, co = 16, c3 = 15, ¢4 = 12
a od c5 dale budou vsechny mit hodnotu —oo. Vsimnéte si, ze rtizné ¢; budou obecné

4



odpovidat riznym posloupnostem. Nap¥. zde c3 odpovidé posloupnosti (17,16, 15),
zatimco ¢4 je konec posloupnosti (17,16, 14,12).

Ke kazdému c¢; si mizeme navic pamatovat i index d;, na kterém tato hodnota

lezela. V naSem piikladu bychom (pouzivajice indexovani od nuly) méli d; = 1,
dy = 5, d3 =9 a dy = 8. Jiny ptiklad: pokud jsme jiz zpracovali (7,7,7), mame
ci=ca=c3=T,¢c4=—occaindexy d; =0,d, =1ad; =2.

Dale pouzijeme nésledujici pozorovani: hodnoty ¢; jsou vzdy usporadany podle
velikosti v nerostoucim potradi. Napiiklad vzdy plati cs > ¢4, nebot kdyZ vezmu
nejlepst nerostouci podposloupnost délky 4 a odstranim z ni posledni prvek, tak
dostanu néjakou (ne nutné nejlepsi) nerostouci podposloupnost délky 3. A jelikoz
puvodni posloupnost koncila hodnotou ¢4, tato z ni vyrobena kon¢i hodnotou vétsi
nebo rovnou cy4.

Predstavme si nyni, Ze pfecteme ze vstupu nasledujici prvek a, a zajima nas,
jaka nejdelsi nerostouci podposloupnost koné¢i timto prvkem. Abychom to zjistili,
chceme najit nejvétsi ¢ takové, ze ¢; > a,. Potom je zjevné, ze nejdelsi nerostouci
podposloupnost koncici préavé preétenym a, ma délku ¢ + 1. Jelikoz vime, ze hod-
noty c jsou uspoiradany podle velikosti, umime hledané i nalézt v logaritmickém
Case binarnim vyhledavanim. Navic si po nalezeni spravného ¢ umime pro pozici z
zapamatovat, ze nejlepsi posloupnost koncici zde vznikla prodlouzenim nejlepsi po-
sloupnosti kon¢ici na pozici d;. Z takto zapamatovanych indexid umime pak pro
kaZzdou pozici jednu nejdelsi na ni koncici podposloupnost efektivné sestrojit.

Zbyva nam posledni krok: zjistit, jak se hodnoty ¢; zméni, kdyz na konec zpra-
cované posloupnosti pfidame pravé prectenou hodnotu a,. Ukéaze se, ze zména je
vzdy jen minimalni. Vzpomenime si, ze v pfedchozim kroku jsme nasli nejvétsi ¢
takové, Ze ¢; > a,. Nyni plati:

® Pro kazdé j < i jiz i bez a, existuje j-prvkova nerostouci podposloupnost
kon¢ici prvkem vétsim nebo rovnym a,. Hodnoty ¢; az ¢; se tedy nezméni.

e Nemame zadny zpusob, jak vyrobit nerostouci podposloupnost délky i+ 2
a vice, ktera by kondila pravé pre¢tenym a,. Ani hodnoty od ¢;4o dale se
tedy nezméni.

e Tim padem jediné, co se zméni, je hodnota ¢;41. Dosavadni ¢; 41 bylo ostfe
mensi nez a,, nyni mame zjevné ;11 = ay.

Napftiklad pokud bychom pokracovali ve vyse uvedeném prikladu tim, ze pfecte-
me ze vstupu jako dalsi prvek posloupnosti hodnotu a, = 13, zménila by se hodnota
¢4 z 12 na 13. Pokud bychom misto toho pfecetli a, = 12, zastala by ¢4y = 12 a
zménila by se ¢; z —oo na 12.

Po precteni a zpracovani n prvkdl budeme mit nanejvys n-prvkovou nejdelsi
nerostouci podposloupnost, proto je v libovolném okamziku jen O(n) prvki posloup-
nosti ¢, které maji konecnou velikost, a tedy binarni vyhledavani v nich bézi v dobé
O(logn). Kazdy prvek ze vstupu tedy pfecteme a zpracujeme v logaritmickém case,
a tim padem je celkova ¢asova sloZitost tohoto feSeni O(nlogn).
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Obecné Feseni

Podminku, Ze pro vSechny i < j ma platit (a; — a;) < k(j — ), coz miuzZeme
upravit do ekvivalentni podoby: (a; — k- i) > (a; — k- j).

Uvazujme nyni posloupnost b; = a; — k - 2. Tato posloupnost mé pro vsechny
1 < j spliiovat b; > bj, ¢ili ma byt nerostouci. To je ale piesné tkol, ktery uz umime
fesit. Staci tedy pouzit na posloupnost b vySe popsané feseni, a pak z opravené
posloupnosti b dopocitat opravenou posloupnost a.

Zbyva jediny technicky detail: Zadani vyzaduje, aby vSechny hodnoty opravené
posloupnosti lezely v rozsahu od 1 do 10°. K tomu sta¢i, abychom po vyse popsané
upravé (provedené v neohrani¢enych celych éislech, resp. v 64-bitovych proménnych)
véechny nové hodnoty, které vysly vétsi nez 10, zménili na rovné 10°.

Hodnoty po opravé vyse popsanym zptisobem jsou zjevné nadale vSechny klad-
né. Hodnoty, které neménime, vSechny ziistéavaji v povoleném rozsahu, takze nad
10° mohou vybé&hnout jen dopliiované nové hodnoty. No a rozborem p¥ipadtt snadno
ovéiime, Ze tim, Ze novym hodnotdm nedovolime piekrocit 10°, nemohou vzniknout
zadné Spatné dvojice indexi @ < j.



#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const long long INF = 1LL << 40;
const long long MAX_ALLOWED = 1000000000;

int main() {
int N, T;
long long K;
cin > N >> K > T;
vector<long long> A(N);
for (auto &a : A) cin >> a;

for (int i=0; i<N; ++i) A[i] -= Kx*i;

vector<long long> best(1, -INF);
vector<int> best_index(1, -1), prev(N, -1);

for (int i=0; i<N; ++i) {
int lo = 0, hi = best.size();
while (hi - 1o > 1) {
int med = (lo + hi) / 2;
if (best[med] >= A[i]) lo = med; else hi = med;
}
best.push_back(INF); best_index.push_back(-1);
prev[i] = best_index[hi-1];
best[hi] = A[i];
best_index[hi] = i;
if (best.back() == INF) { best.pop_back(); best_index.pop_back(); }
}
int longest = best.size() - 1;
cout << (N - longest) << endl;
if (T == 1) return O;

for (int i=0; i<N; ++i) A[i] += Kxi;

vector<bool> keep(N, false);
int where = best_index.back();
while (true) {
if (where == -1) break;
keep[where] = true;
where = prev[wherel;
}
int start = 0;
while ('keep[start]) ++start;
for (int i=0; i<start; ++i) A[i] = A[start];
for (int i=start; i<N; ++i) if ('keep[il) A[i] = min( A[i-1]+K, MAX_ALLOWED );
for (int i=0; i<N; ++i) cout << A[i] << (i+1==N ? "\n" : " ");

P-I11I-6 Sachisti

Ratingy tréninkem jen rostou, proto nikomu nikdy nesmime zvysit rating nad
jeho pozadovany. Specialné tedy plati, Zze pokud néci pocatecni rating r; je ostie
vétsi nez jeho pozadovany rating c;, feSeni neexistuje. Toto mizeme na zacatku
zkontrolovat a poté ve zbytku feSeni predpokladat, Zze pro kazdého Sachistu plati
Ti f; C;.



Pokud mé clovék x na konci mit rating y, musi se k nému postupné dostat
néjakou cestou od né€koho, kdo mé rating presné y na zacatku. Ptes jaké jiné Sachisty
muze takova cesta vést? Jsou pravé dvé podminky:

® 7jevné na této cesté nesmi byt nikdo, kdo mé uz nyni vétsi rating nez y.

® Také na ni nesmi byt nikdo, kdo ma na konci mit mensi rating nez y.

Takovou cestu nazyvejme platnou cestou pro ¢lovéka x. Tvrdime, Ze celkové
feseni existuje pravé tehdy, pokud pro kazdého Sachistu existuje platna cesta.

Diikaz: Platné cesty pouzijeme usporadané podle ratingu y, od nejmensiho po
nejvétsi. Pro kazdého ¢lovéka se podivejme nejprve na okamzik, kdy jdeme pouzit
jeho cestu k tomu, aby se on dostal sviij pozadovany rating y. Doposud jsme pouzivali
jen cesty s ratingem < y, kazdy ¢lovék mé tedy bud sviij podateéni rating, nebo je
jeho rating nejvyse y. Nevznikly nam tedy zadni novi lidé s ratingem vétSim nez vy,
a tedy nasi cestu opravdu i nyni mizeme pouzit.

No a ted si uvédomme, Ze jakmile zacneme pouzivat cesty s ratingem vétsim
nez je rating y tohoto ¢lovéka, tyto cesty nemohou vést pies néj (jiz na zaéatku pro
né nespliioval druhou podminku), a tedy jeho rating jiz ztstane y az do konce.

Lehd¢i specialni typy grafu

Na uplném grafu je feSeni naseho tkolu snadné: Staci, aby kazdy z cilovych
ratingli ¢; existoval v sadé€ pocatecnich ratingt r;. Jelikoz se kazdéa dvojice prateli,
tak jako kazdou platnou cestu miizeme vzit pfimou hranu.

Na hvézdé vsechny cesty vedou pies stied a jen ten musime kontrolovat.

Na dlouhé cesté si snadno uvédomime, ze kdyz chceme dostat rating y Sachis-
tovi z, staél uvazovat dvé moznosti: bud ho tam dostaneme od nejbliZsiho Sachisty
s pocatecnim ratingem y nalevo od x, nebo od nejbliz§itho takového napravo. Staci
tedy pro tyto dvé cesty zkontrolovat, zda jsou platné. Toto ovéfeni umime prevést na
otazky na minimum a maximum souvislého tseku v posloupnosti, a na takové otazky
umime efektivné odpovédét napt. tak, ze si nad posloupnosti postavime intervalovy
strom.

Na malgch grafech (at uz stromech nebo obecnych) si mizeme dovolit z kazdé-
ho ¢lovéka spustit jedno prohledavani grafu, a tim ovéfit, zda do néj existuje néjaka
platné cesta. Stacilo by i prohledat cely graf jednou pro kazdou hodnotu cilového ra-
tingu, ale asymptotickou ¢asovou slozitost nejhorsiho pripadu ndm tato optimalizace
nezmeéni.

Velké stromy

Implementovanim feseni pro vyse popsané tridy graft se dalo dohromady ziskat
8 bodui (z toho 6 za FeSeni pro malé grafy). Zbyvaji posledni dva body. V této ¢asti si
ukézeme Teseni, které ziska ten devaty tim, ze vytesi sadu 8: velké stromy, ve kterych
jsou pocatecéni ratingy r; navzajem rtzné.

Pro kazdého sachistu x; existuje v celém stromé nanejvys jeden Sachista xs,
ktery ma na zacatku jeho pozadovany rating. Tim je urcena celé cesta pro x1, zustava
jen zkontrolovat, zda je platna.



Cestu z 1 do x2 si vZdy umime rozdélit na dvé (mozné prazdné) cesty zixs3 a
zox3 tak, aby obé §li ve stromé jen vzhtiru. Vrchol 3, kde cestu rozdélime, je nejbliz-
§im spoleénym predkem x; a xo. Staci tedy, kdyz pro kazdou cestu vzhiru stromem
(od z1 po z3 a od x5 po x3) umime Fici, jaky nejvétsi zac¢atedni a jaky nejmensi po-
zadovany rating na ni lezi. Na toto si umime pfedpodéitat v ¢ase O(nlogn) uziteéné
udaje nasledovné: pro kazdy vrchol x stromu a kazdé i (do i = log, n) si spocitame
toto maximum a minimum pro cestu, kterd jde z 2 nahoru a mé délku 2¢. Podobné
predpoctené idaje umime vyuzit i pro efektivni nalezeni nejblizsiho spole¢ného pred-
ka. Vice detailtt o tomto algoritmu naleznete na [bttps: Jwww.ksp.sk/kucharka/lca)
nebo [tips: //mj. ucw. cz/vyuka/qga/9-decomp. pdj}

Kazdou cestu takto umime celou zkontrolovat v ¢ase O(logn). Toto FeSeni ma
tedy ¢asovou i pamétovou slozitost O(nlogn).

Jiné efektivni Teseni lze udélat pomoci tzv. heavy-light dekompozice stromu
Wiips://en. wikipedia. orq/wiki/Heavy-light_decompositior). Zakladni myslenka je ta-
kova, ze je-li strom koSaty a mélky, tak jsme spokojeni, nebot vSechny cesty jsou
kratké a tedy muzeme na otazky odpovidat hrubou silou. Vadi ndm jen stromy, kte-
ré se malo vétvi a jsou hluboké. Pfi vyse zminéné dekompozici se ukaze, ze umime
libovolném stromé najit maly pocet dlouhych cest tak, ze cely zbytek ztistane kosa-
ty. Pro kazdou cestu zvlast pak pouzijeme vySe popsané feSeni pro cestu, a zbytek
stromu si uz mtizeme dovolit zpracovat hrubou silou.

Takové feseni kazdého Sachistu zkontroluje v case (9(log2 n), a tedy jeho celkova
¢asova slozitost je O(nlog?® n). Pamétova slozitost je pouze O(n).

Velké obecné grafy
Zbyvéa nam vymyslet, jak ziskat posledni bod za tuto tlohu.

Vezméme si konkrétni pozadovany rating y. Ted si predstavme, Ze jsme smazali
vrcholy, které nemohou byt na cesté pro tento rating, tj. bud zacdinaji s ratingem
vétsim nez y, nebo jejich pozadovany vysledny rating je mensi nez y. Zustanou nam
néjaké komponenty souvislosti. Kdy existuji cesty pro Sachisty, ktefi chtéji tento ra-
ting? Zjevné praveé tehdy, kdyz pro kazdou komponentu plati: ,,pokud obsahuje néko-
ho s pozadovanym ratingem y, musi obsahovat i nékoho se zac¢atecnim ratingem y*“.

Podivejme se nyni na nésledujici rating y + 1. Jak se zméni nas graf? Zac¢nou
existovat vrcholy, které maji pocatecni rating pfesné y + 1 a prestanou existovat
vrcholy, které maji pozadovany rating presné y. Mélo by byt zjevné, ze kdyz budeme
postupné iterovat pres vSechny ratingy, tak kazdy vrchol jen jednou zac¢ne a jednou
pfestane existovat.

Na ratingy, pres které postupné iterujeme, se mizeme divat jako na c¢as. Pro
kazdou hranu naseho grafu si umime spocitat interval ¢asi, po které existuje: jsou
to Casy, kdy najednou existuji oba jeji koncové vrcholy.

Samotny prubéh kontroly cesty

Na zacatku si predzpracujeme vrcholy, abychom pro libovolné y uméli efektivné
najit jak vrcholy s r; = y, tak vrcholy s ¢; = y. Predstavme si, Ze jiz mame sestrojeny
vyse popsané komponenty souvislosti pro néjaké konkrétni y — tedy pro kazdy vrchol
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dokazeme efektivné fici ID komponenty, do které patii.

Jak ovéfime, zda pro toto y existuji vsechny potfebné cesty? Staci nejprve do
préazdné mnoziny pro kazdy vrchol s ¢; = y vlozit ID jeho komponenty, pak pro
kazdy vrchol s r; = y z té mnoZiny odstranit ID jeho komponenty (pokud tam je),
a na zaveér zkontrolovat, zda mnozina zistala prazdna.

Za cely béh feSeni bude kazdy vrchol jednou takto vloZen a (nanejvys) jed-
nou odstranén, takze dohromady bude ¢as straveny témito kontrolami zanedbatelny
oproti zbytku FeSeni.

Odmocninovy trik

Pro kazdy prechod z ¢asu = ratingu y na y+ 1 se mtzeme podivat na to, kolika
hrandm se zméni stav. Poc¢inaje od ¢asu 1 si nyni miZeme ¢asovou osu nasekat na
kusy nasledovné: postupné zvysujeme konec aktudlniho tiseku a pocitame si zmény
stavu hran, které jsme vidéli, dokud nepfijdeme na prechod, véetné kterého by jiz
tento podet prekrocil /m. Tam ukonéime aktudlni kus a od nésledujiciho ratingu
za¢neme dali. Takto dostaneme O(y/m) kust a uvniti kazdého se déje nanejvys
v/m zmén stavu hrany. Na nékterych konkrétnich pfechodech, které skoncily na
hranici mezi tseky, se mize dit takovych zmén i radové vice. Tyto zmeény ale nikdy
nebudeme zpracovéavat!

Pro kazdy interval ¢ast nyni udélame nasledujici: Sestrojime si mnozinu hran,
které existuji béhem celého toho intervalu, a druhou malou mnozinu hran, které
béhem néj méni stav. Jednou udélame prohledédvani (nebo Union-Find) na prvni
mnoziné hran a najdeme si komponenty souvislosti, které jim odpovidaji. Potom
zv1ast zpracujeme kazdy relevantni ¢as (tj. takovy, ktery odpovid4d nékoho pozado-
vanému ratingu) v daném intervalu.

Zpracovani konkrétniho casu y tedy vypada nésledovné:

¢ Projdeme O(y/m) hran, které méni stav béhem daného intervalu, a zjis-
time, které existuji v dobé y.
® Pfidame tyto hrany do grafu a v c¢ase priblizné pfimo tmeérném jejich
poctu urcime nové komponenty.
® Poté zkontrolujeme vSechny vrcholy, které chtéji skoncit na tomto ra-
tingu y.
Takové FeSeni{ bude mit asymptotickou ¢asovou slozitost zhruba O(m+/m); pfesna
Casova slozitost zavisi na konkrétni zvolené implementaci sestrojeni komponent sou-
vislosti a pouzitych datovych strukturach.
Efektivnéjsi Feseni
Existuji i feSeni, kterd pro obecné grafy maji ¢asovou slozitost O(mlogn).
Chcete-1i se nad n&jakym zamyslet, pro inspiraci uvedeme napf. odkaz na link/cut
stromy: Fitps:/en. wikipedia. org/wiki/Link/cut_tred My si ukdzeme myslenkové i
implementacné jednodussi feSeni, které bude mit jeden logaritmus navic — pobézi
tedy v case O(mlog®n).

Predstavme si intervalovy strom nad c¢asovou osou. Pro kazdou hranu gra-
fu si muzeme najit interval ¢ast, po které existuje, a pak tento interval vlozit do
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tohoto intervalového stromu. Tim dostaneme pro kazdou hranu O(logn) vrcholi in-
tervalového stromu, které dohromady odpovidaji jejimu celému intervalu existence.
V kazdém z téchto vrcholu si tuto hranu poznamename.

Nyni prohleddme do hloubky tento intervalovy strom. Vzdy, kdyz vejdeme do
vrcholu, tak v ném zapamatované hrany za¢nou existovat, a vzdy, kdyz vrchol opus-
time, tak existovat pfestanou. Zjevné tedy vzdy, kdyz pfijdeme do listu (t.j. vrcholu
predstavujiciho jeden konkrétni ¢as y), budeme mit sestrojenou spravnou mnozinu
hran: pravé ty hrany, které existuji v této dobé y. Mizeme tedy nyni zkontrolovat
Sachisty, ktefi chtéji skoncit s ratingem y.

Jak si béhem tohoto procesu udrzujeme komponenty, abychom tyto kontroly
uméli délat efektivné? Budeme opét délat Union-Find, tentokrat specificky s heu-
ristikou ,union by rank® ale bez komprese cest, abychom pii kazdé operaci Union
udélali jen jednu zménu v pameéti. Takovy Union-Find mé zarucenou casovou slo-
zitost O(logn) na operaci. Vzdy, kdyz pfidavame hranu a déldme néjakou zménu
v paméti pro Union-Find, ulozime si pfepsané hodnoty na zasobnik. No a vzdy, kdyz
chceme néjakou hranu odstranit, z vrchu zasobniku vezmeme prepsané hodnoty a
vratime je zpét.

Pro kazdy z O(nlogn) ,kust hran® udéldme konstantni podet operaci s datovou
strukturou Union-Find, ¢imz dostavame slibovanou ¢asovou slozitost.
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#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const string ANO = "ANO", NE = "NE";

int N, M, MAXR;

vector<pair<int,int> > E;

vector<int> R, C;

map<int, vector<int> > nabizi, potrebuje;

struct zmena { int x, y, byvaly_rank_x; };

struct union_find {
vector<int> otec, rank;
vector<zmena> undo_log;
union_find(int N) {
otec.resize(N);
iota(otec.begin() ,otec.end(),0);
rank.resize(N);
¥
int sef(int x) { if (x==otec[x]) return x; else return sef(otec[x]); }
bool spoj(int x, int y) {
x = sef(x); y = sef(y); if (x == y) return false;
if (rank[x] < rank[y]) swap(x,y);
undo_log.push_back( { x, y, rank[x] } );
otecl[y] = x;
rank([x] = max( rank[x], rank[y]l+1 );
return true;
¥
void undo(int kam) {
while (int(undo_log.size()) > kam) {
zmena z = undo_log.back(); undo_log.pop_back();
rank[z.x] = z.byvaly_rank_x;
otec[z.y] = z.y;

}
¥
};
struct intervalac {
int L;

vector< vector< vector<int> > > data;
intervalac(int N) {
data.clear();
for (L=0; ; ++L) {
data.push_back( vector< vector<int> >(1<<L) );
if (int(data.back().size()) >= N+3) break;
}
¥
void vloz_interval(int id, int lo, int hi,
int wx=0, int wy=0,
int wlo=0, int whi=-1) {
if (whi==-1) whi = 1<<L;
if (lo <= wlo && whi <= hi) { datalwx] [wy].push_back(id); return;
if (hi <= wlo || whi <= lo) return;
vloz_interval(id, lo, hi, wx+1l, 2*wy, wlo, (wlo+whi)/2);
vloz_interval(id, lo, hi, wx+1, 2%wy+l, (wlo+whi)/2, whi);
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bool projdi(union_find &UF, int, int, int, int);
};

pair<int, int> interval_hrany(int m) {
// uzav¥enj interval &ast, v kterjch existuje hrana m (moZna prazdny)
return { max( R[E[m].first], R[E[m].second] ),
min( C[E[m].first], C[E[m].second] ) };

}

void compress(vector<int> &R, vector<int> &C) {
set<int> X;
for (int x : R) X.imsert(x);
for (int x : C) X.imsert(x);
map<int, int> rename;
int id = 0;
for (int x : X) rename[x] = ++id;
MAXR = id;
for (int &x : R) x = renamel[x];
for (int &x : C) x = renamel[x];

}

bool intervalac::projdi(union_find &UF, int wx=0, int wy=0, int wlo=0, int whi=-1) {
if (whi==-1) whi = 1<<L;
// pfidej hrany, které jsou v aktualnim vrcholu
int aktualni_stav = UF.undo_log.size();
for (int m : datalwx][wyl) UF.spoj( E[m].first, E[m].second );
// jsi-1li v listu, zpracuj ho, jinak se rekurzivné zavolej
bool return_value;
if (whi - wlo == 1) {
int rating = wlo;
set<int> komponenty;
for (int x : potrebujel[rating]) komponenty.insert( UF.sef(x) );
for (int x : nabizil[rating]) komponenty.erase( UF.sef(x) );
return_value = komponenty.empty() ;
} else {
return_value = projdi(UF, wx+1l, 2*wy, wlo, (wlo+whi)/2);
if (return_value) return_value = projdi(UF, wx+l, 2*wy+1l, (wlo+whi)/2, whi);
¥
// pE¥i odchodu odeber hrany
UF.undo (aktualni_stav) ;
return return_value;

}

string vyres() {
cin >> N > M;
R.clear(); R.resize(N); C.clear(); C.resize(N);
for (int &x : R) cin >> x;
for (int &x : C) cin >> x;
compress(R, C);
E.clear();
for (int m=0; m<M; ++m) { int x, y; cin >> x >> y; E.push_back({x,y}); }

for (int n=0; n<N; ++n) if (C[n] < R[n]) return NE; // rating nemiZe klesnout
nabizi.clear(); potrebuje.clear();

for (int n=0; n<N; ++n) nabizi[R[n]].push_back(n);

for (int n=0; n<N; ++n) potrebuje[C[n]].push_back(n);

for (int c : C)
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if (nabizi.count(c) == 0) return NE; // rating &lovéka c nikdo nema

intervalac T(MAXR);

for (int m=0; m<M; ++m) {
int tz, tk; tie(tz, tk) = interval_hrany(m);
if (tk < tz) continue;
T.vloz_interval(m, tz, tk+1);

¥

union_find UF(N);

if (T.projdi(UF)) return ANO; else return NE;

int main() {
int TC; cin >> TC; while (TC--) cout << vyres() << endl;
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