70. ro¢nik Matematické olympiady — 2020,/2021
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Let na Mars

Tti body bylo mozné ziskat za Feseni hrubou silou, které pro kazdou dvojici 1 <
i < j < n vyzkousi, zda spliuje pozadované podminky, a vypise pocet téch dvojic,
které podminky spliiovaly. Casova slozitost takového feseni je O(n?) a pamétova
O(n).
Ve vstupech za vice bodi bylo n prili§ veliké na to, abychom méli ¢as itero-
vat pres vSechny dvojice. Pofidme si nyni veliky ¢tvereckovany papir a pro kazdé i
umistme kosmonauta ¢islo ¢ na policko se soufadnicemi (x;, y;). Podivejme se na kos-
monauta ¢ a vSimnéme si, ze kosmonaut j muize s ¢ letét pravé tehdy, kdyZ nastane
jedna z nasledujicich ¢tyf moznosti:
su;=x;+kaly —yl <k,
o, =ux;,—kaly —yl <k,
*y;=yitkalr; —xi| <k,
*yi=yi—kalr; —z| <k
Jinak Feceno, kosmonauti, ktefi mohou s kosmonautem ¢islo ¢ letét na Mars, jsou
préave ti, ktefi stoji na obvodu ,,Ctverce“ tlustém jedno policko, ktery obsahuje policka
(x; — k,y; — k) a (x; + k,y; + k). Situace pro k = 3 je zndzornéna na nésledujicim
obrazku:

(xi — kay’t _ k)

,yi)
(@ + k,y; + k)

Prefixové souéty

Kdybychom v konstantnim case uméli spocitat pocet kosmonautti v libovolném
takto zadaném c¢tverci, mohli bychom potom secist tyto vysledky pro kazdého kosmo-
nauta a vydélit je dvéma (jelikoz kazdou dvojici zapo¢itdme dvakrat), ¢imz bychom
ziskali vysledek. Toto je mozné udélat pomoci dvourozmérnych prefixovych souc¢ti —
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pokud je jesté neznate, pékné povidani o nich najdete v KSP kuchaice v kapitole Za-
kladni algoritmy Witps: /TTsp.m]l.cuni. cz/kucharky,/ zakladni-algoritmy ). Pouzijeme
je nasledovné. Ozna¢me X jako maximum ze vSech x;, Y jako maximum za vSech y;
a pofidme si dvojrozmérné pole A velikosti (X + 1) x (Y + 1), kde

Alz]ly] = { 1 P.okud existuje kosmonaut ¢, pro néjz (x,y) = (x4, v:),
0 jinak.

To lze udélat s ¢asovou i pamétovou slozitosti O(n + XY). V éase O(XY) si pak
predpocitame dvourozmérné prefixové soucty pole A podle KSP kuchatky, které
nam umozni v ¢ase O(1) zjistit pocet kosmonautt v libovolném obdélniku. Pocet
kosmonautti na obvodu naseho ¢tverce pak lze ziskat jako rozdil poc¢td ve vnéjsim
resp. vnitfnim ¢tverci, opét v konstantnim case. To celé nam tedy dava casovou
i pamétovou slozitost O(n + XY'), coz stacilo na 6 bodi.

Optimalni Feseni

Na zisk plného poc¢tu bodu zadné prefixové soucty potfebovat nebudeme. Misto
toho si vSimnéme, ze pokud si profily kosmonauti setfidime primarné podle prvni
soufadnice a sekundarné podle druhé, tak pro kazdé ¢ tvori profily kosmonautiu j
spliwjici z; = x; + k a |y; — y;| < k, respektive x; = 2; — k a |y; — y;| < k v tomto
poli souvislé tseky. Analogicky, pokud si profily setfidime primarné podlé druhé
soufadnice a sekundarné podle prvni, tak pro kazdé i tvoii profily kosmonauttu j
spliwjici y; = y; + k a |z; — x| < k, respektive y; = y; — k a |z; — ;] < k v tomto
poli souvislé tseky.

Predpokladejme, ze pro setfidéné pole X velikosti n, v némz se neopakuji hod-
noty, umime v ¢ase O(logn) zjistit poéet prvki X, které lezi (neostfe) mezi danymi
u < v (tj. pocet z € X takovych, ze u < x < wv). Ukdzeme si, jak s takovym pfedpo-
kladem vyfesit alohu v ¢ase O(nlogn). Nejprve si vytvofime pole P a D obsahujici
vSechny profily setfidéné primérné podle prvni a sekundérné podle druhé soutradnice
(pole P), resp. priméarné podle druhé a sekundérné podle prvni soufadnice (pole D).
To jisté dokdzeme v ¢ase O(nlogn).

Potom pro kazdé ¢ od 1 do n zjistime, kolik prvkd je v P neostfe mezi prvky
(x; — k,y; — k) a (x; — k,y; + k), respektive (z; + k,y; — k) a (z; + k,y; + k). Stejné
tak zjistime, kolik prvki je v D neostfe mezi prvky (z; — k,y; — k) a (z; + k,y; — k),
respektive (x; — k,y; + k) a (x; + k,y; + k), a vSechna tato ¢isla se¢teme. To téméF
odpovida poctu kosmonautti, ktefi s kosmonautem i mohou letét na Mars, az na to,
7e pokud néjaky kosmonaut mé profil (z; + k,y; + k) (ty odpovidaji ¢tyfem rohiim
¢tverce), tak jsme ho zapocetli dvakrat. Pro kazdou ze étyf moznosti miizeme v Case
O(log n) zjistit, zda kosmonaut s takovym profilem existuje (dotazem na pocet prvkii
neostfe mezi (x; — k,y; — k) a (v; — k,y; — k) a analogicky pro zbylé tfi moznosti),
a pokud ano, tak od celkového poc¢tu odecist jedna.

Takto spocitame pocet usporadanych dvojic kosmonautti ¢, j, ktefi spolu mohou
letét na Mars. Abychom dostali odpovéd na tlohu, musime toto éislo vydélit dvéma.
Cely algoritmus pobézi s ¢asovou slozitosti O(nlogn) a pamétovou slozitosti O(n).
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https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/zakladni-algoritmy/

Pocet prvku v intervalu

Zbyva tedy vysvétlit, jak v setfidéném poli X velikosti n (indexovaném od 0),
které neobsahuje opakujici se hodnoty, najit pro libovolné u < v v éase O(logn)
pocet prvka z € X, které splnuji v < x < v. VSimnéme si, ze pokud ¢ je index
nejmensiho prvku, ktery je vétsi nebo roven u (pfipadné n, pokud zZadny takovy
neexistuje), a pokud j je index nejmensiho prvku, ktery je ostie vétsi nez v (pfipadné
n, pokud zadny takovy neexistuje), pak j — ¢ davd odpovéd na nasi otdzku. Jak ¢,
tak j lze nalézt pomoci bindrniho vyhleddvani v ¢ase O(logn). UkdZzeme si to pro 4,
pro nalezeni j muzeme zavolat stejny algoritmus s v misto u, a pokud je hodnota
pole na vriceném indexu rovna v, zvysit index o 1 (tady vyuZivdme toho, Ze se
v X neopakuji hodnoty). Pokud jste nikdy pojem bindrni vyhleddvani neslySeli,
doporucujeme prislusnou kapitolu KSP kucharky Witps:Tksp.m]l.cuni. cz/kucharky A
Birarni-vyhledavani)).

Pokud X[0] > u, pak vratime 0. Jinak si pofidime dvé proménné ¢ a r a na
zacatku nastavime ¢ <— 0 a r <~ n. Dokud r — ¢ > 1, budeme provadét nasledujici
kroky:

1. m«+ |(r+0)/2] < celociselné déleni
2. Pokud X[m] < u, nastavime £ < m.
3. Jinak nastavime 7 < m.

Nakonec vratime r.

Vsimnéme si, Ze v kazdém kroku plati, ze X [¢] < u a bud r = n, nebo X[r] > u.
To znamena, ze ve chvili, kdy r — ¢ = 1, ukazuje r na nejmensi prvek vétsi nebo
roven u (pfipadné r = n), coZ je to, co hleddme. Jako obvykle se pfi analyze bindrniho
vyhledavani ukaze, ze v kazdém kroku se rozdil r — ¢ zmensi zhruba na polovinu, tedy
udélame nejvyse O(logn) krokt (opét viz KSP kuchatka, [ttps://ksp.mff.cuni.cz)
Fucharky binarni-vyhledavani)).

Poznamky k implementaci

Kontrolu, zda jsme néktery z prvki (z; -k, y; £ k) zapoditali dvakrat, nemusime
délat zvlast, 1ze k tomu vyuzit nalezené indexy z podulohy ,,pocet prvki v intervalu®.
V ukézkové implementaci jsme v poli Y prohodili prvni a druhou soutfadnici, diky
¢emuz jsme ho mohli opét fadit primarné podle prvni a sekundarné podle druhé
soufadnice. Alternativni feSeni by bylo pouZivat vlastni porovnavaci funkce, coz mé
v C++ ne Uplné trividlni syntaxi.

#include <vector>
#include <functional>
#include <iostream>
#include <algorithm>

using namespace std;

// Vrati index nejmensiho prvku pole vec, ktery je >= u

int nejmensi_vetsi(vector<pair<int, int>> vec, pair<int, int> u) {
if (vec[0] >= u) return O;
int 1 = 03


https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/binarni-vyhledavani/
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/binarni-vyhledavani/
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int r = 1 + vec.size();

while (r - 1 > 1) {
intm= (1 +71r) / 2;
if (vec[m] < u) 1 = m;
else r = m;

}
return r;
}
int main() {
int n, k;

vector<pair<int, int>> X, Y;
cin >> n >> k;

X.resize(n);
Y.resize(n);

for (int i = 0; i < n; ++i) {
cin >> X[i].first >> X[i].second;
Y[i].first = X[i].second;
Y[i].second = X[i].first; // V poli Y prohodime prvni a druhou soufadnici

}

sort(X.begin(), X.end());
sort(Y.begin(), Y.end());
// Diky prohozeni soufadnic miZeme Y také Fadit lexikograficky

long long pocet_dvojic = 0;

for (int kosmonaut = O; kosmonaut < n; ++kosmonaut) {
pair<int, int> profil = X[kosmonaut];
pair<int, int> u, v;

// Potfebujeme spolitat polet kosmonautd na &tyfech stranach &tverce,
// kazdou udéléme zvlast
int znamenkal[] = {-1, 1};

// Nejprve to udélame pro svislé strany &tverce a pole X
for (int znam : znamenka) {
// Strany &tverce
// (x_kosmonaut+-k, y_kosmonaut-k)...(x_kosmonaut+-k, y_kosmonaut+k)
u.first = profil.first + znam*k;
u.second = profil.second - k;
v.first = profil.first + znam*k;
v.second = profil.second + k;

int i = nejmensi_vetsi(X, u);

int j = nejmensi_vetsi(X, v);

// (x_kosmonaut+-k, y_kosmonaut-k) bychom zapo&itali dvakrat
if (X[i] == u) pocet_dvojic--;

// (x_kosmonaut+-k, y_kosmonaut+k) bychom zapolitali dvakrat
if (X[j] == v) pocet_dvojic--;

if (j < n & X[j]l == v) j++; // Chceme X[j] > v nebo j =n

pocet_dvojic += j - i;

}

// Totéz pro vodorovné strany a pole Y
for (int znam : znamenka) {



// Strany &tverce
// (x_kosmonaut-k, y_kosmonaut+-k)...(x_kosmonaut+k, y_kosmonaut+-k)

// Musime prohodit soufadnice
u.first = profil.second + znam*k;
u.second = profil.first - k;
v.first = profil.second + znam*k;
v.second = profil.first + k;

int i = nejmensi_vetsi(Y, u);
int j = nejmensi_vetsi(Y, v);
if (j < n & Y[j] == v) j++; // Chceme Y[j] > v nebo j = n

pocet_dvojic += j - i;

}

cout << (pocet_dvojic / 2) << endl;

}

P-II-2 Laboratorni protokoly

Definujme si novou posloupnost C' takovou, ze C; = |A; — B;| pro kazdé 1 <
i < n.Vsimnémesi, ze Y, (4;—B;)> = Y., C? a 7e pfitteni/odecteni jednicky od
B; odpovida pfi¢teni/odecteni jednicky od C; (pFi¢teni nebo odecteni podle toho, zda
A; > B; nebo ne). Jelikoz nas zajima pouze minimalni hodnota vyrazu -, (4; —
B;)?, mtizeme misto posloupnosti A a B pracovat rovnou s posloupnosti C.

Tim jsme tlohu v ¢ase O(n) prevedli na jeji jednodussi variantu: Na vstupu
je posloupnost C' délky n, kterd obsahuje nezdpornd celd ¢isla, a nezdporné celé
¢islo k. Ukolem je nejvyse k-krat pricist/odecist jednicku od prvki C tak, abychom
minimalizovali vyraz Y ;_, C2. Déle vyfesime tuto tlohu.

Nejprve si v§imnéme, Ze pokud k > Y"1 | C;, tak miizeme vSechny hodnoty C;
vynulovat a tim na nulu dostat i odchylku, coz je zfejmé optimélni feSeni. Toto lze
ovefit v dase O(n) a odted mizeme predpokladat, ze k < >, Ci.

Hladové FesSeni

Nejdiive dokazeme, ze tloha lze fesit hladové, tj. Ze spravné feSeni lze ziskat
algoritmem, ktery bude mit k fazi, v kazdé fazi najde i takové, ze C; je (neostte)
nejvétsi prvek C' a snizi jej o 1. (Jelikoz jsme piedpokladali, ze k < Y| C;, nalezeny
nejvétsi prvek C; bude vzdy splitovat C; > 0.) Po téchto k fazich algoritmus vypiSe
S CE.

Uvazujme nyni néjakou posloupnost D, kterou lze z C' ziskat po nejvyse k
pri¢tenich/odeétenich jednicky, takovou, Ze Z?zl D? je optimalni, tedy nejmensi
mozné. Oznac¢me jako X1, ..., X, sestupné sefazené prvky posloupnosti, kterou z C
po k krocich vytvori nas algoritmus, a jako Yi,...,Y, sestupné sefazené prvky po-
sloupnosti D. Dokazeme, Zze X; = Y; pro vSechna i.

Z definice naseho algoritmu vyplyva, Ze prvky, které upravoval, tvori poc¢atecni
usek posloupnosti X, a navic plati, ze rozdil kazdjch dvou upravenych prvki je nej-
vyse 1. Pro spor predpokladejme, Ze existuje pozice i takova, ze X; # Y;, a uvazujme
nejmensi takové i. Jelikoz nas algoritmus jednic¢ky pouze odecital a oba algoritmy

5



udélaly celkem k krokt, musi platit X; < Y;. Navic musi existovat j > ¢, pro néjz
X; > Y;. To specidlné znamend, Ze optimdlni feSeni od prvku Y; alespon jednou
odecetlo jednicku.

Uvazme nyni feSeni, které oproti optimalnimu o jedna ménékrat odecetlo jed-
nicku a naopak od Y; odecetlo jednicku o jedna vicekrat. Jeho optimalizovany vyraz
ma hodnotu

Yi4 Y2 + (Y -1+ e+ Y+ ()P YA+ Y

coz lze upravit na

(ZYf) —2Y;4+142Y;+1= <Z}Q2>+2(1Q—Yj+1).

=1 i=1

Jelikoz V; > X; > X; > Y, mdme Y; —Y; > 2, a tedy 2(Yj—Yj+1) < 0. To
znamena, ze nové reSeni dosdhlo jesté mensi hodnoty optimalizovaného vyrazu, coz
je spor s existenci pozice i, kde X; # Y;. Takze X = Y a na$ algoritmus vrati
optiméalni hodnotu, coz jsme chtéli dokazat.

Vsimnéme si, ze jsme ve skutecnosti dokazali o néco vice: Pokud spustime nas
hladovy algoritmus na posloupnost C' a tu poté sefadime sestupné, bude platit, Zze nas
algoritmus upravil pravé prvky néjakého pocatecniho tuseku C, kazdé dva upravené
prvky se lisi nejvice o jedna a navic je takovy pocéatecni tsek nejkratsi mozny (mezi
vSemi takovymi sefazenymi posloupnostmi, které lze ziskat po nejvyse k validnich
apravach). Cast ,a navic® plyne z toho, ze kdyby tomu tak nebylo, miizeme uvazo-
vanou posloupnost s del§$im upravenym pocateénim tsekem pouzit jako D v dikazu
spravnosti a dostat tak spor.

Implementace

Dalsim krokem je implementovat hladovy algoritmus tak, aby bézel v cCase
O(nlogn). PHim4 implementace algoritmu by béZela v ¢ase O(kn), jelikoz v kazdém
z k krok musime projit celou posloupnost C' a najit jeji nejvétsi prvek. Pokud
bychom prvky C ulozili do (maximové) haldy nebo binarniho vyhledavaciho stromu,
zlepsila by se slozitost na O((k 4+ n)logn) — v kazdém kroku najdeme maximum,
to odebereme, snizime o jedna a vratime do haldy/vyhledavaciho stromu, to celé
v ¢ase O(logn)

Jelikoz casovéa slozitost optimalni implementace nemé byt zavisla na k, je po-
tfeba vymyslet, jak délat vice krokd najednou. K tomu vyuzijeme pozorovani, ze
setfidime-li si vysledné hodnoty po probéhnuti algoritmu sestupné, tak plati, ze
algoritmus upravoval pouze hodnoty, které se vyskytuji v poc¢ateénim tuseku, tyto
hodnoty se lisi nejvyse o jedna a navic je takovy pocatecni tisek nejkratsi mozny.

Optimalni implementace rovnou nalezne takto setfidénou posloupnost. Zacne-
me tim, Ze n&jakym standardnim algoritmem na t¥idéni (napf. mergesort) setfidime
posloupnost C sestupné v ¢ase O(nlogn), a z technickych dtivodt na chvili pfidame
Cpn+1 = 0. (Coz zachova, Ze je posloupnost setfidéna.)
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Nyni chceme najit pozici ¢ takovou, Ze nas hladovy algoritmus by upravil prv-
nich 7 prvku setfidéné posloupnosti C. Vime, Ze hladovy algoritmus celkem zmensi
prvnich ¢ prvka posloupnosti o k& a Ze i poté zlustane posloupnost sefazena. Jinak
feCeno, kazdy z prvnich ¢ prvkd musi i po zmenseni byt vétsi nebo roven C;41. To
znamena, ze musi platit £ < S — - Cy41, kde S je soucet prvnich ¢ prvka.

Pofidime si proto proménné i a S, které nastavime ¢ = 0 a S = 0, a dokud
k> S—i-Ciq1, nastavime i :=i+1a S := S+ C; (v tomto poradi). Vsimnéte si, Ze
se tento cyklus zastavi nejpozdéji pro i = n, jelikoz C),+1 = 0 a my pfedpoklddame,
ze k <Y, C;. Nyni mizeme opét odstranit C,, 1. Tato ¢ast ziejmé pobézi v case
O(n).

Index ¢ je pozice posledniho prvku posloupnosti, ktery budeme zmensovat.
Chceme zmensit pravé ¢ prvkd, jejichz pocatecni soucet je S, celkem je musime
zmensit pfesné€ o k a na konci se zadné dva nesmi lisit o vice nez 1. Jinak feceno,
Cast z nich snizime na néjaké ¢ a zbytek na £ — 1.

To znamena, ze k = S —i - ¢ + r, kde r je pocet prvki, které snizime na
¢ —1, aplati 0 < r < 4. Tuto rovnici mizeme preusporadat na £ = W a z toho
vyjadiime, Ze £ = [55E], kde [ a | znaéi horni celou €ast, a r = k — S+ - £. Jelikoz
k < S—1i-Ciy1, dosazenim dostaneme S —i-£+1r < S —i-Cipq, tedy Cipq+71/i < L.

Nyni nastavime prvnich ¢ — r prvka C na ¢ a dalsich » prvkia C na £ — 1 (to
lze udélat v ¢ase O(n)). Pokud r = 0, nastavili jsme v8ech ¢ prvki na ¢, a protoZe
Ci+1 < ¢, posloupnost zistala sefazena sestupné. Jinak r > 0, tedy i r/i > 0, a proto
£ > Ciyq. Jelikoz £ i Ci41 jsou celd ¢isla, dostaneme, ze ve skuteénosti £ —1 > Cy4 1,
tedy opét posloupnost C zustala sefazena sestupné.

Nakonec zbyva vypsat hodnotu >, C;. Casov4 slozitost feseni je O(nlogn),
pamétova slozitost je O(n), coz stacilo na plny pocet bodt.

#include <vector>
#include <algorithm>

#include <functional>
#include <iostream>

using namespace std;

int main() {
int n;
int k;
cin >> n >> k;
vector<long long> A, B, C;
A.resize(n);
B.resize(n); // A a B indexujeme pro jednoduchost od 0
C.resize(n+1); // C budeme indexovat od 1, aby fungovaly vzorelky

for (int i = 0; i < n; ++i) cin >> A[i];
for (int i = 0; i < n; ++i) cin >> B[i];

long long sm = 0;

for (int i = 1; i <= n; ++i) {
C[il = A[i-1] - BLi-1];
i£(Ci] < 0) C[il %= -1;
sm += C[i];



}

if (sm <= k) { // V tomto p¥ipad& miZeme celou posloupnost vynulovat
cout << "O0" << endl;
return O;

}

// ++C.begin() ukazuje na prvek s indexem 1, tj. ignorujeme C[0]
sort (++C.begin(), C.end(), std::greater<long long>());

C.push_back(0) ;

int i = 0;

long long S = 0;

while (k > S - i * C[i+1]) {
++1i;
S += C[il;

}

long long 1 = (S -k + i-1) / i; // Horni celd ¢ast (S - k) / i
intr =k - S + i % 1;

int j = 1;
for (; j <= i - r; ++j) C[j] = 1;
for (; j <= i; ++j) C[jl =1 - 1;

long long res = 0;
for (int i = 1; i <= n; ++i) res += C[i] * C[il;

cout << res << endl;
return 0O;

}

P-II-3 Vanoéni navstévy

V feSeni budeme pouzivat standardni terminologii a zdkladni algoritmy teo-
rie grafi. Pokud je neznate, doporucujeme naptiklad KSP kuchaiku o grafech do-
stupnou na strance [ittps: //ksp.mj}.cuni.cz/kucharky ] V této terminologii dostane-
me na vstupu konstantu k a neorientovany graf se tfemi typy vrcholi (saldmis-
té/nesalamisté /nikdo). Pro zjednoduseni budeme vrcholy oznacovat jako vrcholy
typu S (saldmisté), N (nesaldmisté) a 0 (nikdo).

Uloha nam déva za tikol zjistit, zda i po smazani libovolného vrcholu typu S
a vSech hran s nim incidentnich (to odpovida navstéve teticky Gertrudy, kterd zne-
mozni projet danym vrcholem) existuje posloupnost vy, ..., vs vrcholt G spliujici
nasledujici podminky:
® Pro kazdé 1 < i < s plati, ze vrcholy v; a v;41 jsou spojeny hranou.
® v =1 awv, =n. (Zacneme ve vrcholu 1 a skoncime ve vrcholu n.)
® Pokud pro néjaké ¢ je v; typu S, pak pro kazdé j > i plati, ze v; je typu 0.
(Po ndvstévé saldmistické vesnice jiZ nesmime navstivit Zadné pribuzné.)
® Pokud pro néjaké i plati, ze vSechny vrcholy v;, vi41, ..., vi4k—1 jsou typu
N, pak vrchol v; 1y je typu 0. (Salat se smi jist nejuyse k krdt za sebou.)
Poznamenejme, ze posloupnost splnujici prvni podminku se nazyva sled a od
pojmu cesta pouzitého v domécim kole se 1isi tim, Ze ve sledu se mohou opakovat
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vrcholy i hrany. Sled spliujici zadané podminky budeme nazyvat jako vyhovujici
sled.

Kdybychom ptredpokladali, ze salamisté bydli v nejvyse 10 vesnicich, mizeme
postupné kazdou z nich zkusit smazat (tim simulujeme, Ze si teticka Gertruda pro
navstévu vybrala pravé ji) a zjistit, zda ve vzniklém grafu existuje sled spliujici
zadané podminky. To se Fesi analogicky jako v tloze Pfivalovy dést z doméciho kola
s pfedpokladem mk < 10%, totiz vytvofime si novy orientovany graf, ktery z pi-
vodniho ziskdme pfidanim dvou informaci navic: Kolik vrcholt s pribuznymi v kuse
jiz Novakovi navstivili a zda jiz nékdy navstivili saldmisticky vrchol. Orientované
hrany se stejné jako v doméacim kole definuji tak, aby odpovidaly simulaci jizdy
Novékovych. Tento graf budeme nazyvat nafouknuty graf.

Poté staci spustit prohledédvani do hloubky nebo do Sitky z vrcholu 1 a stavu
,v kuse Novéakovi navstivili 0 vrcholt s pfibuznymi“ a ,zatim nenavstivili zadny
salamisticky vrchol“ a zjistit, zda béhem prohledéavani dojdeme do vrcholu n s li-
bovolnym stavem. Pokud je odpovéd ano pro kazdy mozny smazany saldmisticky
vrchol, vypiSeme ANO, jinak vypiSeme NE. Nafouknuty graf bude mit nejvyse O(nk)
vrchold a O(mk) hran, jeho vytvofeni i prohledani tudiz pobézi v éase O(k(n+m)).
Jelikoz mame nejvyse 10 vrcholi typu S, toto celé spustime nejvyse desetkrat. Ta-
kové feseni mohlo ziskat az pét bod.

Chceme-li ziskat plny poc¢et bodii, musime se vyhnout odebirani vrcholid typu S
po jednom. VSimnéme si, ze libovolny vyhovujici sled navstivi maximélné jednou
vrchol typu S. Pokud najdeme vyhovujici sled, ktery nenavstivi zadny vrchol typu S,
mame vyhréno (jelikoZ Novékovi vzdy mohou vyuzit tento sled bez ohledu na to, kam
prijede teticka Gertruda). To lze ovéfit jednim prohledanim (do $itky nebo hloubky)
nafouknutého grafu v ¢ase O(k(n + m)), pfi némz budeme ignorovat saldmistické
vrcholy. Dale budeme predpokladat, Ze takovy sled neexistuje.

V tom piipadé je odpovéd ANO pravé tehdy, kdyz existuji alespoii dva vyhovu-
jici sledy vyuzivajici rizné vrcholy typu S. Kazdy takovy sled lze rozdélit na tsek
z vrcholu 1 do vrcholu typu S a na zbylou ¢ast z vrcholu typu S do vrcholu n.
Dulezité pozorovani je, ze druhd ¢dst vyuzivéa (aZ na pocatecni vrchol typu S) pouze
vrcholy typu 0. My budeme hledat tyto sledy po ¢astech. Nejprve najdeme vSechny
vrcholy typu S, do kterych se da dostat z vrcholu n pfes vrcholy typu 0, a potom
najdeme vSechny vrcholy typu S, do kterych se da dostat z vrcholu 1 se splnénim
vSech pravidel. Odpovéd na tlohu je ANO, prévé tehdy kdyz tyto dvé mnoziny maji
alesponi dvouprvkovy prinik.

Na nalezeni vrcholt typu S dosazitelnych z vrcholu n pomoci vrcholt typu 0
staéi obycejné prohledédni (do sifky nebo hloubky) vstupniho grafu z vrcholu n, které
nepouziva vrcholy typu N a ve vrcholech typu S zastavuje. Standardni implementa-
ce pobézi v ¢ase O(n+m). Pro nalezeni vrcholt typu S dosazitelnych z vrcholu 1 pfi
splnéni vSech pravidel si vytvorime nafouknuty graf a spustime jeho prohledavani
z vrcholu 1 a stavu ,,v kuse Novakovi navstivili 0 vrcholi s pfibuznymi“ a ,zatim
nenavstivili zadny saldamisticky vrchol“ a podivame se, které vrcholy typu S v ja-
kémkoliv stavu navstivi. To mé ¢asovou i pamétovou slozitost O(k(n+m)). Nakonec
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v ¢ase O(n) projdeme vSechny vrcholy a spo¢itdme, kolik z nich ma typ S a zaroven
jsme je navstivili b€hem obou prohledavani. Pokud budou alesponi dva, vypiSeme
ANO, jinak vypiSeme NE.

Celkova ¢asovd i pamétova slozitost feseni je tedy O(k(n+m)), coz stadilo pro
ziskani 10 bodda.

Na zavér poznamename, Ze pri implementaci lze udélat nékolik zjednoduseni.
Jednak muzeme hledat vyhovujici sled z vrcholu 1 do n bez pouziti vrchold typu S
spole¢né s hledanim vrchol typu S dosazitelnych z vrcholu 1, jelikoz pfi tomto
prohledévani nemusime z vrcholi typu S pokracovat dale, jednak ve skuteénosti
nemusime graf nafukovat i o stavy, zda jiz byl navstiven néjaky vrchol typu S — pfi
prohledavani v nich zastavujeme.

#include<vector>
#include<queue>
#include<iostream>

using namespace std;

int n, m, k;
vector<int> typ; // Vrcholy budeme &islovat O...(n-1) misto 1...n
vector<vector<int>> e; // Hrany

// Prohledavani do $i¥ky z vrcholu n-1 prochazejici pouze vrcholy typu O
// a hledajici dosaZitelné vrcholy vSech typl
vector<bool> najdi_dosazitelne_vrcholy_z_chaty() {

vector<bool> dosazitelny(n, false);

queue<int> q;

dosazitelny[n-1] = true;
q.push(n - 1);

while (!q.empty()) {
int v = q.front();
q-popQ);
for (int w : e[v]) { // Iterujeme pfes vSechny sousedy v
if (dosazitelny[w]) continue;
dosazitelny[w] = true;
if (typlw] == 0) {
q.push(w); // Prochazime pouze skrz vrcholy typu O
}
}
¥
return dosazitelny;

}

// Prohledavani do $if¥ky v nafouknutém grafu z vrcholu O podle pravidel.
// Ze salamistickjch vrchold dal nepokradujeme.
// Vrati, které vrcholy pivodniho grafu jsou v néjakém stavu dosaZitelné.
vector<bool> najdi_dosazitelne_vrcholy_z_domu() {

vector<vector<bool>> navstiveny;

// Prvni soufadnice je &islo vrcholu, druhd je poet salatt v ¥adé&

navstiveny.resize(n);

for (int i = 0; i < n; ++i)

navstiveny[i] .resize(k + 1, false);
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vector<bool> dosazitelny(n, false);

queue<pair<int, int>> q;

// Prvni prvek je &islo vrcholu, druhj je pocet salatt v fadé
// (v&etné p¥isludného vrcholu)

navstiveny[0] [0] = true;
q.push({0, 0});

while (!q.empty()) {
pair<int, int> v = q.front();

q.popQ);
dosazitelny[v.first] = true;
if (typlv.first] == 2) continue; // 0d saldmistd nepokraujeme

for (int w : elv.first]) {
// Po k salatech je pot¥eba odpo&inek
if (v.second >= k && typlw]l != 0) continue;

// Novy pocet salatd v Fadé

int nova_sytost;

if (typlw] == |l typlw] == 2) nova_sytost = v.second+1;
else nova_sytost = 0;

// Pokud jsme v novém stavu jiZ byli, ignorujeme jej
if (navstiveny[w] [nova_sytost]) continue;

navstiveny [w] [nova_sytost]=true;
q.push({w, nova_sytost});

}

return dosazitelny;

}

int main() {
cin >> n >> m > k;

typ.resize(n);
e.resize(n);

for (int i = 0; i < n; ++i) cin >> typlil;

int x, y;
for (int i = 0; i < m; ++i) {
cin >> x >> y;
--x; --y; // Cislujeme od nuly
e[x].push_back(y);
ely] .push_back(x);
}

vector<bool> dosazitelne_z_chaty = najdi_dosazitelne_vrcholy_z_chaty();
vector<bool> dosazitelne_z_domu = najdi_dosazitelne_vrcholy_z_domu();

// Pokud se na chatu umime dostat bez navstévy salamistd, mame vyhrano
if (dosazitelne_z_domu[n-11) {

cout << "ANQO" << endl;

return O;

}

// Jinak vyhrajeme, pravé kdyz se z chaty i domu umime dostat
// do né&jakych dvou vrchold typu S
int pocet_spolecnych_salamistu = 0;
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for (int i = 0; i < n - 1; ++i) {
if (typ[i] == 2 && dosazitelne_z_chaty[i] && dosazitelne_z_domul[i])
++pocet_spolecnych_salamistu;

}

if (pocet_spolecnych_salamistu >= 2)
cout << "ANO" << endl;

else
cout << "NE" << endl;

P-II-4 T¥idéni na disku

Podiloha a) — tfidéni vybérem

Minimum pokazdé hledame z nejvyse n po sobé jdoucich prvka na disku, takze
staél preist nejvyse n/B po sobé jdoucich blokt. Prohozeni prvki provedeme pfe-
¢tenim pfislusnych bloki z disku do paméti, prohozenim v paméti a zapsanim zpét.
To k n/B pfistuptm na disk pfid4 pouze konstantu.

Tuto operaci provadime n-krat, takze celkem mezi paméti a diskem preneseme
O(n?/B) bloki.

Casova slozitost vyjde stejné jako u tfidéni vybérem v paméti: jeden vybér
minima trva O(n), viech n vybéri tedy O(n?).

Podiloha b) — efektivni algoritmus

Efektivnéji lze tridit Mergesortem neboli algoritmem tridéni slévanim.

Je zalozeny na slévani dvou setfidénych posloupnosti do jedné. Jak na disku
provést samotné slévani, uvidime vzapéti. Predtim ukaZzeme, jak z néj vybudovat
t¥idéni.

Pfedstavime si, Ze se celd posloupnost skladd ze setfidénych tsekd (tém se
obvykle fika béhy) né&jaké délky u. To je na pocatku jisté pravda: jednotlivé prvky
tvori trividlni béhy délky u = 1. V kazdém priichodu tiidéni budeme slévat dvojice
sousednich béhu a vytvaret béhy délky 2u.

Po prvnim prichodu tedy mame béhy délky 2, po druhém délky 4, ..., po p-tém
prichodu béhy délky 2P. Pokud je délka posloupnosti n mocnina dvojky, po logsn
prichodech se cela posloupnost sklada z jediného béhu délky n, takze je setfidéna.

Pokud n neni mocnina dvojky, pfedstavime si, Ze posloupnost doplnime hod-
notami +oo na délku nejblizsi vys$si mocniny dvojky. To slozitost algoritmu zhorsi
nejvySe konstanta-krat. (Dokonce si miiZeme nekoneéna pouze predstavovat a ope-
race s nimi ve skutecnosti neprovadét.)

Vime tedy, ze ndm staci O(logn) prachodt. Nyni doplnime technické detaily.

Popiseme algoritmus pro slévani dvou setiidénych posloupnosti xi,...,2, a
Y1,...,Ys do posloupnosti z1,...,2,.1s. Bude fungovat takto: nejprve porovna x;
s y1 a mensi z nich ,odtrhne“ a presune do z;. Poté pokracuje slévanim toho, co
z posloupnosti zbylo. Staci si tedy pamatovat aktudlni prvek v kazdé vstupni po-
sloupnosti a v kazdém kroku presunout do vystupni posloupnosti mensi z aktualnich
prvki:
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1. i+ 1,7« 1, k+1 < aktudlni jsou x; a y;, vytvdrime z
2. Dokud ¢ <raj<s:
3. Je-li z; < e 4 menst je v posloupnosti x©
4. 24— T, 14— 1+ 1
5. Jinak: <4 mensi je vy
6. 2y, g+1
7. kE<+—k+1
8. Pokud i < r: < jedna posl. skoncila, zkopirujeme zbytek druhé
9. Zhye ooy Brds $ Tiyenn, Ty

10. Jinak:

11. Zhyer oy Zrgs S Yjro s Ys

Algoritmus vytvori r + s prvki a kazdym stravi konstantni ¢as, takze celkem
bézi v éase O(r + s), tedy linedrnim v celkovém poctu prvki.

Snadno ho miZeme pouzit i pro data na disku: sta¢i ndm jeden sekvenéni
pruchod pres posloupnost x, druhy pies y a tieti pfes vysledek z. Celkem preneseme
O([r/B]+[s/B]) bloki a posta¢i nAm 3 bloky paméti: po jednom na aktudlni pozici
v kazdé ze t¥{ posloupnosti. (Plus samozfejmé potfebujeme nékde skladovat Fidici
proménné, ale zadani slibuje, Ze na to pamét vzdy méme.)

Jeden priichod Mergesortu slévani postupné aplikuje na n/(2u) dvojic béhu
délky u. Ty vSechny cte ze zdrojové posloupnosti a vysledky zapisuje za sebe do
cilové posloupnosti. V dalsim prichodu si zdrojova a cilova posloupnost prohodi role.
Vsechna slévani v rdmci priicchodu trvaji dohromady O(n) éasu, protoze dohromady
ptresunula n prvki.

Podobné je to s pristupy na disk. Podivejme se na prvni béhy ve dvojicich:
kdyz je béh slévani ¢teme, prochazime cely vstup od zacatku do konce, jen pii tom
preskakujeme druhé béhy dvojic. Celkem tedy precteme nejvyse n/B blokt. Podobné
v8echna ¢teni druhych béhd dohromady pfectou nejvyse n/B blokt. A vytvéareni
vysledku zapisuje na disk sekvenéné, takze zapiSe také n/B blokt. To je dohromady
O(n/B) bloki. Co se vnitini paméti tyce, v kazdém okamziku v ni staci mit ulozené
3 bloky, se kterymi pravé pracujeme.

Celkem tedy provedeme O(logn) prichodt a kazdy z nich stravi éas O(n) a
prenese O(n/B) blokt. To dohromady déva ¢asovou slozitost O(nlogn) a komuni-
kaéni slozitost O((n/B)logn).

Podiloha b) — lepsi Feseni

Predchozi Teseni se jesté da vylepsit — zatim jsme totiz vyuzili z vnitini paméti
pouze konstantni pocet blokd.

Popisme obecné situaci, kterou jsme potkali pfi slévani. Zpracovavame néja-
kych g posloupnosti. Kazdou z nich prochazime sekvencné, ale kdykoliv se mizeme
zastavit a chvili se zabyvat jinou posloupnosti. Mame-li k dispozici ¢ blok paméti,
mizeme si dovolit udrzovat v paméti aktualni blok kazdé posloupnosti. Proto ko-
munikaéni slozitost vyjde stejnd, jako kdybychom kazdou posloupnost cetli zv1ast.
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Jelikoz nase pamét ma M /B blokid, mizeme si takto dovolit zpracovavat az fadové
M /B posloupnosti najednou.

To vede k myslence vicecestného Mergesortu. Zavedeme si parametr ¢, ktery
nam bude fikat, kolik posloupnosti slévame najednou. Jeho konkrétni hodnotu zvo-
lime pozdéji. V jednom priichodu se nam tedy délka béhu neznasobi dvakrat, nybrz
t-krat. Po p-tém prichodu budou mit béhy délku P, takze po [log, n] prichodech
bude setiidéno.

Zbyva nahlédnout, jak efektivné slévat ¢ posloupnosti najednou. Myslenka bu-
de stejna jako pro slévani dvou, jen v kazdém kroku budeme hledat minimum z ¢
aktualnich prvkl. Nechceme ovsem, aby to trvalo ¢as linearni s ¢, a proto si pofidime
haldu velikosti ¢, pomoci které pokazdé najdeme a odebereme minimum z aktualnich
prvki a nahradime ho novym aktudlnim prvkem. Jeden krok slévani tedy bude trvat
O(logt) ¢asu. VSechna slévani v ramci prichodu tedy potrvaji O(nlogt).

Jak to provedeme na disku? Na jedno slévani budeme potfebovat ¢ + 1 bloku
paméti, po jednom na aktudlni blok kazdé z ¢ vstupnich posloupnosti a jeden na
aktualni blok posloupnosti vystupni. Pak také budeme potiebovat radové ¢ bunék
pameéti na ulozeni haldy, ale to je fadové méné paméti nez ¢ blokti. Ve dohromady
se tedy urcité vejde do 2t blokt. Pak opét funguje tivaha, Zze kazdou posloupnost
nezavisle na ostatnich projdeme sekvencné.
priichodu. Uvaha o pieskakovani bloku z dvojcestného Mergesortu by se pro t > 2
zkomplikovala, tak to udélame trochu jinak. Misto abychom slévali sousedni béhy,
tak rozdélime béhy do ¢ ptiblizné stejné velkych skupin. Pak slijeme vSechny prvni
béhy kazdé skupiny, pak vSechny druhé a tak dale. V ramci kazdé skupiny tedy c¢teme
sekvencné a vysledek zase zapisujeme sekvencéné, takze postaci O(n/B) pfistupt na
disk.

V celém Mergesortu provadime O(log, n) prichodt, kazdy stoji O(nlogt) asu
a O(n/B) pfistupti na disk. Z toho vyjde ¢asova slozitost O(nlogtlog, n). Jelikoz
log, n = logn/logt, miZeme to také psat jako O(nlogt- (logn/logt)) = O(nlogn).
Komunikaé¢ni slozitost ¢ini O((n/B)log, n).

Zbyvéa zvolit t. Z rozboru slévani plyne, Ze pro dané ¢ spotfebujeme nejvyse 2t
blokti paméti. Proto si miizeme dovolit nastavit t = M/(2B). Casova slozitost pak
vyjde O(nlogn) a komunikaéni O((n/B)logyopn) = O((n/B)logy g n).

Nakonec dodejme, Ze je znamo, Ze tato komunikacni slozitost je nejlepsi mozna.
Diikaz ale neni snadny.
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