70. ro¢nik Matematické olympiady — 2020,/2021
Ulohy skolniho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvoiit a od-
ladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou tloh
odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pfistupné na stran-
ce hitps://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdana
feSeni budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat a vy-
sledky vyhodnoceni se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziska plny
pocet 10 bodd, muzete své Feseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, za kazdou z nich lze ziskat az 10 bodi.
Reseni musi obsahovat popis algoritmu, zdivodnéni jeho spravnosti a odhad ¢asové a
pamétové slozitosti, v tloze P-I-4 téz komunika¢ni slozitost. Nemusite psat program,
algoritmus stac¢i zapsat ve vhodném pseudokdédu nebo dokonce jenom slovné, ale
v tom pfipadé dostatecné podrobné a srozumitelné. Hodnoti se nejen spravnost, ale
také efektivita zvoleného postupu Feseni. ReSeni obou teoretickych tiloh odevzdéavejte
ve formé souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tloh miiZzete odevzdavat do 15. listopadu 2020. Opravena feseni
a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olym-
piddy na adrese https://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace
o kategorii P.

Dalsi programovaci jazyky: V letosnim ro¢niku MO-P je praktické tlohy moz-
né odevzdéavat i v jazycich Python 3 a Java 11. Nezarucujeme vsak, ze v téchto
jazycich bude mozné ziskat plny pocet bodi — je mozné, Ze program nestihne do-
béhnout do ¢asového limitu, byt pouziva algoritmus s optiméalni ¢asovou sloZitosti.
Také neslibujeme, ze tyto jazyky budou k dispozici v dalsich kolech soutéze.



P-I-1 Ptivalovy dést

Kocourkovem se pfehnal privalovy dést, ktery Vasika dodasné uvéznil ve skole.
Ted by Vasik rad vyrazil domt, ale potfebuje k tomu vasi pomoc, nékteré kiizovatky
jsou totiz zatopené. To samo o sobé pro zavodniho plavce Vasika neni nepfekonatelny
problém, jenze jakmile se Vasik namoci, musi se rychle dostat domt do tepla, jinak
dostane rymu. Pomutzete mu najit bezpecnou cestu domi?
SoutéZni tloha

Kocourkov sestava z n kfizovatek oznacenych ¢isly 0,...,n — 1, z nichZ mezi
nékterymi vede celkem m obousmérnych ulic (tj. také si ho mlizete pfedstavit jako
neorientovany graf na n vrcholech s m hranami). Skola se nachazi na ktizovatce &islo
0, Vasik bydli na k¥izovatce ¢islo n—1 a nékteré z kiizovatek jsou zatopené (zatopené
mohou byt i kiizovatky 0 a n—1). Vasim tkolem je najit délku (pocet ulic) nejkratsi
cesty z kfizovatky 0 na krizovatku n — 1 takové, kterd poté, co navstivi néjakou
zatopenou kfizovatku, pouzije nejvySe k dalsich ulic (napfiklad, pokud k = 1, tak
na takové cesté mohou byt zatopené jen posledni dvé kiizovatky, pficemz posledni
je n — 1), nebo vypsat, ze takové neexistuje.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete mezerami oddélené tifi pfirozend ¢isla n, m a k.
Na druhém fadku dostanete n mezerou oddélenych ¢isel zg, z1,...,2,—1, kde pro
kazdé i plati z; € {0,1}, a z; = 1 pravé kdyz je kfizovatka ¢islo i zatopend. Na
kazdém z dalSich m fadk® dostanete mezerou oddélend dvé riizna prirozena Cisla a;
a b;, kde 0 < a;,b; < n — 1, ktera znaci, Ze mezi kiizovatkami ¢islo a; a b; vede
obousmérné ulice.

Ve vsSech vstupech bude platit, zZe n > 2, m > 0, 1 < k < n, zaddna ulice
nespojuje néjakou kiizovatku samu se sebou (tj. a; # b;) a zaddnou ulici nezaddme
vicekrat (tj. pokud ¢ # j, potom {a;,b;} # {a;,b;}). Dalsi omezeni jsou popséna
v sekci Bodovéani.

Format vystupu

Na vystup vypiste pocet ulic nejkratsi cesty z kfizovatky 0 na kiizovatku n—1,
kterad splnuje podminky, anebo —1, pokud takova neexistuje.



Priklady

Vstup: Vigstup:
542 -1
01000

01

12

23

3 4

Ze Skoly domii vede pouze cesta délky 4, jejiz druha kiizovatka je zatopena. To
znamena, ze se s k = 2 Vasik domii nedostane.

Vstup: Vystup:
541 4
00011

01

12

23

3 4

Stejné mésto jako drive, ale zatopené jsou jiné kfizovatky a k = 1. V tomto pripadé
Vasik zvladne dojit domii.

Bodovani

Nasledujici tabulka popisuje, kolik bod® dostanete za jednotlivé testovaci sady
a jaké podminky v nich plati (hodnoty n, m a k jsou horni meze):

body n m k dalst

2 10 45 10

105 108 1

105 10 10° mk <106

105 10° 10° nejvyse 100 zatopenych kiizovatek

105 10% 10° mk < 10° a nejvyse 100 zatopenych kiizovatek
10° 10% 10°

N L



P-I-2 Roman

Filip se na stara kolena rozhodl dat na spisovatelstvi a zrovna dokoncuje svij
prvni romén. Ted piemysli, jak své veledilo rozdélit do kapitol. Z internetového
tutoridlu o psani romanu se Filip dozvédél, ze spravna kapitola by méla mit dobrou
rovnovahu veselych a smutnych ¢asti — nepiSe pfeci humoresku ani zalozpév.

Filiptiv romén méa n odstavct, kazdy z nich je vesely, smutny, nebo neutralni.
Filip by chtél odstavce rozdélit do kapitol tak, aby co nejvic kapitol bylo vyvdZenych:
Rekneme, ze kapitola je vyvazend, pokud obsahuje stejné veselych jako smutnjch
odstavci. Pomozte Filipovi dokoncit jeho bestseller.

SoutéZni tloha
Je zadana posloupnost n celych ¢isel ay, ..., a,, kde a; popisuje i-ty odstavec:
® pokud a; = 1, jedné se o vesely odstavec,
® pokud a; = —1, jedna se o smutny odstavec,
® jinak a; = 0 a jedna se o neutralni odstavec.

Vasim cilem je najit rozdéleni posloupnosti takové, ze méa co nejvic vyvazenych
kapitol, tj. Ze co nejvic ¢asti obsahuje stejny pocet hodnot —1 a 1. Vypiste, kolik
Ize p¥i nejlepsim mozném rozdéleni vytvorit vyvazenych kapitol. Poradi odstavci
nesmite meénit.

Format vstupu

Prvni fadek obsahuje ¢islo n > 2. Druhy rfadek obsahuje n mezerou oddélenych
c¢isel ay,...,an, kde kazdé a; je —1, 0, nebo 1.

Format vystupu

Vypiste jedno ¢islo: nejvyssi dosazitelny pocet vyvazenych kapitol.



Priklady

Vstup: Vijstup:

4 1

-1 -111

Nelze vytvoiit vic nez jednu vyvazenou kapitolu. Abychom ziskali jednu, miiZeme

bud' vzit vSechny odstavce jako jedinou kapitolu, nebo odstavce rozdélit takto: -1 |
-11 /] 1.

Vstup: Vijstup:

10 3

0110-1-1-1-11-1

Miizeme odstavce rozdélit takto: 0 | 1 1 0 -1 -1 | -1 -1 | 1 -1. Prvni, druha
a ¢tvrta kapitola jsou vyvazené. Vsimnéte si, ze vyvazené jsou i kapitoly neobsahujici
smutné ani veselé odstavce. Vyssiho poctu vyvazenych kapitol dosahnout nelze.

Bodovani

Nasledujici tabulka popisuje, kolik bod@ dostanete za jednotlivé testovaci sady
a jaké podminky v nich plati.

body n dalst
1 2
2 500 Knihy neobsahuji Zadné smutné odstavce.
3 500
4 106



P-I-3 Veletrh dortu

N/ Y

Radek se letos jako kazdy rok vypravil na veletrh dortti. Ten tvori fada n stanku
ocislovanych 1 az n. Pravy divod Radkovy pfitomnosti je, Ze za maly poplatek a; K¢
si Radek v i-tém stanku muze ochutnat predstavovany dort. Radek by samoziejmé
rad ochutnal co nejvice dortti, jenze méa to dva hacky. Za prvé Radek disponuje pouze
sumou k Ké. Za druhé moc dobfe vi, Ze jakmile poprvé ochutna dort v néjakém
stanku ¢, nedd mu to a ochutna poté dort ve vedlejsi stanku i + 1, nasledné ve
stanku i + 2 a tak ddle, nez mu dojdou penize nebo nez dojde na konec fady (tehdy
skondi, i kdyby mu je$té zbyvalo plno penéz). Ve kterém stdnku ma Radek zadit,
aby ochutnal co nejvice dorta?

Soutézni tloha

Je zadana posloupnost n kladnych celych ¢isel aq,as,...,a,, kde a; je cena
i-tého dortu, a kladné celé Cislo k, tedy pocet korun, které Radek ma k dispozici.
Zjistéte, kolik dortt mize nejvice Radek snist a u kterého stanku ma zacit, aby toho
doséhl. Vasim cilem je vypsat dvé ¢isla d a p takova, ze plati nasledujici:

1.0<d<nal<p<n-—-d+1.
2. ap+apt1 + ...+ apra—1 <k, tedy lze ochutnat d dorti, za¢ne-li Radek

na pozici p.

3. pro v8echna 1 < p’ <n —d plati ay + ap 41+ ...+ apyq > k, tedy vice
nez d dort ochutnat nelze.
Pokud existuje vice vyhovujicich pozic p, mizete vypsat kteroukoliv z nich.

Format vstupu

Prvni fadek obsahuje dvé kladna cela ¢isla, n a k. Druhy fadek obsahuje n klad-
nych celych ¢isel ay,as,...,a,.
Format vystupu

Vystup je tvoren dvéma Cisly d a p, kde d je nejvétsi pocet dorti, které Radek
mize ochutnat, a p je ¢islo stanku, u néhoz ma zacit, aby d dortt snédl.



Priklady

Vstup: Vgstup:
76 32
2123221

Radek miize ochutnat tii dorty, pokud zacne ochutnavkou druhého dortu: za dorty
zaplati 1+2+3 = 6 K¢. Jiné spravné feseni by bylo zacit na prvni, nebo paté pozici.

Vstup: Viystup:
3 10 01
100 100 100

V tomto pripadé nemiize Radek ochutnat ani jeden dort, prazdna fada dorti pak
miize zacinat na pozici 1, 2, nebo 3.
Bodovani

Plnych 10 bodt ziska feseni s optiméalni ¢asovou slozitosti.

Za feseni, které na bézném pocitadi vytesi tlohu pro n = 10% béhem nékolika
sekund, dostanete az 7 bod.

Za teSeni dostatecné efektivni pro n = 5000 dostanete az 4 body.

Za jakékoli funkéni feseni dostanete az 2 body.



P-I-4 Matice na disku

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Do-
porucujeme vam nejprve prostudovat studijni text a az potom se vratit k samotnym
soutéznim tloham.

Méjme matici (dvojrozmérné pole ¢isel) velikosti N x N uloZenou na disku po
fadcich. Tim myslime, Ze nejprve jsou ulozeny vSechny prvky prvniho radku zleva
doprava, pak vSechny prvky druhého atd. Mtzete predpokladat, ze N je nadsobkem
velikosti bloku B a ze velikost paméti M je mnohem mensi nez pocet prvkd mati-
ce N2.

a) (2 body) Vypiste prvky matice po fadcich (fadky shora dolt, v kazdém
fadku prvky zleva doprava).

b) (8 body) Vypiste prvky matice po sloupcich (sloupce zleva doprava, v kaz-
dém sloupci prvky shora doli).

¢) (5 bodi) Otocte prvky v matici po sméru hodinovych rucicek. Napiiklad
levy horni prvek se dostane do pravého horniho rohu, pravy horni prvek
skon¢i vpravo dole atd. Pokud vam to pomtze, muzete predpokladat, ze
M > B2. Vysledna matice bude na disku uloZena tam, kde byl ulozen
vstup.

U vsech algoritmi analyzujte ¢asovou a komunika¢ni slozitost.

Studijni text

V tomto ro¢niku olympiddy se budeme zabyvat pocitanim s obrovskym mnoz-
stvim dat. Budeme zpracovavat vstupy, které se ndm ani celé nevejdou do hlavni
pameéti pocitace. Proto nase programy budou muset pracovat s daty uloZenymi na
disku a vyrovnat se s tim, Ze disk je mnohem pomalejsi nez hlavni pamét. Budeme
pritom uvazovat nasledujici zjednoduseny model disku.

N4&s pocita¢ ma k dispozici vnitini a vnéjsi pamét. Pro zjednoduseni budeme
vnitini paméti fkat prosté pamét a té vnéjsi disk.

K datiim ve (vnitini) paméti miizeme ptistupovat pfimo — tak, jak jsme zvykli
v béZnych algoritmech. Tato pamét ale mé jenom omezenou kapacitu: M polozek,
kde M je néjaky parametr, ktery urc¢ime pozdé&ji. Do kazdé polozky muzeme ulozit
jedno ,rozumné velké“ ¢islo. Tim myslime c¢isla, kterd nejsou fadové vétsi nez Cisla
na vstupu.

Disk je neomezené velky. Je rozdéleny na bloky o velikosti B polozek (dalsi
parametr). S témito polozkami ale nelze pocitat piimo. MiZeme pouze nacist cely
blok do paméti, anebo naopak B po sobé jdoucich polozek paméti zapsat do jednoho
bloku na disku. Cteni budeme v programech zapisovat jako volani funkce READ(b),
ktera dostane pofadové ¢islo bloku b a vrati obsah bloku. Podobné WRITE(b, obsah)
zapiSe blok na disk. Jak ¢teni, tak zapis trvaji ¢as O(B).

Efektivitu algoritmt posuzujeme pomoci dvou druhu slozitosti: casové sloZitosti
vypoétl v paméti a komunikacni sloZitosti, coz je pocet prenost blokd (¢teni a
zApisi) mezi paméti a diskem.



Budeme se snazit hledat algoritmy, které dosahuji stejné ¢asové slozitosti jako
na klasickém pocitaci, a k tomu maji co nejlepsi komunikacéni slozitost. Nebude-li
feCeno jinak, nase algoritmy by mély fungovat pro libovolné hodnoty parametra M
a B. MuZeme piitom piedpoklddat, ze O(B) polozek se do paméti vejde. Specidl-
né ndm tedy pamdét vystac¢i na konstantni podet ¢iselnych proménnych. Ale pokud
bychom vytvorili rekurzivni funkci, musime si dat pozor na prostor potiebny na
zasobnik.

Priklad: Sekvenéni prichod

Praci s diskem si vyzkouSime na jednoduchém ptikladu. Na disku dostaneme
posloupnost NV celych ésel. Cisla budou rozdélena do blokii: v prvnim bloku prvnich
B ¢&isel, pak dalsich B atd. Celkem tedy vstup zabird [N/B] blokid. Nasim tkolem
bude najit mezi zadanymi ¢isly to nejvétsi.

Pljdeme na to jednoduse: budeme postupné prochéazet bloky vstupu jeden po
druhém. Kazdy blok nacteme do paméti, projdeme vSechny jeho prvky, pri¢emz
si udrzujeme pribézné maximum. Poté uz blok nebudeme potiebovat, takze tutéz
pamét mizeme vyuzit na dalsi blok. V pseudokédu by to vypadalo takto:

1. 10 a4 Aktudlni pozice ve vstupu
2. m <4 —oo 4 Prubézné mazimum
3. Dokud i < N: 4 Jesté néco zbyvd
4. b < READ(i/B) < Precteme dalsi blok vstupu
5. n < min(B, N — i) < Kolik v ném je poloZek?
6. Pro jod 0don—1: <4 Projdeme polozky
7. m <+ max(m, b[j])

8. 141+ 2

9. Vypiseme m.

Casova slozitost tohoto algoritmu je jisté linedrni s velikosti vstupu, tedy O(N).
Jak je to s komunikacni slozitosti? Kazdy blok vstupu nacteme pravé jednou, takze
preneseme [N/B] < N/B + 1 bloki. To je jisté nejlep$i mozné, protoze na kazdy
blok se musime alespon jednou podivat.

Jesté musime oveérit, kolik potfebujeme vnitini paméti. Spotiebujeme konstant-
ni pocet polozek na proménné a B polozek na pravé zpracovavany blok. To se urcité
vejde do O(B), a tim padem i do paméti.

Priklad: Test symetrie

Opét bude zadana néjaka posloupnost ¢isel. Tentokrat budeme chtit zjistit, zda
je symetrické, tedy zde prvni prvek je roven poslednimu, druhy pfedposlednimu a
tak dale.

Kdyby byla délka vstupu délitelnd B, stacilo by porovnat prvni blok s posled-
nim (prvni ma byt zrcadlovym obrazem posledniho), druhy s pfedposlednim atd.
Pfitom bychom kazdy blok precetli pravé jednou.

Pokud délka vstupu dava po déleni B néjaky nenulovy zbytek z = N mod B,
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je to trochu slozitéjsi: zrcadlovy obraz prvniho bloku bude zéasti v z polozkach
posledniho bloku a zcasti v B — z polozkach pfedposledniho.

Predstavime si proto, Ze spustime soucasné dva programy: jeden bude ¢ist vstup
od zacatku do konce, druhy od konce k zacatku. Kazdy z nich si bude udrzovat
svij aktualni blok a ¢as od ¢asu precte novy. Pokazdé porovname aktualni polozku
pfectenou obéma programy.

Prvni program se bude chovat stejné jako sekvencni ¢teni z minulého pfikladu,
druhy bude ¢ist tytéz bloky pozpatku. Dohromady tedy pfec¢tou nejvyse 2[N/B]| <
2N/B + 2 bloki. Dokonce se mohou zastavit po zpracovani N/2 part prvki, ¢imz
se komunikaéni sloZitost zlepsi na N/B + 2. Casové slozitost je stale O(N).

Dodejme jesté, ze zapisovani komunikaéni slozitosti pomoci O-¢kové notace je
ponékud zradné. Funkci 2N/ B + 2 totiz nelze jen tak zjednodusit na O(N/B) — pro
funkce dvou (a vice) proménnych uz neplati, Ze pfi¢itanou konstantu miZeme jen
tak ,schovat do O“.* Nejjednodussi mozny zapis tedy je O(N/B + 1).

Priklad: Otoceni posloupnosti

Pokracujeme v predchozim piikladu: co kdybychom chtéli posloupnost cisel
otocit? Tedy presunout prvni prvek na posledni misto, druhy na pfedposledni a tak
dale.

Opét nejprve uvazujme piipad, kdy je délka posloupnosti délitelnd velikosti
bloku. Tehdy miuzZeme postupovat po blocich. Nejprve nacteme do paméti prvni
a posledni blok, oto¢ime obsah obou blokt a zapiSeme je zpét na disk v opa¢ném
poradi. Pak provedeme totéz s druhym a piedposlednim blokem atd. A nakonec, mé-
li posloupnost lichy pocet bloki, prec¢teme prostiedni blok, oto¢ime ho a zapiseme
zZpét.

Vsimnéte si, ze takto kazdy blok jednou piecteme a jednou zapiSeme, tudiz
komunika¢ni slozitost ¢ini opét O(N/B).

V ptipad€, kdy zbytek N mod B neni nulovy, pouzijeme osvédc¢enou tvahu se
soucasné bézicimi programy, které si vymeénuji prvky. Komunikacni slozitost pak
bude O(N/B +1).

* Notace f(n) = O(g(n)) totiz znamend, Ze existuje konstanta ¢ takova, Ze pro
vSechna n kromé koneéné mnoha vyjimek plati f(n) < c¢- g(n). U funkei vice pro-
ménnych definujeme O obdobné a povolime konecné mnoho vyjimek pro kazdou
proménnou. JenZe zlomek N/B mtze byt libovolné maly i po zakdzani koneéné
mnoha hodnot N i B, takze 41 nepiebijeme sebevétsi konstantou c.
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