68. ro¢nik Matematické olympiady — 2018/2019

Resent ailoh stiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-II1I-1 Pul kralovstvi

Pokud v hledané poloroviné nelezi vSechny zadané body, mutzeme bez Gjmy
na obecnosti predpokladat, ze jeji hrani¢ni pfimka prochéazi jednim z téchto bodi
(jinak ji miZeme posunovat smérem pry¢ od Honzovy poloroviny tak dlouho, dokud
na néktery z bodl nenarazi). Budeme tedy postupné zkouset viechny body b a hledat
nejlepsi polorovinu, jejiz hrani¢ni pfimka timto bodem prochézi.

Pro kazdy dalsi zadany bod ¢ si uréeme thel a; (v radidnech), ktery svira tsecka
bt oproti polopfimce vychazejici z b vodorovné doprava. Uvazme polorovinu, jejiz
hrani¢ni pfimka prochazi bodem b a svird s polopfimkou vychazejici z b vodorovné
doprava thel 3. Pak t lez{ v této poloroviné pravé kdyz bud a; nebo a; + 27 lezd
v intervalu (8, 84 ). Ulohu jsme si tedy pievedli na nésledujici: Mame 2n navzajem
riiznych redlnych éisel v intervalu (0,47) a ke kazdému z nich mame pfifazeno +1
nebo —1. Chceme najit interval (5,8 + m) takovy, ze 0 < f < 27 a soulet ¢isel
pfifazenych k bodiim v tomto intervalu je nejvétsi mozny.

Nejprve si uréime, které body lezi v intervalu (0,7), a seCteme jim pfifaze-
né hodnoty. Nyni budeme interval postupné posouvat doprava; pokazdé, kdyz jeho
pravy konec pfejde néjaky bod, pfipocitame prislusnou hodnotu, a kdyz jeho levy
konec piejde jeden z bodi, prislusnou hodnotu odecteme. Nakonec vratime maxi-
mum z téchto pribéznych souctt. Samoziejmeé si sta¢i simulaci posunovani provést
pouze v okamzicich, kdy se néco méni, tj. jeden z koncui intervalu prechazi pres bod.
V kazdém kroku tedy potfebujeme rozhodnout, co se stane diiv: narazi pravy ko-
nec na bod za intervalem, nebo levy konec na bod uvnitf intervalu? To je snadné,
jestlize si body nejprve setiidime; pak staci vzdy porovnéavat prvni bod v setfidéném
seznamu, ktery je uvnitf intervalu, s prvnim bodem v seznamu, ktery je za koncem
intervalu.

Casova slozitost nalezeni nejlepsiho intervalu je dominovana sloZitosti tiidéni,
tedy O(nlogn). JelikoZ nejlepsi interval hleddme pro kazdy bod b, celkova ¢asova
slozitost je O(n?logn). Pamétova slozitost je O(n).

Poznamenejme jesté, ze vySe popsany postup, kde si pocitame thly, je poten-
cidlné problematicky kvtli zaokrouhlovacim chybam. Tomu je samoziejmé mozné se
vyhnout, jelikoz nepotfebujeme znat hodnoty thld, ale jen je umét porovnavat, tj.
dokazat pro dveé tsecky se stejnym pocatkem rozhodnout, ktera z nich svira s s po-
loptimkou vychazejici z jejich pocatku vodorovné doprava vétsi hel. To lze provést
pomoci vektorového soucinu prislusnych vektort, jehoz znaménko nam rika, zda je
druhy z vektor® v levé ¢i pravé poloroviné, jejiz hranice obsahuje prvni z vektori.
Pro ptfehlednost toto vylepseni v autorském feSeni neimplementujeme.

#include <cstdio>
#include <cmath>
#include <vector>



#include <algorithm>
using namespace std;

struct osoba
{
int x, y, p;
osoba(int _x, int _y, int _p) : x(_x),
};
struct bod
{
double v;
int p;

vy, pLp) X

bod(double _v, int _p) : v(_v), p(_p) {}
bool operator<(const bod &b) const { return v < b.v; }

};

static vector<osoba> kralovstvi;
static int n;

/* Ur¢i nejlepsi polorovinu prochézejici

hrani¢ni pfimky, a vrati rozdil poctu
static int polorovina_skrz(int b, double
{

vector<bod> body;

const osoba &bo = kralovstvil[b];

for (int i = 0; i < nj; i++)
if (i !'=b)
{
const osoba &io = kralovstvil[il;
double uhel = atan2(io.y - bo.y,
if (uhel < 0)
uhel += 2 * M_PI;
body .emplace_back(uhel, io.p);
}
sort (body.begin(), body.end());
for (int i = 0; i < n - 1; i++)

B-tym z bodi, do UHEL uloZzi dhel jeji
pfatel a nepfatel v této poloroviné. */
&uhel)

io.x - bo.x);

body.emplace_back(body[i].v + 2 * M_PI, body[il.p);

/* Zarazky */
body.emplace_back(4 * M_PI, 0);
body.emplace_back(5 * M_PI, 0);

vector<bod>::iterator levy = body.begin();

if (levy->v == 0)
++levy;
vector<bod>::iterator pravy = levy;
int rozdil = 0;
for (; pravy->v < M_PI; ++pravy)
rozdil += pravy->p;
double uh = 0;

uhel = 0;
int nejlepsi_rozdil = rozdil;

while (true)
{

if (levy != pravy && levy->v < pravy->v - M_PI)



{
rozdil -= levy->p;
uh = levy->v;
++levy;

else
{
rozdil += pravy->p;
double puh = pravy->v;
uh = puh - M_PI;
++pravy;

/* Aby se pravy bod dostal do intervalu, musime interval je3té& kousek
posunout; ale ne tolik, aby z né&j vypadl prvni bod uvnit¥ nebo aby
se dovnit¥ dostal nédsledujici bod. */

uh += min(levy->v - uh, pravy->v - puh) / 2;

}
if (uh >= 2 * M_PI)
break;
if (rozdil > nejlepsi_rozdil)
{
nejlepsi_rozdil = rozdil;
uhel = uh;
}
}
return nejlepsi_rozdil;
}
int main(void)
{

int nejlepsi_rozdil = 0;
/* Hranice zatim nejlep3i poloroviny prochazi bodem (xn,yn) pod thlem nej_uhel. */
double xn = 0, yn = 0, nej_uhel = O;

scanf ("%d", &n);
for (int i = 0; i < n; i++)

{
int x, y;
char c;
scanf ("%d%d %c", &x, &y, &c);
int p = (c == P> 7 1 : -1);

kralovstvi.emplace_back(x, y, p);

/* Hodnoty nejlepsi_rozdil a yn inicializujeme dle poloroviny
obsahujici vSechny body. */
nejlepsi_rozdil += p;
if (y <= yn)
yn =y - 1;

for (int i = 0; i < nj; i++)

double uhel;
int rozdil = polorovina_skrz(i, uhel);
if (rozdil > nejlepsi_rozdil)

{



nejlepsi_rozdil = rozdil;
xn = kralovstvili].x;

yn = kralovstvi[i].y;
nej_uhel = uhel;

}

printf ("%.2f %.2f %.2f %.2f\n", xn, yn, xn + cos(nej_uhel), yn + sin(nej_uhel));
return O;

}

P-1I1I-2 Pomluvy

Nejprve si rozmysleme, jak poznat, zda se heslo i d4 dostat z textu smazanim
néjakych pismen. K tomu sta¢i v textu najit prvni vyskyt prvniho pismene z h, za
timto vyskytem najit prvni vyskyt druhého pismene z h, atd., dokud bud nenajdeme
v8echna pismena z h (a ostatni miizeme smazat), nebo nedojdeme na konec textu
(v kterémzto pfipadé se h v textu najit neda).

Pro efektivni implementaci stac¢i pouzit datovou strukturu, kterd nam pro za-
dané pismeno a pozici v textu umozni rychle najit nejblizsi vyskyt daného pisme-
ne za touto pozici a také umozni v textu ménit pismena. Jednou z moznosti je si
pro kazdé pismeno ve vyvazovaném vyhleddvacim stromu* udrzovat seznam pozic,
na kterych se toto pismeno nachazi. Hledame-li vyskyt pismene za danou pozici,
v piislu$ném stromu najdeme nejmensi prvek vétsi neZ tato pozice (to lze v Case
O(logm)). Chceme-li zménit pismeno na pozici p z a na b, pak ze stromu pro a
smazeme p a do stromu pro b vlozime p; to také zabere ¢as O(logm). Vyhledavaci
strom pro pfedem danou setfidénou mnozinu hodnot se da postavit v linearnim case.
Celkova ¢asova slozitost tedy bude O(m) na inicializaci stromt, O(log m) na tGpravy
stroml v kazdém dotazu a O(|h|logm) na kazdé ovéreni vyskytu h v textu, celkem
tedy O(m + n|h|logm). Pamétova slozitost je O(m), coz odpovidd souétu velikosti
vsech reprezentovanych mnozin.

Poznamenejme, Ze tento postup lze jesté trochu vylepsit, uvédomime-li si, ze
neudrzujeme seznamy libovolnych prvki, ale pfirozenych ¢isel v intervalu od 1 do m.
Pro tuto situaci existuje efektivnéjsi datova struktura: van Emde Boastv strom,**
ktery umoziiuje hledani i zmény provadét v case O(loglogm), a s jeho pomoci tedy
lze Casovou slozitost zlepsit na O(m + n|h|loglogm).

#include <cstdio>
#include <cstring>
#include <set>
#include <list>
using namespace std;

#define POCET_PISMEN (’z’ - ’a’ + 1)
static set<int> *pozice[POCET_PISMEN];

* Viz https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/vyhledavaci-stromy /
** Viz http://mo.mff.cuni.cz/p/60/reseni-1.html, Gloha P-I-3.



static bool najdi_heslo(const char *h)
{

int a = -1;

for (const char *p = h; *p; p++)
{
set<int> *pos = pozice[*p - ’a’l;
set<int>::iterator n = pos->upper_bound(a);
if (n == pos->end())
return false;
a = *n;

}

return true;

}

int main(void)

{
char *h, *t;
scanf ("%ms%ms", &h, &t);
int m = strlen(t);

list<int> pocatecni_pozice [POCET_PISMEN];
for (int i = 0; i < m; i++)
pocatecni_pozice[t[i] - ’a’].push_back(i);
for (int p = 0; p < POCET_PISMEN; p++)
pozice[p] = new set<int>(pocatecni_pozice[p].begin(), pocatecni_pozicel[p].end());

int n;
scanf ("%d", &n);
for (int i = 0; i < n; i++)
{
int p;
char c;

scanf ("%d %c", &p, &c);

P~
pozice[t[p] - ’a’]->erase(p);
tlpl = c;
pozicel[c - ’a’]->insert(p);
printf("%s\n", najdi_heslo(h) ? "ano" : "ne");
}
return O;

}

P-ITI-3 Karticky

Nejprve si povS§imnéme, Ze pocet bodi podvodnika je pfesné roven 2 plus maxi-
mum 7z poc¢ti vyskytid jednotlivych barev na souperem nabizenych kartickach; pod-
vodnik si miZze jednodusSe vzdy kdy to jde brat karticku nejcastéji se vyskytujici
barvy.

Pouzijme nasledujici strategii. Predstavme si, ze z barev A, ..., E vytvori-

z téchto barev se po ni na cyklu vyskytuje o jednu nebo dvé pozice dale. Tedy ve
dvojici A B je dilezitéjsi A, ve dvojici E B je dulezitéjsi E, atd. Pro kazdou dvojici
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barev si karticky budeme brat nastfidacku: kdyz ndm tuto dvojici soupei nabidne
poprvé, vybereme si dilezitéjsi z barev, podruhé si vybereme méné dilezitou, pak

Reknéme, Ze nejcastéji vyskytujici se barva je A (analyza pro ostatni barvy je
symetrickd). Nechf ndm béhem hry nabidne soupef b-krat A B, c-krat A C, d-krét
A D ae-krat A E. Pak skére podvodnika je b+c+d+e+2. Oproti tomu vyse popsana
strategie zarucuje, Ze my budeme mit alespon [b/2] + [¢/2] + |d/2] + |e/2] +2 >
b/2+¢/24+(d—1)/2+ (e—1)/24+2 = (b+c+d+e+2)/2 karti¢ek barvy A, a nase
skore tedy bude alespon polovina skére podvodnika.

Uvazujme nyni libovolnou strategii. Souper si vybere libovolné pfirozené ¢islo n
a zalne tim, Ze 2n-krat nabidne A B. Necht si uvazovana strategie (n+ a)-krét zvoli
A a (n — a)-krat B, kde bez Gjmy na obecnosti a > 0 a zjevné a < n. Soupef poté
2a-kréat nabidne B C. Af uz se pro tyto nabidky strategie rozhodne libovolné, A bude
na konci zvoleno (n + a)-krét, B bude zvoleno nejvyse (n — a + 2a) = (n+ a)-krat a
C bude zvoleno nejvyse 2a < (n + a)-krat. Nage skdre dle uvazované strategie bude
tedy n+ a4+ 2. Oproti tomu podvodnik muze v kazdém kole brat B a jeho skére tedy
bude 2n + 2a + 2. Uvazovana strategie tedy ziska pouze

nta+2 1 1 11

—_— = <
2n + 2a + 2 2+2n+2a—|—2 2+2n

krat tolik bodi, co podvodnik. Pro dostate¢né velké n bude tento pomér mensi nez
jakékoliv pevné r > 1/2.



