68. ro¢nik Matematické olympiady — 2018/2019
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Tulipany

Budeme tesit o néco obecnéjsi llohu: dovolime si pfedepsat, zda mé na n-té
pozici byt tulipan, a pokud ano, zda skupina koncici na n-té pozici ma mit sudou
¢ lichou délku (vSechny ostatni skupiny musi mit délku lichou); do zadani si tedy
pridame jesté jeden parametr p, ktery miize nabyvat hodnot prdzdny, sudd, ¢i lichd.

Reknéme, Ze bychom uméli tlohu vyfesit pro prvnich n — 1 étvereckt a kazdou
hodnotu parametru p; nejmensi pocty tulipani v jednotlivych pripadech oznacime
t(n—1, prazdnyg), t(n—1, sudd) a t(n—1, lichd) (v nékterych z t&chto piipadi nemusi
existovat feSeni, v tom piipadé je odpovidajici pocet tulipant oc). Rozmysleme si
nyni, jak urcit pocet tulipani ¢(n, p) pro cely vstup.

Jestlize na n-tém ¢tverecku uz je tulipan, nemize toto policko byt prazdné a

t(n, prazdnyg) = oo.

Skupina koncici na n-tém ctverecku bude mit lichou délku, jestlize skupina koncici
na ¢tverecku n — 1 ma délku sudou nebo jestlize na ¢tverecku n — 1 neni tulipan,
a bude mit sudou délku, jestlize skupina konc¢ici na ¢tverecku n — 1 mé délku lichou.
Proto dostavame

t(n, lichd) = min(t(n — 1, prdazdng), t(n — 1, sudd)),
t(n, sudd) = t(n — 1, licha).

JestliZe je n-ty ¢tvereéek prazdny, pak miizeme na néj vysadit tulipan (a zménit tak
paritu posledni skupiny), nebo ho nechat prazdny (coz je ale moZné pouze pokud
¢tverecek n—1 je prazdny nebo jim kondi lich4 skupina). Dostédvame tedy nésledujici
vztahy:
t(n, prazdnyg) = min(t(n — 1, prdzdng), t(n — 1, licha)),
t(n, lichd) = 1 4+ min(t(n — 1, prdzdnyg), t(n — 1, suda)),
t(n, suda) = 1+ t(n — 1, licha).

Hodnoty ¢(n — 1, p) mizeme obdobné spoéitat z hodnot ¢(n — 2, p), atd. Stadi si tedy
tyto hodnoty spoc¢itat postupné od ¢(1, p) do t(n,p) a vratit minimum z ¢(n, prazdny)
a t(n, lichd). Vzhledem k tomu, Ze si vzdy staél pamatovat tii ¢isla z pfedchoziho
kroku, pamétova slozitost je konstantni. Program provede pouze jeden prichod nad
vstupem, ¢asova slozitost je tedy linedrni, O(n).



#include <cstdio>
#include <algorithm>
using namespace std;

#define INF 1000000

int main (void)

{

}

int min_prazdny = O, min_suda = INF, min_licha = INF;
char a;
while (scanf(")c", &a) == 1 && (a == ’T’ || a == ’P’))
{
int prazdny, suda, licha;
if (a == ’T’)
{

}

prazdny = INF;
licha = min(min_prazdny, min_suda);
suda = min_licha;

else
{
prazdny = min(min_prazdny, min_licha);
licha = 1 + min(min_prazdny, min_suda);
suda = 1 + min_licha;
}
min_prazdny = prazdny;
min_suda = suda;
min_licha = licha;

printf ("%d\n", min(min_prazdny, min_licha));
return O;



P-1II-2 Ohrada

Nejprve si rozmysleme, ze pro n = 5 mé uloha vzdy feSeni. To je zjevné,
jestlize vSech 5 bodt lezi na konvexnim obalu (pak lze vybrat libovolnou ¢tvefici
bodi). Jestlize na konvexnim obalu lezi 4 body pi, ..., ps, pak paty bod ps5 lezi
bud uvniti trojihelnika p;pops, nebo uvniti trojuhelnika pipsps; v prvnim pripadé
vratime ¢tvefici p1papsps, ve druhém Ctverici ppapsps. Posledni moznost je, Ze na
konvexnim obalu lezi jen t¥i body pi, p2 a p3. Bez jmy na obecnosti miZeme
predpokladat, Ze bod ps lezi uvnit¥ trojihelnika pipaps (ostatni ptipady, kdy lez
uvnit¥ trojthelnika popsps €1 p1p3ps, jsou symetrické). Bez Gjmy na obecnosti také
muzeme predpokladat, Ze ps lezi ve stejné poloroviné pfimky psps jako ps (pfipad,
kdy lezi ve stejné poloroviné jako pp, je symetricky). Pak muaZzeme vratit ¢tvefici
P2p3paps-

Pro n > 6 staci aplikovat vySe popsany postup pro pét ze zadanych bodu
s nejmensi z-ovou soufadnici a také vzdy dostaneme Feseni. Nalezeni téchto péti bod
nam zabere linedrni éas a konstantni pamét, rozbor pfipadd z minulého odstavce
provedeme v konstantnim ¢ase (nebo mtizeme prosté vyzkouset vSechny CGtvefice
z téchto péti bod). Casova slozitost je tedy O(n), pamétova O(1).

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <cassert>
using namespace std;

struct bod
{

int x, y;
bod(int _x, int _y) : x(_x), y(_y) { }
bod operator- (const bod &b) const { return bod(x - b.x, y - b.y); }

/* 2D vektorovy sou&in. */
int operator* (const bod &b) const { return x * b.y - y * b.x; }

}
static int sgn(int x)
{
return (x > 0) - (x < 0);
}

/* Vraci, zda je vektor B nalevo &i napravo od polopfimky dané vektorem A. */
static int orientace(const bod &a, const bod &b)
{

return sgn(a * b);

}

/* Otestuje, zda bod U je uvnit# dhlu daného vektory A a B. */
static bool uvnitr_uhlu(const bod &a, const bod &b, const bod &u)
{

int or_ab = orientace(a, b);

return (or_ab == orientace(a, u) && or_ab == -orientace(b, u));

}



/* Otestuje, zda bod U je uvnit¥ trojuhelnika ABC. */
static bool uvnitr(const bod &a, const bod &b, const bod &c, const bod &u)
{
return (uvnitr_uhlu(b - a, ¢ - a, u - a) && uvnitr_uhlu(a - b, ¢ - b, u - b));

}

/* Otestuje, zda je bod U uvnit¥ konvexniho &tyfuhelnika s vrcholy C. */
static bool uvnitr(const vector<bod> &c, const bod &u)

{
assert(c.size() == 4);
/* Stali testovat t¥i trojice vrchold -- sjednoceni libovolnjch
t¥i trojuhelnikd pokryje cely &tyfuhelnik. */
for (int i = 0; i < 3; i++)
if (uvnitr(c[il, c[(i+1) % 41, c[(i+2) % 41, w)
return true;
return false;
}

/* Otestuje, zda jsou body v mn v konvexni poloze. */
static bool konvexni(const vector<bod> &mn)

{

assert(mn.size() == 4);
for (int i = 0; i < 4; i++)
if (uvnitr(mn(il, mn[(i+1) % 4], mn[(i+2) % 41, mn[(i+3) % 41))
return false;

return true;

}

static bool mensi_x_souradnice(const bod &bl, const bod &b2)

{

return bl.x < b2.x;

}

static void vypis(const vector<bod> &hranice)

{

for (const bod &b : hranice)
printf ("%d %d\n", b.x, b.y);
}

int main(void)
{
int n;
vector<bod> stromy;

scanf ("%d", &n);
for (int i = 0; i < n; i++)

{

int x, y;

scanf ("%d%d", &x, &y);

if (i < 5)
stromy.emplace_back(x, y);
else
{

vector<bod>::iterator m = max_element(stromy.begin(), stromy.end(),
mensi_x_souradnice);



if (x < m->x)
{
m->X = X;
m->y vy
}

}

if (n == 4)
{
if (konvexni(stromy))
vypis(stromy);
else
printf ("nelze\n");
return 0;

}

assert(stromy.size() == 5);
for (int i = 0; i < 5; i++)
{
vector<bod> bez_iteho;
for (int j = 0; j < 5; j++)
if (j !'= 1)
bez_iteho.emplace_back(stromy[j]);
if (konvexni(bez_iteho) && 'uvnitr(bez_iteho, stromy[il))
{
vypis(bez_iteho) ;
return 0;
}
¥

abort(); // Sem se program nemiZe dostat.



P-11-3 Uirady

Nechf Z je mnozina mést, do nichZz nevchdzi zadny kandl. Kdyz za¢neme v li-
bovolném mésté a pijdeme proti sméru kanald tak dlouho, jak to ptjde, nutné
skon¢ime v Z (nemizeme se zacyklit, jelikoz se vzdy pfesouvame do mésta s vyssi
nadmotskou vyskou). To znamen4, Ze z mést v mnoziné Z se da po proudu dostat do
libovolného jiného mésta. Jestlize tedy mezi mésty v Z nevedou cesty, staci vypsat
mnozinu Z.

Miizeme proto predpokladat, Ze mezi mésty a,b € Z vede cesta. Reknéme, Ze
bychom smazali mésto a (a vSechny sousedici cesty a kandly) a v takto modifikované
siti nasli néjaké feSeni U. Tvrdime, Ze U je feSenim i pro plvodni sit: Jelikoz do b
nevstupuje zadny kanal, do b se musi dat dostat z U po cestach, a pridanim cesty
ba dostavame, ze se z U da dostat po cestach i do a.

Reseni tedy vzdy existuje a nalezneme ho opakovanim vyse popsaného postupu
(ktery se zastavi nejpozdéji ve chvili, kdy zbyva uz jen jedno mésto). Jak ho imple-
mentovat efektivné? Budeme si pamatovat seznam cest spojujicich mésta, z nichz
nevychazi zadny kanal. Vzdy kdyz smazeme mésto a, projdeme si vSechna mésta
do nichz vede z a kanal, a ovéfime, zda do nich nyni zddny kanal nevede. Pokud
ano, projdeme vSechny sousedni cesty, a pokud do jejich druhého konce také nevede
kanal, pridame je do seznamu. Béhem celého vypoctu takto kazdou cestu ovérujeme
nejvyse dvakrat (jednou pro kazdy jeji konec), a tak nam to celkové zabere linedrni
Cas. Ostatni operace (mazéni vrcholt a incidentnich hran) ndm také zaberou pouze
linedrni ¢as. Vyslednd ¢asova i pamétova slozitost jsou tudiz linedrni O(n + k + ¢).
#include <cstdio>
#include <list>
#include <vector>

#include <cassert>
using namespace std;

struct vrchol

{
bool smazany;
int pocet_vchazejicich_kanalu;
list<int> vychazejici_kanaly;
list<int> cesty;

vrchol(void) : smazany(false), pocet_vchazejicich_kanalu(0) { }

bool zdroj(void) { return pocet_vchazejicich_kanalu == 0; }

};

static vector<vrchol> sit;
static list<pair<int,int> > cesty_mezi_zdroji;

/* P¥ida do seznamu cesty mezi nové vznikljm zdrojem a ostatnimi
je§t& nesmazanymi zdroji. */
static void aktualizuj_cesty_mezi_zdroji(int novy_zdroj)
{
for (int a : sit[novy_zdroj].cesty)
if (!sit[al.smazany && sit[a].zdroj())
cesty_mezi_zdroji.emplace_back(novy_zdroj, a);



int main(void)

{
int n, k, c;
scanf ("%d%d%d", &n, &k, &c);
sit.resize(n);

for (int i = 0; i < k; i++)
{
int d, z;
scanf ("%d%d", &d, &z);
d--; z——;
sit[z] .vychazejici_kanaly.push_back(d);
sit[d] .pocet_vchazejicich_kanalu++;

¥
for (int i = 0; i < c; i++)
{
int a, b;
scanf ("%d%d", &a, &b);
a--; b--;

sit[a].cesty.push_back(b);

sit[b].cesty.push_back(a);

if (sit[al.zdroj() && sit[b].zdroj())
cesty_mezi_zdroji.emplace_back(a, b);

}

while (!cesty_mezi_zdroji.empty())
{
pair<int,int> cesta = cesty_mezi_zdroji.back();
cesty_mezi_zdroji.pop_back();

int a = cesta.first;
int b = cesta.second;

if (sit[al].smazany || sit[b].smazany)
continue;

sit[a].smazany = true;
for (int d : sit[al.vychazejici_kanaly)
{
assert(!sit[d].smazany);
sit[d] .pocet_vchazejicich_kanalu--;

}

for (int d : sit[al.vychazejici_kanaly)
if (sit[d].zdroj())
aktualizuj_cesty_mezi_zdroji(d);

¥
for (int i = 0; i < nj; i++)
if (!sit[i].smazany && sit[i].pocet_vchazejicich_kanalu == 0)

printf("%d ", i + 1);
printf ("\n");

return O;

}



P-11I-4 Doprava

Zjevné jediné rozhodnuti, které mizete udélat, je zda a po kolika dnech si
slevovou kartu koupite. Necht Sy oznacuje algoritmus ,zakoupit slevovou kartu po
d dnech“ a N algoritmus ,slevovou kartu si nekoupim®.

Oproti tomu optimalni FeSeni si slevovou kartu mize koupit pouze na zacatku
(nemé smysl pted jeji koupi jesté né&jaky cCas jezdit dréze). Vyhodi-li vas tedy za n
dni, cena optiméalniho Feseni je

. 2n jestlize n < a,
min(2n, a +n) = { a+n jestlize a < n.

Uvazujme nejprve srovnani s algoritmem S,;. Kazdy den pied dnem d vcetné
se pomeér mezi tim, kolik zaplati Sy a optimalni feSeni zvétsuje nebo zlustava stejny.
Po zakoupeni slevové karty se pomér zvysi, dale uz se bude jen snizovat. Nejhorsi
pripad pro feseni Sy tedy je, ze vas vyhodi pfesné po d-tém dni, kdy utratite 2d + a
korun. Kompetitivita vicéi optiméalnimu feseni tedy je

o 24ta — 14 & jestlize d < q;

o 2ta — 2 — 4 jestlize a < d.
V prvnim pfipadé je nejlepsi mit d co nejvétsi, ve druhém co nejmensi. Nejlepsi
kompetitin{ pomér tedy mé algoritmus S,, ktery je 3/2-kompetitivni.

Algoritmus N mé pon > a dnechv pomér ai—"n =2— Lffn, coz je pro velké n
libovolné blizko 2; je tedy horsi nez S,. Zadny algoritmus lepsi nez 3/2-kompetitivni

tedy neexistuje.




