68. ro¢nik Matematické olympiady — 2018/2019

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni iloh mate 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodnujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho feseni
(Gasovd a pamétova slozitost). Slovni popis Feseni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na Vase feseni pfedchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska reseni se odkazovat mizete.

e Zapis algoritmu. Ve vSech tlohéach je tfeba uvést zapis algoritmu, a to
Pascal nebo C/C++, nebo v n&jakém dostateéné srozumitelném pseudoks-
du. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy,
implementaci jednoduchych matematickych vztahti, vyhledavani v poli,
tridéni apod.
Za kazdou tlohu mizete ziskat maximalné 10 bodu. Hodnoti se nejen spravnost rese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (vCetné zdtivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoc¢tu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce.

V zadéani kazdé dlohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efek-
tivnim vyfeSenim tlohy rozumime to, Zze vas program spustény s takovymi daty na
soucasném bézném pocitac¢i dokonci vypocet béhem nékolika sekund.



P-III-1 Pul kralovstvi

Honza zabil draka a nyni mé dostat ptl kralovstvi (a princeznu za Zenu, ale
s tim neni problém). JelikoZ kralovstvi je nekonecné velké a zabird celou rovinu,
neni aplné jasné, jak tento slib realizovat. Po konzultaci s pravniky se kral rozhodl,
7ze Honza si miize vybrat libovolnou polorovinu. Béhem svého dobrodruzstvi Honza
ziskal mnoho pratel, ale i mnoho neptétel. R4d by si vybral polorovinu, v niz je
rozdil poctu pratel a nepratel co nejvétsi.
SoutéZni tloha

Mate dano n bodi v roviné, z nichz zadné ti nelezi na stejné primce. Pro kazdy
z téchto bodi mate také dano, zda se na ném nachazi Honzlv pritel ¢i nepfitel.
Naleznéte polorovinu, v niz je rozdil pocet piatel minus pocet nepiatel nejveétsi
mozny. Pocitaji se pouze pratelé ¢i nepfatelé zijici uvnitt této poloroviny, ne tedy
ti, kteri ziji pfesné na primce tvorici hranici této poloroviny.
Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu je pfirozené ¢islo n (kde 1 < n < 1000). Na kaz-
dém z n dalsich fadkt jsou dvé celd ¢isla x a y a znak p popisujici, ze v bodu se
soutadnicemi (z,y) zije Honziv pfitel (jestlize p je P) ¢i neptitel (jestlize p je N).
Format vystupu

Vypiste ¢tyri realna ¢isla 1, y1, T2, yo popisujici polorovinu ze zadani Glohy:
navzajem rizné body (x1,y1) a (z2,y2) lezi na pfimce tvorici hranici poloroviny a

divadme-li se z bodu (z1,y1) smérem k bodu (x2,y2), pak tato polorovina lezi vlevo
od nas.

Priklad /
Vstup: Vgstup:
5 1-113
0O0P N
01P
10N
12N P P
21P
P’ N

Priiklad odpovida situaci na obrazku. V Honzové poloroviné ziji dva pratelé a zadny
nepfitel (nepfatelé Zijici na hrani¢ni pfimce se nepocitaji). Jiné mozné Feseni je 2
1.5 1 1.5, v této poloroviné ziji tii pratelé a jeden nepritel, rozdil je tedy také 2.



P-I111I-2 Pomluvy

Na internetu se zacaly §ifit nactiutrhacské texty o nasem krali. Urady by proti
nim samoziejmé razné zakrocily, ale nactiutrha¢i nanestésti pouzivaji né€kolik tri-
ki, kterymi se vyhybaji dopadeni. Jednak své texty prokladaji znaky navic, aby se
v nich nactiutrhac¢ska hesla obtiznéji hledala. Také tyto texty pravidelné obmeénuji
a ufednici je nestihaji cist.

SoutéZni tloha

Mate zadano nactiutrhacské heslo, skladajici se z nejvyse 100 malych pismen.
Dale mate dan dlouhy text tvofeny malymi pismeny a posloupnost v ném provadé-
nych zmén; zmény jsou ve tvaru ,,pismeno na i-té pozici nahrad pismenem p“. Po
kazdé zméné rozhodnéte, zda lze z textu smazat pismena tak, aby vzniklo zadané
heslo.

Format vstupu

Na prvnim radku je fetézec h délky mezi 1 a 100 véetné a skladajici se z malych
pismen, udavajici hledané nactiutrhacské heslo. Na druhém radku je fetézec délky m,
kde 1 < m < 1000000, skladajici se z malych pismen a udavajici pocatecni stav
textu. Na tfetim fadku je prirozené ¢islo n, kde 1 < n < 100000. Na kazdém
z dalsich n Fadk je jedno pfirozené ¢islo i (kde 1 < i < m) a jedno malé pismeno p,
popisujici, Ze v textu se ma pismeno na i-té pozici nahradit pismenem p.

Format vystupu

Vystup se skladéa z n fadkd. Na j-tém z nich vypisSte ano, jestlize po j-té zméné
lze z textu smazat pismena tak, aby vzniklo heslo h, a ne jinak.

Priklad

Vstup: Vijstup:
kralkrade ano
xkxxrarylxkraxdxex ne

3 ano
lp

5p

8 a

Po prvni zméné je text pkxxrarylxkraxdxex, z néjz lze smazat vSechna pismena p
a x a podretézec ry a ziskat tak pozadované heslo kralkrade. Po druhé zméné je
text pkxxparylxkraxdxex, ktery hledané heslo neobsahuje. Po tieti zméné je text
pkxxparalxkraxdxex, z n€jz znovu lze smazanim pismen dostat pozadované heslo.



P-III-3 Karticky

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranéach, tentyz
jako v domacim a krajském kole.

Hrajeme nésledujici hru s kartickami péti barev (které si ozna¢me A, B, C,
D, E). Na zac¢atku mame od kaZzdé barvy dvé karticky. V kazdém kole hry ndm
souperl nabidne na vybér dvé karticky riznych barev a my si z nich jednu vybere-
me a vezmeme. A7 se soupel rozhodne, hra skon¢i a nase vysledné skore je rovno
nejvétsimu poctu karticek, ktery mame v jedné z barev.

Priklad: V prvnim kole ndm soupef nabidne karticky barev A a B, my si vy-
bereme A. Ve druhém kole ndm nabidne opét A a B, vybereme si opét A. Ve tfetim
kole ndm nabidne B a C a my si vybereme B. Pak souper ohlasi konec hry. Mame
4 A,3Ba2C,D akE, po¢et nami ziskanych bodu je maximum z téchto ¢isel, tedy 4.

Chceme navrhnout strategii, ktera je co nejlepsi v porovnani s optimalné hra-
jicim ,podvodnikem®, ktery pfedem zna soupetfovy tahy.

Priklad: Ve vyse uvedené situaci by si podvodnik mohl vybrat karticku barvy B
v kazdém kole a ziskal by tak 5 bodu. Zvladli jsme tedy ziskat 4/5 z moznych bod.

a) (5 bodi) Naleznéte strategii, kterd zarudi, ze pofet nami ziskanych boda
bude alesponi 1/2 poétu bodu ziskanych podvodnikem.

b) (5 bodi) Ukazte, ze pro zadné r > 1/2 neexistuje strategie, kterd by
zarucila, ze pocet nami ziskanych boda bude alespon r krat pocet bodi
ziskanych podvodnikem.



Studijni text

V olympiadé se vétsinou zabyvame tlohami, v nichz doptedu zname cela vstup-
ni data a na jejich zakladé produkujeme cely vystup. Snadno si ale lze pfedstavit
situace, v nichz se vstupni data dozvidame postupné a vystup musime vyrabét pri-
bézné, pouze s ohledem na &ast vstupt, které jiz znadme. O takovych problémech
tikdme, Ze jsou on-line.

Piiklad: Externi pamét

Pocita¢ mé pracovni pamét omezené velikosti — vejde se do ni nejvyse
k bloki dat — a vyrazné vétsi externi pamét, skladajici se ze stejné velkych
bloku identifikovanych prirozenymi ¢isly. Je-li potfeba zpracovat néjaky
blok dat, musi byt nejprve nahran do pracovni paméti. Jestlize je v tomto
okamziku pracovni pamét plnd, musime se rozhodnout, ktery z aktual-
né nahranych bloki z ni vyhodime (byl-li modifikovan, zkopirujeme ho
pritom zpét do externi paméti — nemusime se tedy pii volbé vyhozeného
bloku bat, ze bychom o néjakd data pfisli).

Nase tloha je tedy nésledujici: Na zac¢atku je pracovni pamét prézd-
na. Postupné dostavame cisla blokti z externi paméti, které je tieba zpra-
covat. Pokud dany blok uz v pracovni paméti je, nedéldme nic. Pokud v ni
neni, ale v pracovni paméti je méné nez k nahranych blokt, zadany blok
bude nahran na jedno z volnych mist. Je-li pracovni pamét plné, vybere-
me, ktery z nahranych blokd vyhodime, a zadany blok bude nahran na
timto uvolnéné misto.

Jelikoz presuny mezi externi a pracovni paméti jsou pomalé, chceme
volit vyhozené bloky tak, abychom minimalizovali poc¢et nahrani bloki do
pracovni paméti.

Naptiklad, necht k = 2 a postupné dostavame pozadavky 1 2 3.
Pfi prvnich dvou pozadavcich nic nerozhodujeme, do pracovni paméti se
nahraji bloky 1 a 2. Pfi tfetim pozadavku se musime rozhodnout, ktery
z blokt v pracovni paméti vyhodime — tfeba blok 2, takze poté budeme
v pracovni paméti mit bloky 1 a 3. Prijde-li ndm nyni pozadavek 1, ne-
musime nic délat a celkové tedy probéhnou 3 nahrani blokt do pracovni
paméti. Kdyby ndm ale misto toho ptisel pozadavek 2, pak musime uvolnit
misto v pracovni paméti a blok 2 znovu nahrat, celkové by tedy probéhly
4 nahrani blokt do pracovni paméti.

Jak srovnavat a vyhodnocovat algoritmy Fesici on-line problémy? Mohli bychom
samoziejmé zjistovat, jak kvalita jejich FeSeni zavisi (v nejhorsim pfipadé) tfeba na
délce vstupu, to ale typicky neni pfili§ informativni. Napiiklad, ve vyse uvedeném
prikladu pro vstup 1 2 3 ... n nutné musime provést n nahrani blokd, a to ne-
zéavisle na tom, jaky algoritmus pro vybér vyhozenych blokd pouzijeme — dokonce
i kdybychom vstup znali cely predem, nemohli bychom dosdhnout lepsiho vysledku.

wevs

Jako zajimavéjsi moznost se nabizi srovnavat nas on-line algoritmus na kazdém
vstupu s optiméalnim algoritmem, ktery zné cely vstup dopiedu. Necht v je libovolny
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vstup (v diskutovaném piikladu je v posloupnost pozadavkt). Jakozto OPT(v) si
ozna¢me hodnotu optimélniho feSeni pro vstup v. Jakozto ALG(v) si ozna¢me hod-
notu feSeni ziskaného uvazovanym on-line algoritmem, ktery vstup dostava postupné
a vystup produkuje pritbézné. Pokud pro néjaké ¢islo ¢ plati, ze ALG(v) < ¢-:OPT(v)
pro kazdy vstup v, fikdme, Ze uvazovany algoritmus je c-kompetitivni.

Priklad: Fronta a zasobnik

Uvazujme algoritmus Fronta, ktery ma bloky v pracovni paméti se-
tfidéné v pofadi, v némz byly nahrany, a vzdy vyhazuje nejstarsi z nich.
Necht v = p1, pa, ..., pn je libovolna posloupnost pozadavki, na které op-
timéalni algoritmus nahrava blok do pracovni paméti pro i;-ty, io-ty, az
im-ty z nich; tj. OPT(v) = m. Zjevné iy = 1, jelikoz na zacatku je pra-
covni pamét prazdnd. Uvazujme tisek u mezi dvéma pozadavky, pro néz

optimélni algoritmus nahréava blok, tedy v = p;,,...,pi,.,—1 pro né&jaké
je{l,...,m}. V ramci tseku v mohou byt pozadavky na pouze k rtz-

nych bloku (téch, které ma optimélni algoritmus v pracovni paméti po
vyfizeni pozadavku p;;).

Algoritmus Fronta proto na tseku w nahraje do pracovni paméti
blok nejvyse k-krat (poté, co jednou nahraje blok ¢islo b, ho vyhodi az
kdyz nahraje k dalsich riznych blokid, coZ na tiseku u nenastane). Stejnou
tvahu mizeme pouzit na kazdém takovém tseku, proto algoritmus Fronta
na vstupu v nahraje nejvyse k - m bloki. Algoritmus Fronta je tedy k-
kompetitivni.

Oproti tomu uvazme algoritmus Zasobnik, ktery vzdy vyhazuje nej-
noveéjsi nacteny blok. Tento algoritmus na vstupuv =1,... k. k+1,k, k+
1,k k+1,...,k, k+1, kde tsek k, k+1 se opakuje n-krat, bude na st¥idac-
ku vyhazovat a nahravat bloky k a k + 1, celkem tedy nahraje 2n 4+ k — 1
blokd do pracovni paméti. Oproti tomu optimalni algoritmus pfi prvnim
pozadavku k+ 1 vyhodi blok 1 a od té chvile ma bloky ki k+ 1 v paméti,
provede tedy celkem k+ 1 nahrani bloki. Pomér mezi po¢tem nahrani blo-
ki algoritmu Zasobnik a optimalniho algoritmu tedy muze byt libovolné
velky.

Nagim cilem je samoziejmé ziskat pro zadany problém algoritmus, ktery je
c-kompetitivni pro co nejmensi mozné ¢ (oproti tomu se nebudeme piili§ zabyvat
dasovou a pamétovou slozitosti téchto algoritmt, nemusite ji tedy v feSenich vasich
tloh uréovat). Casto se stane, ze pro danou tilohu umime dokonce ukézat, ze lepsi
nez c-kompetitivni algoritmus existovat nemuze.

Priklad: Fronta je optimalni

Uvazujme libovolny algoritmus ALG pro diskutovany problém spra-
vy pracovni paméti. Zkonstruujeme vstup v délky n nasledujicim zpu-
sobem: za¢neme pozadavky 1, ..., k. Poté se vidy podivame na obsah
pracovni paméti a budeme pozadovat ten blok z {1,...,k+ 1}, ktery v ni
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neni. Algoritmus ALG tedy bude nahravat blok pii kazdém pozadavku,
celkem tedy bude nahrévat ALG(v) = n-krat.

Oproti tomu optimélni algoritmus se (po prvnich k& vynucenych kro-
cich), vzdy kdyz musi vyhodit blok z pracovni paméti, podivd na k — 1
nasledujicich pozadavka a vyhodi néjaky blok, ktery se mezi nimi nevy-
skytuje. Tak si zajisti, ze v k — 1 nasledujicich pozadavcich nebude muset

nahrévat novy blok do pracovni paméti. Celkem tedy nahraje OPT(v) <
k+ [(n—k)/k] < (n+ k?)/k blokit do paméti.

Méme tedy
ALG(v) n n+k? — k2 k2

Z = . = k . 1 _— .
OPT(v) — (n+k?)/k n+ k2 n+ k2

Pro dostate¢né dlouhy vstup (velké n) je tento pomér libovolné blizko k.
Zadny algoritmus ALG tedy nemtiZe byt c-kompetitivni pro ¢ < k. Vyse
popsany algoritmus Fronta tedy méa nejlepsi mozny kompetitivni pomér.

Mohli bychom namitnout, ze mozna neni v poradku konstruovat vstup priabéz-
né tak, aby se na ném algoritmus ALG choval co nejhiife. Nicméné vzhledem k tomu,
Ze algoritmus ALG je deterministicky, bude na takto ziskaném vstupu fungovat vzdy
stejné — ¢ili takto obdrzime pevny vstup v, pro néjz ALG(v)/OPT(v) je blizko k.

Pozorny ¢tenaf si mozna povsimne, Ze ivaha z predchoziho odstavce nefunguje
pro pravdépodobnostni algoritmy, které vyuzivaji ndhodna ¢isla. Analyza chovéani
deterministické algoritmy. Ve vaSich feSenich tedy nesmite pouzivat generator na-
hodnych cisel.



