68. ro¢nik Matematické olympiady — 2018/2019
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 68. ro¢niku MO kategorie P se kona v ttery 22. 1. 2019 v dopolednich
hodinach. Na feseni tloh mate 4 hodiny cistého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné praktickd tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitact pti soutézi zakdzano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomticky
kromé psacich potfeb (napf. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony).
Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zdivodriugici jeho sprdvnost (pfipadné dtikaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a paméfova slozitost).
Slovni popis feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni moZné odkazovat se na
vase Teseni tloh domaciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici.

e Zapis algoritmu. Ve vSech tlohach je tfeba uvést zépis algoritmu v né-
jakém dostateéné srozumitelném pseudokédu (pfipadné v programovacim
jazyce Pascal, C/C++ nebo Python). Nemusite detailné popisovat jedno-
duché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchjch matema-
tickych vztahi, vyhledavani v poli, tfidéni apod.

Za kazdou ulohu mizete ziskat maximalné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoc¢tu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadéani
kazdé ulohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSsenim
tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na souc¢asném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova feseni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http: //mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam Gspésnych fesiteld
krajského kola a seznam fesitelti postupujicich do tistfedniho kola.



P-II-1 Tulipany

Radovan mé dlouhy (ale izky) zahonek, ktery si rozdélil na n po sobé jdoucich
¢tvereckt a do kazdého z nich vysadil tulipan. Po par dnech zjistil, ze né€které z vy-
sazenych tulipdnd mu sezrali sliméci a misto jedné souvislé fady tulipant jich ma
nékolik skupin oddélenych posloupnostmi vyzranych ¢tvereckl. Radovan se zarado-
val, Ze se mu alespon vytesilo, jak tulipany rozdélit do kytic: pokazdé, kdyz bude
potfebovat kytici, sklidi jednu takovou skupinu.

Pak si ale uvédomil, Ze v kytici ma byt lichy pocet kvétin. Rad by tedy na
nékteré vyzrané ¢tverecky dovysadil tulipany tak, aby jich kazda skupina méla lichy
pocet. Vsiml si ovsem, ze takovym dovysazenim se vic skupin muze spojit v jednu
(napiiklad pokud dvé skupiny jsou oddélené jen jednim vyZzranym étvereckem, na
ktery dovysadi tulipan), coz celou situaci komplikuje. Navic chce za nové sazenice
utratit co nejméné.

SoutéZni tloha

Pro kazdy z n ¢tverecku vite, zda je na ném tulipan nebo ne. Urcete nejmensi
pocet tulipant, které je potfeba vysadit na prazdné ¢tverecky, aby ve vysledku kazda
maximalni souvisla posloupnost ¢tverecki s tulipany méla lichou délku.
Format vstupu

Vstupem je fetézec liché délky n (kde n < 100000), jehoZ i-té pismeno je T,
je-li na i-tém Ctverecku tulipan, a P, je-li ¢tverecek prazdny.
Format vystupu

Vypiste jedno prirozené ¢islo: nejmensi pocet ¢tverecki, na néz je potieba vy-
sadit tulipany tak, aby jich v kazdé souvislé skupiné byl lichy pocet (jelikoz n je
liché, né&jaké feseni vzdy existuje).

Priklad
Vstup: Vystup:
TPTTPTTPPTT 2

Tulipan staci vysadit na 5. a 9. ¢tverecek.



P-1II-2 Ohrada

Kromé trojuhelnikové zahradky by Novakovi na svém pozemku radi méli ohra-
du na slepice ve tvaru konvexniho ¢tyfthelnika. Na pozemku stoji n stromu, staci
si tedy 4 z nich vybrat, natdhnout kolem nich pletivo a je hotovo. Pani Novikova
ale rozhodné nechce, aby uvnitf ohrady byl néjaky jiny strom (jednak by se z néj
$patné sklizelo ovoce, jednak by se o n&j mohla zranit pfi honéni slepic).

SoutéZni tloha

Mate dano n bodl v roviné, z nichz zadné tii nelezi na stejné pfimce. Najdé-
te 4 z nich tvofici rohy konvexniho ¢tyrthelnika, v jehoz vnitfku nelezi zadny ze
zadanych bodi.
Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu je pfirozené ¢islo n (kde 4 < n < 100000). Na kazdém
dalsim radku jsou dvé pfirozena c¢isla x a y, udavajici soufadnice jednoho z bodi.
Format vystupu

Vypiste soufadnice ¢tyt ze zadanych bodu (v libovolném poradi) splitujicich
podminky zadéani, nebo fetézec nelze, pokud zadné takové body neexistuji.

Priklady

Vstup: Viystup:
5 00
00 6 -1
10 0 10 0

5 10 51
51

6 -1

Vstup: Viystup:
4 nelze
00

10 0

5 10

51



P-11-3 Uirady

V zemi krale Miroslava je mnoho mést propojenych silnicemi a kandly. Mésta
jsou ocislovana od 1 do n v rostoucim poradi dle jejich nadmotské vysky. Mezi
kazdymi dvéma mésty vede nejvysSe jeden kandl a da se po ném plavit pouze po
proudu, tedy z mésta z vyssim ¢islem do mésta s nizsim ¢islem. Mezi kazdymi dvéma
mésty také vede nejvySe jedna cesta, kterou lze pouzit obousmérné. Mezi dvéma
mésty muze vést zaroven cesta i kanal. Dvé mésta jsou sousedni, pokud mezi nimi
vede kanal nebo cesta.

Kral Miroslav chce ziidit afady dohlizejici na obchodniky v jeho méstech. Kaz-
dy afad mize dohliZet na obchodniky ve mésté ve kterém sidli, a dile ve méstech, do
kterych se z néj dokazi dostat kuryfi na konich (pfes posloupnost navazujicich cest)
nebo na lodich (po proudu pfes posloupnost navazujicich kanali). Kuryr nemuze
presednout z koné na lod ani naopak.

Je samoziejmé potieba, aby na obchodniky v kazdém z mést dohlizel alespon
jeden tiad. Kral Miroslav ale nechce, aby ufady sidlily v sousednich méstech (ufed-
nici v takovych sousednich méstech by se bud hadali, nebo proti krali organizovali
spiknuti).

SoutéZni tloha

V zadané siti mést propojenych kanaly a cestami najdéte podmnozinu mést U
takovou, ze zadna dvé meésta v U nejsou sousedni a do kazdého mésta mimo U se da
dostat z néjakého mésta z U bud po navazujici posloupnosti cest, nebo po navazujici
posloupnosti kanal pouzivanych pouze po proudu.

Format vstupu

Na prvnim fddku vstupu jsou pfirozend ¢isla n, k a ¢ (kde 1 < n < 100000 a
0 < k,c < 100000) udavajici pocet mést, kanalt a cest. Na k dalsich fadcich jsou
dvé pfirozena Cisla m; a mg (1 < my < mg < n), znacici, Ze z mésta ¢islo mq vede
kanal do mésta ¢islo m;. Na ¢ dalSich fadcich jsou dvé prirozena cisla mq a mo
(1 <my < mg < n), znadici, ze mezi mésty s éisly m; a mo vede cesta.

Format vystupu

Vypiste ¢isla mést tvoricich néjakou podmnozinu U spliujici podminky zadani.
Cisla miizete uvést v libovolném pofadi. Pokud Zadné takova podmnozina neexistuje,
vypiste Tetézec nelze.

Priklad
Vstup: Vystup:
33 53

Jina spravna reseni jsou napfiklad 2 3, 2 4 ¢i 2 6 4.
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P-11I-4 Doprava

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranéach, tentyz
jako v domacim kole.

Nasli jste si praci ve vedlejsim mésté, do kterého dojizdite vlakem. Nicméné
vas novy $éf je zndmy svou impulzivitou a kdykoliv vas muze vyhodit. Kazdé rano si
tedy prectete e-maily a zjistite tak, zda jesté mate zaméstnani. Pokud ano, koupite
si jizdenku a jedete.

Normélni jizdenka stoji 2 Ké. Kazdy vecer mate moznost si koupit za a > 1 K¢
slevovou kartu; mate-li ji, kazda dalsi jizdenka vas stoji pouze 1K¢. Slevovou kartu
si mtizete koupit i vecer pfed prvnim dnem svého zaméstnani (ale i rdno pfed prvnim
dnem zaméstnani mizete dostat vypovéd).

V okamziku, kdy vés vyhodi z préce, byste chtéli mit utraceno za dojizdéni (jiz-
denky plus pfipadné slevova karta) co nejméné. Navrhnéte algoritmus s co nejlepsim
pomérem ceny vici optimalnimu feSeni (které doptedu vi, kdy vas vyhodi).

Studijni text

V olympiade se vétsinou zabyvame tlohami, v nichz dopfedu zname celé vstup-
ni data a na jejich zakladé produkujeme cely vystup. Snadno si ale lze predstavit
situace, v nichz se vstupni data dozvidame postupné a vystup musime vyrabét pri-
bézné, pouze s ohledem na Cast vstupu, které jiz zname. O takovych problémech
fikame, Ze jsou on-line.

Piiklad: Externi pam&t

Pocita¢ mé pracovni pamét omezené velikosti — vejde se do ni nejvyse
k blokt dat — a vyrazné vétsi externi pamét, sklddajici se ze stejné velkych
bloka identifikovanych prirozenymi cisly. Je-li potfeba zpracovat néjaky
blok dat, musi byt nejprve nahran do pracovni paméti. Jestlize je v tomto
okamziku pracovni pamét plnd, musime se rozhodnout, ktery z aktual-
né nahranych blokd z ni vyhodime (byl-li modifikovan, zkopirujeme ho
pritom zpét do externi paméti — nemusime se tedy pfi volbé vyhozeného
bloku bat, ze bychom o néjakd data pfisli).

Nase tiloha je tedy néasledujici: Na zacatku je pracovni pamét prazd-
na. Postupné dostavame ¢isla bloki z externi paméti, které je tfeba zpra-
covat. Pokud dany blok uz v pracovni paméti je, nedélame nic. Pokud v ni
neni, ale v pracovni paméti je méné nez k nahranych blokt, zadany blok
bude nahrén na jedno z volnych mist. Je-li pracovni pamét plnd, vybere-
me, ktery z nahranych bloka vyhodime, a zadany blok bude nahrin na
timto uvolnéné misto.

Jelikoz presuny mezi externi a pracovni paméti jsou pomalé, chceme
volit vyhozené bloky tak, abychom minimalizovali pocet nahrani blokd do
pracovni paméti.

Napriiklad, necht & = 2 a postupné dostdvame pozadavky 1 2 3.
Pti prvnich dvou pozadavcich nic nerozhodujeme, do pracovni paméti se
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nahraji bloky 1 a 2. Pfi tfetim pozadavku se musime rozhodnout, ktery
z blokidl v pracovni paméti vyhodime — tfeba blok 2, takze poté budeme
v pracovni paméti mit bloky 1 a 3. Prijde-li ndm nyni pozadavek 1, ne-
musime nic délat a celkové tedy probéhnou 3 nahrani blokt do pracovni
paméti. Kdyby nam ale misto toho prisel pozadavek 2, pak musime uvolnit
misto v pracovni paméti a blok 2 znovu nahrat, celkové by tedy probéhly
4 nahrani blokt do pracovni paméti.

Jak srovnavat a vyhodnocovat algoritmy Fesici on-line problémy? Mohli bychom
samoziejmé zjistovat, jak kvalita jejich FeSeni zavisi (v nejhorsim pfipadé) t¥eba na
délce vstupu, to ale typicky neni prili§ informativni. Napiiklad, ve vySe uvedeném
prikladu pro vstup 1 2 3 ... n nutné musime provést n nahrani blokd, a to ne-
zéavisle na tom, jaky algoritmus pro vybér vyhozenych blokd pouzijeme — dokonce
i kdybychom vstup znali cely pfedem, nemohli bychom dosdhnout lepsiho vysledku.

Jako zajimavéjsi moznost se nabizi srovnavat nas on-line algoritmus na kazdém
vstupu s optimalnim algoritmem, ktery zné cely vstup doptfedu. Necht v je libovolny
vstup (v diskutovaném piikladu je v posloupnost pozadavkir). Jakozto OPT(v) si
ozna¢me hodnotu optimélniho feseni pro vstup v. Jakozto ALG(v) si oznaéme hod-
notu feSeni ziskaného uvazovanym on-line algoritmem, ktery vstup dostava postupné
a vystup produkuje pritbézné. Pokud pro néjaké ¢islo ¢ plati, ze ALG(v) < ¢-OPT(v)
pro kazdy vstup v, fikdme, Ze uvazovany algoritmus je c-kompetitivni.

Priklad: Fronta a zasobnik

Uvazujme algoritmus Fronta, ktery ma bloky v pracovni paméti se-
tfidéné v potfadi, v némz byly nahrany, a vzdy vyhazuje nejstarsi z nich.
Necht v = p1,pa, ..., p, je libovolna posloupnost pozadavkt, na které op-
timalni algoritmus nahrava blok do pracovni paméti pro i1-ty, is-ty, az
im-ty z nich; tj. OPT(v) = m. Zjevné i; = 1, jelikoZ na zacétku je pra-
covni paméf prazdna. Uvazujme tsek u mezi dvéma pozadavky, pro néz

optimalni algoritmus nahrava blok, tedy u = p;;,...,pi;,,—1 pro néjaké
j€{1,...,m}. V rdmci tiseku v mohou byt pozadavky na pouze k rtz-

nych blokt (t&ch, které ma optimélni algoritmus v pracovni paméti po
vyfizeni pozadavku p;,).

Algoritmus Fronta proto na tseku u nahraje do pracovni paméti
blok nejvyse k-krat (poté, co jednou nahraje blok ¢islo b, ho vyhodi az
kdyz nahraje &k dalSich rtiznych bloki, coZ na tiseku u nenastane). Stejnou
uvahu mazeme pouzit na kazdém takovém tseku, proto algoritmus Fronta
na vstupu v nahraje nejvyse k - m blokta. Algoritmus Fronta je tedy k-
kompetitivni.

Oproti tomu uvazme algoritmus Zasobnik, ktery vzdy vyhazuje nej-
novéjsi nacteny blok. Tento algoritmus na vstupuv =1,... k. k+1,k k+
1Lk k+1,...,k k+1, kde tsek k, k+1 se opakuje n-krat, bude na st¥idac-
ku vyhazovat a nahravat bloky k a k + 1, celkem tedy nahraje 2n 4+ k — 1
blokt do pracovni paméti. Oproti tomu optimalni algoritmus pifi prvnim
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pozadavku k+ 1 vyhodi blok 1 a od té chvile mé bloky ki k+ 1 v paméti,
provede tedy celkem k41 nahrani blokid. Pomér mezi poc¢tem nahrani blo-
ki algoritmu Zasobnik a optimalniho algoritmu tedy muze byt libovolné
velky.

Nasim cilem je samoziejmé ziskat pro zadany problém algoritmus, ktery je
c-kompetitivni pro co nejmensi mozné ¢ (oproti tomu se nebudeme pfili§ zabyvat
dasovou a pamétovou slozitosti téchto algoritmt, nemusite ji tedy v feSenich vasich
tiloh uréovat). Casto se stane, Ze pro danou tlohu umime dokonce ukazat, ze lepsi
nez c-kompetitivni algoritmus existovat nemize.

Priklad: Fronta je optimalni

Uvazujme libovolny algoritmus ALG pro diskutovany problém spra-
vy pracovni paméti. Zkonstruujeme vstup v délky n néasledujicim zpi-
sobem: za¢neme pozadavky 1, ..., k. Poté se vidy podivame na obsah
pracovni paméti a budeme pozadovat ten blok z {1,...,k+ 1}, ktery v ni
neni. Algoritmus ALG tedy bude nahravat blok pii kazdém pozadavku,
celkem tedy bude nahrédvat ALG(v) = n-krét.

Oproti tomu optimélni algoritmus se (po prvnich k vynucengch kro-
cich), vzdy kdyz musi vyhodit blok z pracovni paméti, podiva na k — 1
nasledujicich pozadavk® a vyhodi néjaky blok, ktery se mezi nimi nevy-
skytuje. Tak si zajisti, ze v k — 1 nésledujicich pozadavcich nebude muset
nahravat novy blok do pracovni paméti. Celkem tedy nahraje OPT(v) <
k+ [(n—k)/k] < (n+ k?*)/k bloki do paméti.

Mame tedy
ALG(v) S n o on+ kP -k 1 k2
OPT(v) — (n+k2)/k n+k2 n + k2

Pro dostate¢né dlouhy vstup (velké n) je tento pomér libovolné blizko k.
Zadny algoritmus ALG tedy nemuize byt c-kompetitivni pro ¢ < k. Vyse
popsany algoritmus Fronta tedy mé nejlepsi mozny kompetitivni pomér.

Mohli bychom namitnout, ze mozna neni v poradku konstruovat vstup pribéz-
né tak, aby se na ném algoritmus ALG choval co nejhiife. Nicméné vzhledem k tomu,
ze algoritmus ALG je deterministicky, bude na takto ziskaném vstupu fungovat vzdy
stejné — ¢ili takto obdrzime pevny vstup v, pro né&jz ALG(v)/OPT(v) je blizko k.

Pozorny ¢tenar si mozna povsimne, Ze ivaha z predchoziho odstavce nefunguje
pro pravdépodobnostni algoritmy, které vyuzivaji ndhodné ¢isla. Analyza chovéni
pravdépodobnostnich algoritmi je vyrazné obtiznéjsi, omezime se proto pouze na
deterministické algoritmy. Ve vaSich feSenich tedy nesmite pouzivat generator na-
hodnych ¢isel.



