68. ro¢nik Matematické olympiady — 2018/2019
Ulohy domdciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvoiit a od-
ladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou tloh
odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pfistupné na stran-
ce http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdana
feSeni budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat a vy-
sledky vyhodnoceni se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziska plny
pocet 10 bodd, muzete své Feseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, za kazdou z nich lze ziskat az 10 bodii. Rese-
ni tlohy P-I-3 musi obsahovat popis algoritmu, zdtivodnéni jeho spravnosti a odhad
dasové a pamétové slozitosti. Nemusite psat program, algoritmus staéi zapsat ve
vhodném pseudokdédu nebo dokonce jenom slovné, ale v tom piipadé dostatecéné
podrobné a srozumitelné. Hodnoti se nejen spravnost, ale také efektivita zvoleného
postupu feseni. Uloha P-I-4 je tvofena tfemi samostatnymi podilohami. Cést bod
dostanete, i kdyz vytesite spravné jenom nékterou z nich. Reseni obou teoretickych
tloh odevzdavejte ve formé souboru typu PDF pies vySe uvedené webové rozhrani.

Reseni viech tiloh miiZete odevzdavat do 15. listopadu 2018. Opravena feseni a
seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady
na adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kate-
gorii P.



P-I-1 Bourani mésta

Starosta Kocourkova si jednoho dne uvédomil, Zze kulturni iroven mésta se za-
jisté zvysi, bude-li na kazdém rohu stat sud. Do takového utulného sudu, idealné
orientovaného na vychod, se jisté brzy nastéhuje filosof libujici si ve skrovném, le¢
klidném a kazdé rano dobfe osvétleném pribytku. Starostovo natizeni Kazdd kriZovat-
ka bude mit sud postaveny k vychodu vSak bylo Spatné vyslechnuto a k odpovédnym
radnim se dostalo narizeni KaZdd kiiZovatka bude mit sudy pocet vychodi. Poctivi
radni se tedy rozhodli zbourat nékteré kocourkovské ulice tak, aby kazda kiizovatka
sousedila se sudym poc¢tem ulic. Nez se do toho ale dali, radni se rozhodli vybrat
nekteré dulezité ulice s neobycejnou kulturni hodnotou, které by se bourat nemély
(shodou okolnosti jsou to zdroveri ulice, ve kterych radni bydli).

Soutézni tloha

Je zadéna sit ulic v Kocourkové sestavajici z N kiizovatek oéislovanych od 1
do N a s M obousmérnymi ulicemi spojujicimi nékteré dvojice kiizovatek. Néekteré
z ulic jsou diulezité a nemtizou se zbofit. Ze zbylych ulic vyberte nékteré tak, aby po
jejich zbofeni kazda kifizovatka sousedila se sudym poctem ulic. Specialné kiizovatka
podminku splituje, i pokud po zbofeni vybranych ulic nesousedi s zddnou ulici (jsme
pfeci v Kocourkove).

Format vstupu

Program c¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje tfi
celd ¢isla N, M a K (1< N,0< K < M) oddélend mezerou. Kazdy z nésledujicich
radkt obsahuje dvé cela cisla od 1 do N udavajici dvojici kfizovatek, mezi kterymi
je ulice. Mtizete predpokladat, ze mezi kazdou dvojici kfizovatek vede nejvyse jedna
ulice a Ze neexistuji ulice s obéma konci na stejné krizovatce. Prvnich K ulic je
dilezitych a nesmé&ji byt zbourany.

Format vystupu

Program vypiSe na standardni vystup nékolik fadkid. Na prvnim fadku bude
jedno celé ¢islo 0 < L < M — K, pocet nedtlezitych ulic, které jste se rozhodli
zbourat. Nasleduje L radkt, pficemz kazdy z nich obsahuje dvojici ¢isel od 1 do N
udavajicich ulici, kterou jste se rozhodli zbourat. Poradi téchto dvou ¢isel se miize
lisit od poradi, v jakém jsou zadana na vstupu. Kazda ulice se ve vyctu objevi nejvyse
jednou. Jestlize TeSeni neexistuje, vypiste -1.

Priklady

Vstup: Vijstup:
561 3

12 14
13 54
23 52
14

45

25

Jinym spravnym fesenim by bylo zborit obé ulice sousedici s kiizovatkou 3.
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Vstup: Vijstup:
322 -1

12

23

V tomto pripadé zadnou ulici zborit nesmime. Kiizovatka 1 sousedi s lichym poc¢tem
ulic, takze zadné feseni neexistuje.

Vstup: Vijstup:
332 0

12

13

23

V tomto pfipadé je spravnym FeSenim zbofit 0 ulic, nebot vSechny kfizovatky jiz
sousedi se sudym poctem ulic.

Bodovani

Plnych 10 bodu ziska feSeni, které efektivné vyfesi libovolny vstup s N <
1000000 a M < 5000 000.

Céstedény podet bodfi nicméné lze ziskat za vyFeSeni nékterych podtloh. Vs
program bude spustén na deseti testovacich sadach a za kazdou spravné vyresenou
dostanete 1 bod. Néasledujici tabulka obsahuje seznam podminek, které dané sady
splnuji.

sady omezeni

1 K =M adale N <2000, M < 10000
2 K=M

3 K <1ladéile N,M <20

4 K <1adéale N <2000,M < 10000
5 K<1

6 N, M <20

7 N <2000, M < 10000

8,9, 10 bez pridanych omezeni

P-I-2 Bonbdny

Rodice se rozhodli motivovat své 1iné déti — Anicku a Honzika — ke sportovani,
konkrétné k jizdé na kole. Za kazdy tsek, ktery ujedou, jim daji bonbdény. Nicméné
ne vSechny tseky jsou stejné tézké a navic se Anicka a Honzik neshodnou na jejich
obtiznosti; Anicka radéji jezdi po roviné, Honzik mé rad tseky lesem, kde je stin,
a tak dale. Proto za kazdy tsek mohou déti dostat rizné pocty bonboénii.

Tato idea se celkem osvédcila, mé ale jeden problém. Pokud na konci vyletu
maji Anicka a Honzik rtizné pocty bonbdéni, navzijem si zavidi a perou se. Rodice se
proto pokusili pozménit odmény tak, aby pfi kazdém vyletu zacinajicim a koncicim
na stejném misté ziskali Anicka a Honzik stejny pocet bonbéni. Na vés je, abyste
ovérili, zda se jim to podaftilo.



SoutéZni tloha

Je déna sit M jednosmérnych cyklostezek, spojujicich kiizovatky ¢islované od
1 do N, a pro kaZzdou z nich vite, kolik bonbéni za jeji projeti dostane Anicka
a Honzik. Cyklostezky se protinaji se pouze na kiizovatkdch a neexistuje zadna
cyklostezka se stejnym zacatkem a koncem, ale mezi dvéma kfizovatkami mtize vést
i vice cyklostezek. Uzavieny vylet je posloupnost navazujicich cyklostezek zacinajici
a koncici na stejném misté; v ramci vyletu je mozné projet nékterou cyklostezku
i vicekrat a Anicka a Honzik v tomto ptipadé dostanou bonbény za kazdé jeji projeti.
Rozhodnéte, zda existuje uzavieny vylet, na némz Anicka a Honzik dostanou celkové
riuzné pocty bonbént, a pripadné néjaky takovy vypiste.

Format vstupu

Program ¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje dveé
celd ¢isla N a M (1 < N, M < 1000000) oddélend mezerou, kde M udéava pocet
cyklostezek a N pocet kiizovatek. Na kazdém z M nasledujicich fadkd jsou étyfti
celd ¢isla z, d, a, h (1 < z,d < N, 1 < a,h <1000) oddélend mezerami. Tato ¢isla
udéavaji, ze z k¥izovatky ¢islo z na kfizovatku c¢islo d vede cyklostezka, za jejiz projeti
dostane Anicka a bonbéni a Honzik h bonbdnt. Trasy jsou ¢islované od 1 do M dle
jejich poradi na vstupu.

Format vystupu

Jestlize existuje uzavieny vylet, na némz Anicka a Honzik dostanou razné pocty
bonbéni, vypiste libovolny takovy vylet jako posloupnost ¢isel cyklostezek ¢y, ...,
t, oddélenych mezerami takovych, ze pro i =1,...,n — 1 cyklostezka ¢islo t; konc¢i
na kiizovatce, na niz cyklostezka ¢islo ¢, zacina, a cyklostezka ¢islo ¢,, konéi na
kiizovatce, na niz cyklostezka ¢islo ¢ zacina. Jinak vypiste pouze ¢islo 0.

Priklady
Vstup: Vijstup:
6 145

BB N WN D
B =, D2, WwN
i
i S e

Po projeti cyklostezek ¢islo1 (z1 do 2),4 (z2 do4) ab (z 4 zpét do 1) md Anicka
3 bonbony a Honzik 4. Jsou i jina spravna reseni, napiiklad 4 5 1 nebo 12314 5.

Vstup: Vijstup:
33 0
1211

2312

3121

Anicka a Honzik mohou pouze krouzit po okruhu cyklostezek 1 2 3, vzdy kdyz se
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dostanou do bodu, v némz zacali, maji stejny pocet bonbdnu (¢tyrikrat tolik, kolikrat
okruh objeli).

Vstup: Viystup:
32 0
1211

2312

Zadny vylet zacinajici a koncici na stejném misté neexistuje, nehrozi tedy, ze by na
ném Anicka a Honzik dostali riizné po¢ty bonbdnti.

Bodovani

Plnych 10 bodu ziska feseni, které efektivné vytesi libovolny vstup s N, M <
1000 000.

Césteény podet bodfi nicméné lze ziskat za vyfeSeni nékterych podtloh. Vs
program bude spustén na deseti testovacich sadach a za kazdou spravné vyresenou
dostanete 1 bod. Néasledujici tabulka obsahuje seznam podminek, které dané sady
splnuji.

sady omezent

1,2,3 M,N <20

4 M < 1000 a nejvyse 6 kiizovatek sousedi s vice
nez dvéma cyklostezkami

5 M < 1000000 a nejvyse 6 krizovatek sousedi s vice
nez dvéma cyklostezkami

6 M, N <1000 a z kazdé kfizovatky se po cyklostez-
kach da dojet na libovolnou jinou kfizovatku
M, N <1000

z kazdé kiizovatky se po cyklostezkach da dojet na
libovolnou jinou kfizovatku

9, 10 bez pridanych omezeni

P-1I-3 Zahradka

Novékovi si v malebné vesni¢ce za Prahou koupili maly rodinny domek s vel-
kym pozemkem. Na pozemku vsak roste jen trava, coz jejich zemédélské ambice
neukojilo, a proto se rozhodli vytvorit si trojihelnikovou zahradku. Jako prvni krok
vybéhli na pozemek a vyznacili si n moznych pozic vrcholt zahradky. Nyni zbyva
uz jen vybrat vhodné tfi vrcholy, zahonek zryt, zasit, hnojit, kropit, vytrhat plevel,
kropit, odehnat slimaky, vytrhat plevel, odehnat sliméky, zbavit se krtki, kropit, ...
a nakonec mozna sklidit, pokud se urodi. Prosté ¢im vétsi zahradka bude, tim vic
s ni bude prace. Pan Novak by proto rad vybral takové tfi vrcholy, aby trojuhelnik
jimi vyznaceny mél co nejmensi obsah. Zjistil ale, ze bodi vyznacili moc a Ze takovy
trojuhelnik neumi najit. PomiZete mu?



SoutéZni tloha

Na vstupu dostanete n bodi v roviné v obecné poloze (tj. zddné t¥i nelezi na
pfimce). Vasim cilem je najit tii z nich, které tvoti trojihelnik s nejmensim obsahem.
Pokud existuje vice feSeni, vypiste kterékoliv z nich. Ve svém feSeni se nemusite
zabyvat zaokrouhlovacimi chybami — miZete predpokladat, Ze vypocty probihaji
S neomezenou presnosti.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete jedno ptirozené ¢islo n, pocet vyznacenych vrcholi.
Na kazdém z dalsich n fadkd dostanete dvé mezerou oddélena celd ¢isla x; a y;,
soufadnice i-tého vyznaceného vrcholu.

Format vystupu
Vypiste fadek obsahujici souradnice t¥i vrcholt trojihelnika s nejmensim ob-
sahem. Souradnice jednotlivych vrcholi oddélte stfedniky.

Priklad

Vstup: Viystup:

4 00; 01; 10
00

01

10

11

V tomto pripadé maji vSechny trojuhelniky stejny obsah, takze Ize vypsat kteroukoli
trojici.

Vstup: Viystup:

4 00; 01; 20
00

20

01

100 100

Bodovani

Pokud vas algoritmus rychle a spravné odpovi na vstupy s n < 100, mize
ziskat az 4 body. Plnych 10 bodt ziskéd feseni, které rychle a spravné odpovi na
vstupy s n < 1000, tj. s ¢asovou slozitosti O(n?logn) nebo lepsi.



P-I-4 Dva lupici

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Do-
porucujeme vam nejprve prostudovat studijni text a az potom se vratit k samotnym
soutéznim tloham.

Dva lupiéi rozdéluji lup. Postupné véci (riiznych cen) vytahuji z pytle a o kazdé
z nich rozhoduji, komu pfipadne. Chté&ji, aby véci byly rozdéleny co nejrovnomérnéji
— budou tedy minimalizovat sumu cen véci na drazsi hroméadce.

a) (2 body) Ukazte, 7e algoritmus, ktery dé vSechny véci prvnimu lupiéi, je
2-kompetitivni.
b) (4 body) Naleznéte 3/2-kompetitivni algoritmus.
c) (4 body) Ukaizte, ze Zadny algoritmus nemtize byt lepsi nez 3/2-kompeti-
tivni.
Studijni text
V olympiadé se vétsinou zabyvame tilohami, v nichz dopfedu zname celd vstup-
ni data a na jejich zdkladé produkujeme cely vystup. Snadno si ale lze predstavit
situace, v nichz se vstupni data dozvidame postupné a vystup musime vyrabét pri-

bézné, pouze s ohledem na ¢ast vstupd, které jiz zndme. O takovych problémech
fikame, Ze jsou on-line.

Piiklad: Externi pamét

Pocita¢ méa pracovni pamét omezené velikosti — vejde se do ni nejvyse
k bloki dat — a vyrazné vétsi externi pamét, skladajici se ze stejné velkych
bloku identifikovanych pfirozenymi ¢isly. Je-li potfeba zpracovat néjaky
blok dat, musi byt nejprve nahran do pracovni paméti. Jestlize je v tomto
okamziku pracovni paméf plnd, musime se rozhodnout, ktery z aktual-
né nahranych blokid z ni vyhodime (byl-li modifikovan, zkopirujeme ho
pritom zpét do externi paméti — nemusime se tedy pfi volbé vyhozeného
bloku bat, Ze bychom o néjaka data pfisli).

Nase tloha je tedy nésledujici: Na zac¢atku je pracovni pamét prézd-
na. Postupné dostavame cisla blokli z externi paméti, které je tieba zpra-
covat. Pokud dany blok uz v pracovni paméti je, nedéldme nic. Pokud v ni
neni, ale v pracovni paméti je méné nez k nahranych blokt, zadany blok
bude nahran na jedno z volnych mist. Je-li pracovni pamét plnd, vybere-
me, ktery z nahranych blokid vyhodime, a zadany blok bude nahran na
timto uvolnéné misto.

Jelikoz presuny mezi externi a pracovni paméti jsou pomalé, chceme
volit vyhozené bloky tak, abychom minimalizovali poc¢et nahrani bloki do
pracovni paméti.

Napiiklad, necht k& = 2 a postupné dostdvame pozadavky 1 2 3.
Pfi prvnich dvou pozadavcich nic nerozhodujeme, do pracovni paméti se
nahraji bloky 1 a 2. Pfi tfetim pozadavku se musime rozhodnout, ktery
z blokti v pracovni paméti vyhodime — tfeba blok 2, takze poté budeme
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v pracovni paméti mit bloky 1 a 3. Prijde-li ndm nyni pozadavek 1, ne-
musime nic délat a celkové tedy probéhnou 3 nahrani blokt do pracovni
paméti. Kdyby nam ale misto toho pfisel pozadavek 2, pak musime uvolnit
misto v pracovni paméti a blok 2 znovu nahrat, celkové by tedy probéhly
4 nahrani blokt do pracovni paméti.

Jak srovnavat a vyhodnocovat algoritmy fesici on-line problémy? Mohli bychom
samoziejmé zjistovat, jak kvalita jejich FeSeni zavisi (v nejhor$im piipadé) t¥eba na
délce vstupu, to ale typicky neni prili§ informativni. Napiiklad, ve vySe uvedeném
prikladu pro vstup 1 2 3 ... n nutné musime provést n nahrani blokd, a to ne-
zéavisle na tom, jaky algoritmus pro vybér vyhozenych blokd pouzijeme — dokonce
i kdybychom vstup znali cely pfedem, nemohli bychom dosdhnout lepsiho vysledku.

Jako zajimavéjsi moznost se nabizi srovnévat nas on-line algoritmus na kazdém
vstupu s optimalnim algoritmem, ktery zné cely vstup doptfedu. Necht v je libovolny
vstup (v diskutovaném piikladu je v posloupnost pozadavkt). Jakozto OPT(v) si
ozna¢me hodnotu optimélniho feSeni pro vstup v. Jakozto ALG(v) si ozna¢me hod-
notu Feseni ziskaného uvazovanym on-line algoritmem, ktery vstup dostava postupné
a vystup produkuje pritbézné. Pokud pro n&jaké ¢islo ¢ plati, ze ALG(v) < ¢-OPT(v)
pro kazdy vstup v, fikdme, Ze uvazovany algoritmus je c-kompetitivni.

Priklad: Fronta a zasobnik

Uvazujme algoritmus Fronta, ktery ma bloky v pracovni paméti se-
tridéné v poradi, v némz byly nahrany, a vzdy vyhazuje nejstarsi z nich.
Necht v = p1,p2, ..., pn je libovolna posloupnost pozadavki, na které op-
timélni algoritmus nahrava blok do pracovni paméti pro ii-ty, io-ty, az
im-ty z nich; tj. OPT(v) = m. Zjevné iy = 1, jelikoz na zacatku je pra-
covni pamét prazdna. Uvazujme tisek u mezi dvéma pozadavky, pro néz

optiméalni algoritmus nahréava blok, tedy v = p;,,...,pi, ., —1 pro néjaké
je{l,...,m}. V ramci tseku v mohou byt pozadavky na pouze k rtz-

nych bloku (téch, které ma optimélni algoritmus v pracovni paméti po
vyfizeni pozadavku p;;).

Algoritmus Fronta proto na tseku u nahraje do pracovni paméti
blok nejvyse k-krat (poté, co jednou nahraje blok ¢islo b, ho vyhodi az
kdyz nahraje k dalSich rznych bloki, coZ na tiseku u nenastane). Stejnou
tvahu mizeme pouzit na kazdém takovém tiseku, proto algoritmus Fronta
na vstupu v nahraje nejvyse k - m bloku. Algoritmus Fronta je tedy k-
kompetitivni.

Oproti tomu uvazme algoritmus Zasobnik, ktery vzdy vyhazuje nej-
novejsi nacteny blok. Tento algoritmus na vstupuv =1,..., k k+ 1,k k+
1,k k+1,...,k, k+1, kde tsek k, k+1 se opakuje n-krat, bude na st¥idac-
ku vyhazovat a nahravat bloky k a k + 1, celkem tedy nahraje 2n+ &k —1
blokd do pracovni paméti. Oproti tomu optimalni algoritmus pfi prvnim
pozadavku k+ 1 vyhodi blok 1 a od té chvile méa bloky ki k+1 v paméti,
provede tedy celkem k41 nahrani blokid. Pomér mezi poc¢tem nahrani blo-
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ki algoritmu Zasobnik a optimalniho algoritmu tedy muize byt libovolné
velky.

Nasim cilem je samoziejmé ziskat pro zadany problém algoritmus, ktery je
c-kompetitivni pro co nejmensi mozné ¢ (oproti tomu se nebudeme piili§ zabyvat
Gasovou a pamétovou slozitosti téchto algoritmi, nemusite ji tedy v FeSenich vasich
tiloh urcovat). Casto se stane, Ze pro danou tlohu umime dokonce ukazat, ze lepsi
nez c-kompetitivni algoritmus existovat nemiize.

Priklad: Fronta je optimalni

Uvazujme libovolny algoritmus ALG pro diskutovany problém spra-
vy pracovni paméti. Zkonstruujeme vstup v délky n néasledujicim zpu-
sobem: za¢neme pozadavky 1, ..., k. Poté se vidy podivame na obsah
pracovni paméti a budeme pozadovat ten blok z {1,...,k+ 1}, ktery v ni
neni. Algoritmus ALG tedy bude nahravat blok pii kazdém pozadavku,
celkem tedy bude nahrévat ALG(v) = n-krat.

Oproti tomu optim4lni algoritmus se (po prvnich &k vynucenych kro-
cich), vzdy kdyz musi vyhodit blok z pracovni paméti, podiva na k — 1
nasledujicich pozadavka a vyhodi néjaky blok, ktery se mezi nimi nevy-
skytuje. Tak si zajisti, ze v k — 1 nasledujicich pozadavcich nebude muset
nahrévat novy blok do pracovni paméti. Celkem tedy nahraje OPT(v) <
k+ [(n—k)/k] < (n+ k?)/k blokit do paméti.

Méme tedy
ALG(v) - n o, ntR -k . k2
OPT(v) ~— (n+k2)/k n+k2 n+k2)"

Pro dostate¢né dlouhy vstup (velké n) je tento pomér libovolné blizko k.
Zadny algoritmus ALG tedy nemtiZe byt c-kompetitivni pro ¢ < k. Vyse
popsany algoritmus Fronta tedy méa nejlepsi mozny kompetitivni pomér.

Mohli bychom namitnout, ze mozna neni v poradku konstruovat vstup priabéz-
né tak, aby se na ném algoritmus ALG choval co nejhiife. Nicméné vzhledem k tomu,
ze algoritmus ALG je deterministicky, bude na takto ziskaném vstupu fungovat vzdy
stejné — ¢ili takto obdrzime pevny vstup v, pro né&jz ALG(v)/OPT(v) je blizko k.

Pozorny ¢tenar si mozna povsimne, Ze ivaha z predchoziho odstavce nefunguje
pro pravdépodobnostni algoritmy, které vyuzivaji ndhodna ¢isla. Analyza chovéani
deterministické algoritmy. Ve vasSich feSenich tedy nesmite pouzivat generator na-
hodnych ¢isel.



