Poznamky opravovatelt k tloze P-111-3

Pfi opravovani jsme narazili na nékolik zajimavych pristupt k feSeni, o které bychom se s vami chtéli podélit.
NiZe naleznete nékteré z nich, spolecné s dikazy a protipiiklady.

Dorovnavani prebytku

Snazime se najit postup, ktery nam zarudi, Ze na konci budeme mit od néjaké barvy alespon tolik karticek, jako je
polovina kartic¢ek ziskanych podvodnikem. Toho napfiklad dosdhneme, kdyz zajistime, ze v celém prubéhu hry budeme
od kazdé barvy mit alespon polovinu ze vSech moznych karticek, které slo od této barvy ziskat. Pak totiz na konci
budeme mit i polovinu karticek barvy, kterou si vybral podvodnik.

Algoritmus bude jednoduchy: pro kazdou barvu x si budeme pamatovat dvé ¢isla: kolik karticek jsme od dané
barvy sebrali a kolik ndm celkem bylo karti¢ek dané barvy nabidnuto (v obou pfipadech nezapoéitavame dvé karticky,
které jsme dostali na za¢dtku). Oznacme tato dvé ¢isla jako s, a n,. Vzdy, kdyz se budeme muset rozhodnout mezi
barvami k a /¢, spo¢teme si pro ob€ z nich jejich prebytek p, = 2s, — n, a vybereme si kartu té barvy, jejiz prebytek
je mensi. Neformalné nam prebytek ika, o kolik mame karticek dané barvy vice, nez potfebujeme.

Dokazeme, Ze zadny prebytek nikdy neklesne pod —2, z ¢ehoz okamzité vyplyne, zZe se zapocitanim dvou poca-
tecnich karticek budeme mit vybranych karticek alespon tolik, jako polovina nabidnutych.

Soucet vSech ptrebytkil je po celou dobu hry nulovy, nebot je nulovy na za¢atku a v kazdém tahu jeden piebytek
zvysSime o jedna a jeden o jedna snizime. K tomu, abychom jeden pfebytek dostali na —3, nas soupef musel donutit
vybrat si mezi dvéma kartickami s prebytkem —2. Jelikoz tyto karticky nemohly ziskat pfebytek —2 ve stejném tahu,
museli jsme nékdy pfedtim mit karticky s prebytkem —2, —1 a —1. Zbyvajici dvé karti¢ky ale tomto okamziku museji
mit dohromady piebytek 4, tedy bud m4 jedna z nich pfebytek alespoii 3, nebo jsou oba piebytky 2. JelikoZ situace
je symetrickd, mizeme si podobnym argumentem rozmyslet, ze k tomu, aby toto nastalo, musely nékdy predtim mit
néjaké dvé karticky soucet prebytku —4.

To uz dava nastroj k diikazu sporem: pro spor si vezmeme nejdiiveéjsi okamzik, kdy maji néjaké dvé karticky
soucet prebytkt 4 nebo —4. Pravé jsme ale ukazali, Ze tato situace nutné nastala jesté drive, coz dava spor s tim, ze
jsme si vybrali nejdiivejsi okamzik.

Casté&ji nabizena barva

Budeme si pro kazdou barvu pocitat, kolik karticek této barvy nam jiz bylo nabidnuto, a ze dvou nabizenych
moznosti si vzdy vezmeme tu, kterd ndm doposud byla nabidnuta vicekrat. Pokud nam obé barvy byly nabidnuty
stejnékrat, vezmeme si libovolnou karticku. (Jak za chvili ukdZeme, je to jedno, jelikoZ nezévisle na tom, jak v takovém
pripadé postupujeme, dokdzeme najit protipiiklad.)

Uvazme nésledujici vstup (tuéné jsou vyznacené ty karticky, které si vybereme):
AB, nx AC, nxBD, nxCE, (n+2)xDE, nxCE.

Kromé volby AB na zacatku, kterou pfedpoklddame bez ijmy na obecnosti, jsou vSechny volby jednoznacné.

Nase skdre po této hie bude n+4 (diky barvé D), kdezto skére podvodnika bude 3n+4 (diky E). Nejen, ze pokud
zvolime dostateéné velké n, dokdzeme pomér naseho a optimalniho algoritmu stdhnout pod 1/2, my se dokonce umime
pfiblizit libovolné blizko 1/3. Tento algoritmus tedy urcité neni lepsi nez (1/3)-kompetitivni.

Casté&ji odmitnuta barva

Pro kazdou barvu si budeme pamatovat pocet karticek, které jsme si nevzali, a vzdy vybereme tu karticku, kterou
jsme odmitli nejvickrat.

Problém nastane na nasledujicim vstupu:

AB,AB,AB,AB,...,AB,AB, nx AC, nx BD, CD,CD,...,CD,CD.

2n 8n

Volby v prvni a posledni skupiné stejnych karet pfedpokladdme bez Gjmy na obecnosti, volby v prostfednich skupinich
jsou jednoznac¢né dané. V kazdém piipadé na konci ma podvodnik 9n + 2 karet barvy C nebo D, ale my jich mame
od obou jen 4n + 2 a ostatnich barev mame jesté méné. Podobnym argumentem jako u pfedchoziho protiptikladu
nahlédneme, Ze algoritmus jisté neni lepsi nez (4/9)-kompetitivni.

Barva, které uz mame vice

Pro kazdou barvu si budeme pamatovat, kolik od ni jiz mame karticek, a mame-li si mezi dvéma barvami vybrat,
vezmeme si tu, od které jiz mame vice karticek.



Tento pfistup lze také rozbit, uvazme vstup:
AB, BC, CD, DE, nx AE, nxBE, nx CE, nx DE.

Prvni ¢tyti volby predpokladdme bez Gjmy na obecnosti, obecné bychom algoritmu davali dvojice barev, od kterych
jesté nemé zadnou karticku, ¢imz po ¢tyfech krocich zaruc¢ime, ze algoritmus ma ¢ty¥i karticky riznych barev.

Podvodnikovo skdre je 4n + 2, nase skére je jenom n + 3. Algoritmus je tedy pfinejlepsim (1/4)-kompetitivni.

Zlomkova feSeni

Existuje celd fada velmi podobnych Feseni, kterd (ne)funguji nasledovné. Opét si pamatuji poéty s, a n, sebranych
a nabidnutych kartiek pro kazdy typ. Vyberou si tu karticku, kterd bude mit mensi zlomek r, = s, /n,. Jednotlivé
varianty zlomkovych feseni se pak lisi jen v tom, jakjymi hodnotami pocitadla s, a n, inicializuji, a kdy presné k nim
pricitaji jednicku.

Podivejme se nejprve na feseni, které inicializuje s, = n, = 2 a proménné inkrementuje az potom, co si néjakou
karticku vybere. Na toto feseni vyzraje ndsledujici protipiiklad (jen potfebujeme za n dosadit dostateéné velké ¢islo):

AB,AB,AB,AB,...,AB,AB, 2x AC, 2x AD, 2x AE, CD, DE,DE,...,DE,DE.

2n 4n

Béhem prvni ¢asti oznacené slozenou zavorkou budou postupné klesat zlomky r4 a rp a postupné se velmi priblizi
1/2. Nésledné pfi vstupu 2 x AC si vybereme pravé A, protoZe r¢ je v prvnim kroku 2/2 a ve druhém 2/3. To samé
plati pro AD a AE. Béhem toho bude sice zlomek r4 pomalu rist, ale pro dostateéné velké n bude stale r4 < 2/3.

Tim jsme dostali zlomky rc = rp = rg = 2/4. Bez ijmy na obecnosti si z dvojice CD vybereme pravé C. Zlomky
tedy budou rp = 2/5, 75 = 2/4. Posledni ¢4sti oznacenou sloZenou zavorkou jen zafidime, Ze znaky D a E budou ty
nejcéastéjsi. Konkrétné dostaneme rp = (24 2n)/(5 + 4n),rg = (24 2n)/(4 + 4n). V tu chvili nas algoritmus ziskal
2 4 2n bodd, ale podvodnik mohl vybirat D a dostat 5 + 4n. Tento algoritmus je tedy horsi nez (1/2)-kompetitivni.

Stejny protiptfiklad funguje také pro variantu, kdy inicializujeme s, = 3,n, = 2 a pocitadlo nabidnutych n,
zvétSime o jedna jesté pfed samotnym porovnanim zlomka.

Setkali jsme se i s feSenim, kdy inicializujeme s, = n, = 2 a n, zvétSujeme pied porovnanim zlomkd, s, naopak
az po provedeni tahu. V tomto piipadé je nas protipriklad vyrazné komplikovanéjsi, takze jej nebudeme vysvétlovat
slovné. Opét zvyraznujeme tu barvu, kterou si algoritmus vybere. Zlomky 7, uvadime v okamziku rozhodovani. Naopak
nejvétsi s, (odpovidd nasemu skére) a nejvétsi n, (skére podvodnika) uvadime az po provedeni daného tahu, tedy
v momentu, kdy mize soupef hru ukondit.

Krok |Barvy TA rRB re D TE Nejvétsi s, Nejvetsi n,
1. | AB 2/3 2/3 2/2 2/2 2/2 sa=3 ng =npg =
2. | AB 3/4 2/4 2/2 2/2 2/2 sAa=sp=3 | nao=np=
99. | AB 51/101 51/101 2/2 2/2 2/2 54 =52 ng =np =101
100. | AB 52/102 51/102 2/2 2/2 2/2 sa=58p =52 |ny =npg =102
101. | AC 52/103 52/102 2/3 2/2 2/2 54 =53 nyg = 103
102. | AC 53/104 52/102 2/4 2/2 2/2 s4 =053 ng = 104
103. | AC 53/105 52/102 3/5 2/2 2/2 54 =54 na = 105
104. | BD 54/105 52/103 3/5 2/3 2/2 54 =54 nyg = 105
105. | BD 54/105 53/104 3/5 2/4 2/2 s4 =054 na = 105
106. | BD 54/105 53/105 3/5 3/5 2/2 saAa=8p =054 |ng=np =105
107. | CD 54/105 54/105 3/6 3/6 2/2 sa=8p =54 |nyp=np =105
108. | CE 54/105 54/105 4/7 3/6 2/3 sqa=sp=>54 |ny =np =105
109. | AB 54/106 54/106 5/7 3/6 2/3 54 =55 ng =np = 106
110. | BC 55/106 54/107 5/8 3/6 2/3 54 =58 =5Hd np = 107
111. | BC 55/106 55/108 5/9 3/6 2/3 sp = 56 np = 108
112. | CE 55/106 56/108 5/10 3/6 2/4 sp = H6 np = 108
113. | DE 55/106 56/108 6/10 3/7 2/5 sp = 56 np = 108




114. | DE | 55/106 | 56/108 | 6/10 3/8 3/6 sp = 56 ng =108
210. | DE | 55/106 | 56/108 | 6/10 51/104 51,/102 sp = 56 np = 108
211. | DE | 55/106 | 56/108 | 6/10 52/105 51/103 sp = 56 ng = 108
212. | AB | 55/107 | 56/109 | 6/10 52/105 52/103 sp =57 np = 109
213. | AC | 55/108 | 57/109 | 6/11 52/105 52/103 sp =57 ng =109
214. | CE | 56/108 | 57/109 | 6,12 52/105 52/104 sp =57 ng = 109
215. | DE | 56/108 | 57/109 | 7/12 52/106 52/105 sp =57 ng =109
216. | DE | 56/108 | 57/109 | 7/12 53/107 | 52/106 sp =57 ng = 109
413. | DE | 56/108 | 57/109 | 7/12 | 151/304 | 151/303 sp =152 np = 304
414. | DE | 56/108 | 57/109 | 7/12 | 152/305 | 151/304 |sp=sp=152| np =305

Na konci dosdhneme skére 152, ovSem podvodnik vybirajici vzdy barvu D by mohl ziskat dokonce 305. Protoze
152/305 < 1/2, tento algoritmus je horsi nez (1/2)-kompetitivni.

Kazdy druhy vyskyt

Také 1ze vymyslet feSeni podobné vzorovému, které se u kazdé barvy zvlast snazi, abychom ji vybrali v poloving
pfipadt. Budeme si pamatovat znacky: barvu oznacime, pokud minule nebyla pouzita, takze ji ptisté pouzit chceme.
Na zacatku neni zadné barva oznacena. Kdykoliv ndm soupef nabidne dvojici a pravé jedna z barev je oznacena,
vybereme si tuto barvu a oznac¢ime misto ni druhou barvu z dvojice. Pokud jsou obé barvy oznacené nebo obé
neoznacené, vybereme si tu, které mame vice. A pokud se i to shoduje, zvolime tu, ktera je d¥iv v abecedé.

UvaZme tuto posloupnost dvojic:
AE, BC, CE, AE.

n

Pfi prvnim AE neni 7z4dné barva oznacend a vSech barev méme stejné (totiz 0), takZze vybereme A a oznalime E.
Podobné z BC vybereme B a oznac¢ime C. Dvojice CE méa obé barvy oznacené a ani C ani E jsme si dosud nevzali,
takze si vezmeme C a znovu oznacime E. Z néasledujiciho AE proto vybereme oznac¢ené E a misto néj oznacime A.

Celkoveé jsme za prvni 4 kroky nasbirali po jedné karti¢ce od barev A, B, C, E. Dalsi ¢tverice se tedy bude chovat
uplné stejné. Tedy kromé toho, Ze barva A je v prvnim kroku oznacend, ale to nevadi, protoze ji preferujeme tak jako
tak.

Po n étveficich tedy mame skére n + 2, zatimco podvodnik sbirajici E-¢ka ziskd 3n + 2. Algoritmus proto nemutize
byt lepsi nez (1/3)-kompetitivni.

Dodejme jesté, ze hlavni potiz této strategie tkvi v tom, Zze neumi rozumné oSet¥it pripady, kdy se znacky obou
barev shoduji. Vzorové feseni se tomuto problému vyhne tak, ze znacky udrzuje pro kazdou dvojici barev zvlast, takze
je vzdy oznacena pravé jedna barva z nabizené dvojice.



