67. rotnik Matematické olympiady — 2017/2018

Resent ailoh ustredniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Kapitanka hleda posadku

Ulohu lze vyfesit tak, Ze vyzkousime vSechny moznosti, jak miize Kapitanka
sestavit posadku. Pokazdé ovéfime, zda je stfedni pirat v posadce dostatecné Sikovny.

Posadka musi byt souvislym tsekem pirat, staci tedy zkouset jenom souvislé
tseky. Takovych tsekt je O(n?). Pro kazdy tisek mtizeme uréit stfedniho pirata tak,
7e piraty z tseku zkopirujeme do pomocného pole a to usporadame. Takové feseni
mé ¢asovou slozitost O(n3logn).

Na konkrétnich schopnostech nezalezi

Vsimnéte si, Ze na konkrétnich schopnostech pirata prili§ nezalezi. Zajimé nas
jenom to, zda je dany pirat aspon tak nadany, jako Denis. Podminku o stfednim pi-
ratovi si zjevné miZzeme preformulovat nésledovné: Posddka je plavbyschopnd, pokud
alespon polovinu jejich clend tvori pirdti aspon tak dobri, jako Denis.

Pfi vyhodnocovéani, zda je konkrétni posddka plavbyschopné, proto staci spo-
Citat v ni dostateéné dobré piraty. Tim zlepSime vyse uvedené feseni na c¢asovou
slozitost O(n?).

Rychlejsi feseni

Vyse uvedené pozorovani dokazeme elegantné matematicky popsat. Predstav-
me si, ze mame jen dvé schopnosti pirata: vsichni horsi nez Denis maji schopnost
—1, vSichni aspon tak dobfi jako Denis maji schopnost +1.

Po této upravé mizeme pieformulovat podminku o plavbyschopné posadce:
Posddka je plavbyschopnd prdve tehdy, kdyz md nezdporny soucet schopnosti.

Oznac¢ime si upravené pole naplnéné hodnotami —1 a +1 jako A. Postupné pro
kazdé ¢ nyni provedeme néasledujici vypocet: Zacneme od i-tého pirata. Do posadky
postupné pfiddvame dalsi piraty (i + 1, i + 2, ...) a pribézné si politdme soucet
jejich schopnosti. Vzdy, kdyz je po pridani pirata tento soucet nezaporny, mame
jednu moznou posadku.

Vsimnéte si, ze jsme pokazdé v konstantnim case urdili, zda je uvazovana po-
sddka pro Kapitanku vyhovujici. Dostdvame tak feSeni s ¢asovou sloZitosti O(n?).

Vzorové fesSeni

Kli¢ovym néstrojem k ziskani optimalniho FeSeni jsou prefixové soucty. Necht
PJi] je soucet prvnich i prvki pole A. Hodnoty P[i] spoéitdme v linedrnim case:
P[0} =0aVi: Pli+ 1] = A[i] + P[i].

Pomoci prefixovych souctd umime v konstantnim ¢ase zjistit soucet libovolného
aseku pole A. Usek obsahujici piraty od indexu a do indexu b — 1 véetné ma soucet
P[b] — P[a]. Chceme nalézt vSechny neprazdné tseky s nezdpornym souctem. Zajima
nés tedy, pro kolik dvojic a < b plati P[b] > Pla]. Jinymi slovy, pro kazdy prefixovy
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soucet potiebujeme zjistit, kolik drivéejsich prefixovych souctt je mensich nebo stejné
velkych.

Jednim moznym efektivnim feSenim je pouzit intervalovy strom, v némz si pro
kazdou hodnotu h budeme pamatovat, kolikrat jsme ji uz vidéli v poli P. Takto
dokazeme postupné pro kazdy index b v ¢ase O(logn) zjistit, kolik dobrych tseki
na ném kondi, a nisledné také v éase O(logn) do stromu p¥iddme hodnotu pravé
zpracovaného prvku. Dostavame tak FeSeni s celkovou ¢asovou sloZitosti O(nlogn).

Existuje ovSem i linearni feseni. Prefixové soucty budeme, stejné jako v pred-
chozim reseni, postupné zpracovavat zleva doprava. V pomocné proménné si budeme
udrzovat pocet dfive zpracovanych prefixovych souctl, které jsou mensi nebo rovny
tomu aktudlnimu. Zérovenn budeme mit pomocné pole @, p¥icemz v Q[s] si budeme
pamatovat pocet dosud nalezenych prefixovych souctt s hodnotou pfesné s.

Vsimnéte si, Ze v nasi loze se sousedni prefixové soucty (tj. sousedni hodnoty
v poli P) lisi vzdy jen o +1 nebo —1. KdyZ se chceme posunout na dalsi index,
umime proto snadno spocitat pocet dfive zpracovanych prefixovych soucti, které
jsou mensi nebo stejné. Staci zjistit, zda se prefixovy soucet pravé zmeénil o +1
nebo —1, a podle toho bud pfiéist, nebo odedist prislusny prvek pomocného pole Q.
Nakonec jesté musime pole ) aktualizovat, tedy po spocitani nového prefixového
souétu s zvysit Q[s] o 1.

Jelikoz se ndam prefixové souc¢ty méni jenom o 1, zfejmé lezi vSechny v intervalu
(—n;n), a proto ndm sta¢i pomocné pole velikosti O(n). Vypocet prefixovych soucti
i druhy prichod s vypoétem odpovédi maji také zjevné ¢asovou slozitost O(n).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {

int N, D;

cin >> N >> D;

vector<int> A(N), P(N+1,0);

for (int n=0; n<N; ++n) {
int a; cin >> a;
Af[n] = (a>=D ? 1 : -1);
P[n+1] = P[n] + A[n];

¥

// videl[N+i] udava, kolik jiZ zpracovanych prvkd P mélo hodnotu pfesné i
vector<int> videl (2%N+1,0);

// po&et jiZ zpracovanych prvkd P, které byly <= aktuadlnimu prvku

int leq = 0;

int odpoved = 0;

for (int n=1; n<=N; ++n) {
// ptidame prvek P[n-1] mezi jiZz vidéné prvky a mezi prvky <= neZ aktudlni
++videl[ N+P[n-1] 1;
++leq;
// posuneme aktudlni prvek na P[n], &imZ bud p¥ibudou,
// nebo ubydou dfive zpracované prvky <= neZ aktualni prvek
if (P[n] == P[n-1] + 1)
leq += videl[ N+P[n] 1;
else



leq -= videl[ N+P[n-11 1;
odpoved += leq;
}
cout << odpoved << endl;
return 0;

P-II1-2 Zavazi

Zakladnim feSenim této tlohy je Feseni hrubou silou: vygenerujeme soucty vsech
2" podmnozin zavazi, v ¢ase ©(2"log(2")) = O(n2") je uspordadame a vybereme
soucet na indexu k.

Drobnym zlepsSenim je, ze misto t¥idéni mizeme k nalezeni prvku na indexu k
pouzit linearni algoritmus, ktery je zobecnénim algoritmu na nalezeni medianu po-
stupnosti. Pokud navic Sikovnym zptisobem generujeme vSechny souc¢ty podmnozin,
dostaneme algoritmus s ¢asovou slozitosti ©(2").

Zakladni polynomialni FeSeni

Pro velkéd n si uz samoziejmé nemizeme dovolit vygenerovat vsech n podmno-
7in. Je tfeba vyuzit skutecnosti, ze k je (v porovnani s hodnotou 2™) velmi malé.
Budeme tedy chtit postupné generovat vSechny podmnoziny usporadané podle jejich
souctu. Pomuze nam, kdyz si celou situaci predstavime jako orientovany graf, jehoz
vrcholy pfedstavuji jednotlivé mnoziny zavazi — pfesnéji mnoziny jejich indext.

Jedna moznost, jak muze tento graf vypadat, je tato: Z kazdého vrcholu v =
{a1,...,a;} vede pro kazdé j & v hrana do vrcholu v U {j}. Napfiklad z vrcholu @
vede pfesné n hran: do vSech moznych jednoprvkovych mnozin. Z vrcholu {1} a
z vrcholu {2} vede hrana do vrcholu {1,2}. Kazdé hrané ptifadime jako jeji délku
hmotnost zavazi, které pravé priddvame do mnoziny.

V takto postaveném grafu zjevné plati, Ze délka cesty z vrcholu () do libovolného
vrcholu v odpovida celkové hmotnosti zavazi, kterou dany vrchol v predstavuje.

Kdyz nyni chceme postupné generovat vSechny mnoziny zavazi uspotradané
podle velikosti, staci na tento graf pouzit obycejny Dijkstruv algoritmus na hledani
nejkratsich cest. Pofadi, v némz budeme vrcholy oznacovat za zpracované, bude
presné odpovidat poradi mnozin usporadanému podle hmotnosti.

Casové i pamétova sloZitost tohoto algoritmu je zjevné polynomialni vzhledem
k n a k, pfesné ji odhadnout ale neni triviadlni a konkrétni odhad zavisi na detailech
zvolené implementace. Radové plati, ze postupné k vrcholii oznaéime za zpracované,
a jelikoz z kaZdého z nich vede O(n) hran, dohromady pfijdeme do O(nk) vrcho-
1. Protoze kazdy z nich je néjakd O(n)-prvkovd mnozina, bude ¢asové sloZitost
jejich zpracovani fadové tmeérna O(n%k), plus se jesté mozna nékde objevi néjaky
logaritmus navic.

Pozorovani o velikosti mnoZzin

Vsimnéte si, Ze vSechny mnoziny, které se nachéazeji na prvnich k mistech uspo-
fadaného pofadi, musi nutné mit malo prvki. Pro¢? Necht ¢ = [log, k]. UvaZujme
libovolnou (£ + 1)-prvkovou mnozinu M. Tato mnozina ma 21 — 1 > k vlastnich
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podmnozin a ty jsou vSechny v usporfddaném potadi pred ni. Jeji pofadové ¢islo je
proto urcité vétsi nez k. VSechny mnoziny, které vygenerujeme, budou tudiz mit
O(log k) prvki.

Diky uvedenému pozorovani dokdzeme napsat implementaci vySe popsaného
feSeni, kterd bude mit ¢asovou slozitost O(nk - (logk)?) nebo podobnou. (Pfesné
Gasova sloZitost opét zavisi na detailech implementace.)

Jiné polynomialni FeSeni

Nez se dostaneme ke vzorovému feSeni, udélame jesté odbocku a ukazeme si
jedno jiné feSeni — o néco rychlejsi a o dost jednodussi nez to, které jsme praveé
popsali.

Zacneme tim, Ze zvolime jeden mozny postup, jak vygenerovat hmotnosti vSech
podmnozin: budeme postupné pridavat zavazi. KdyZz nemame zadné zavazi, jedind
hmotnost, kterou dokdzeme vygenerovat, je nula. Pfedstavme si nyni, Zze uz jsme
zpracovali néjakd zavazi a mame usporadany seznam hmotnosti vSech jejich pod-
mnozin. Jak nyni pfidame dalsi zavazi m;? Uz zndme hmotnosti podmnozin, které
toto zévazi neobsahuji. Hmotnosti podmnozin, které ho obsahuji, spocitdme jedno-
duse tak, ze ke kazdé hmotnosti v dosavadnim seznamu pri¢teme m,;. Tim dostaneme
dva usporadané seznamy, které nakonec spojime do jednoho stejnym zptsobem, jako
napiiklad pfi t¥idéni MergeSort.

Takové Teseni by samoziejmé mélo casovou slozitost exponencidlni vzhledem
k n. My ho ale snadno zlepsime: po kazdém zpracovaném zavazi si staci zapamatovat
k nejmensich hmotnosti, vSechny ostatni jisté mitizeme zahodit, nebot jsou pfilis
velké. Zpracovani kazdého zavazi tedy zvlddneme v Gase O(k). A protoZe zdvazi
je m, dostdvame TFeSeni s Casovou slozitosti O(nk).

Vzorové feSeni

Vratime se ted k feSeni, které mnoziny sestrojovalo postupnym prohledéavanim
grafu. Hlavnim problémem tohoto feseni je, Ze mame v grafu zbytecné mnoho hran.
Napiiklad do vrcholu {3,4, 7} vede osm rtiznych cest. JelikoZ ale vSechny maji stej-
nou délku, nenesou zadnou uzitecnou informaci. Stacila by nam jenom jedna cesta.
Idealni by bylo, kdybychom misto naseho ptvodniho grafu vymysleli néjaky jiny,
ktery bude mit dvé vlastnosti:

® Do kazdého vrcholu vede pravé jedna cesta, takze zadna hrana neni zby-
teCna.

® Pro kazdou hranu u — v plati, Ze v je aspon tak tézky jako u. Délky hran
jsou tedy nezaporné.

Na libovolném takovém grafu bude Dijkstrav algoritmus zjevné stale fungovat,
nebot kdyz jsme jesté néjaky vrchol v neprohlésili za zpracovany, tak nas vrcholy,
do nichz se jde pres v, zatim nezajimaji. Jsou totiz aspon tak tézké jako vrchol v, a
proto také jesté nemaji byt zpracované.

Jak vymyslet konstrukei takovéhoto grafu? Pomize ndm podivat se na problém
z opacné strany. V hledaném grafu musi do kazdého vrcholu (kromé pocate¢niho)
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vést pravé jedna hrana. Z opacné strany dostavame, ze z kazdého vrcholu musi
existovat jednoznacna cesta do pocatku. Mizeme tedy hledat néjaky snadny deter-
ministicky postup, jak libovolnou mnozinu zavazi postupné prevést na prazdnou.

Jedna takova konstrukce vypada takto: Primarné se snazime o 1 snizit nejvétsi
index v mnozing, nap¥. z mnoziny {3,4, 7} vyrobime {3,4,6}. Jestlize to nelze pro-
vést, tak nejvétsi index jednoduSe vyhodime — napf. z mnoziny {1,6, 7} dostaneme
{1,6} a z mnoziny {1} dostaneme (.

Zde je konkrétni priklad, jak z néjaké mnoziny vznikne opakovanim téchto
pravidel prazdnd mnozina:

{1,3,6} — {1,3,5} — {1,3,4} — {1,3} — {1,2} — {1} — 0.

Je zjevné, ze zadny krok tohoto postupu nezvysi hmotnost mnoziny — bud jedno
zédvaz{ nahradime pfedchdzejicim (které je nejvyse stejné tézké), nebo jedno zavazi
odstranime.

Jak tedy bude vypadat nas graf? Budou v ném tytéz hrany, jenom s opac¢nou
orientaci:

® 7 vrcholu ) vede jedina hrana do vrcholu {1}.

e 7 vrcholu v = {ay,...,ar}, v némz a; = n, nevede zadn4 hrana.

e Jinak z ného vedou dvé hrany: do vrcholu, v némz do v pfibude index
ar + 1, a do vrcholu, v némz je ve v obsazen index aj 4+ 1 misto indexu
ag.

Napfiiklad jestlize n > 6, pak z vrcholu {1, 3,6} vedou hrany do vrcholu {1, 3,6,7}
a{1,3,7}.

Na tento graf pouzijeme Dijkstriv algoritmus a nechame ho bézet, dokud ne-
prohlasi k£ vrcholu za zpracované. Jelikoz z kazdého vrcholu vedou nejvyse dvé hra-
ny, dohromady navstivime a zpracujeme jenom O(k) vrcholt. Jako prioritni frontu
mizeme pouzit obyc¢ejnou haldu. Navic prvky v ni stac¢i porovnévat podle vzda-
lenosti — nas graf je stromem a proto nepotifebujeme nijak kontrolovat duplikaty.
Protoze vime, ze kazdy navstiveny vrchol predstavuje mnozinu obsahujici nejvyse
O(log k) cisel, pro kazdy navstiveny vrchol nejpozdéji v case O(logk) vygeneruje-
me jeho mnozinu a potom také v O(log k) pfiddme jeho zdznam do prioritni fronty.
Celkové ma tedy toto FeSeni ¢asovou slozitost O(klogk).

Nize uvedend implementace je kviili lepsi ¢itelnosti trochu pomalejsi, jeji ¢aso-
vé slozitost je O(k - (logk)?). Zlepsit na O(klogk) ji miizeme tim, %e do prioritni
fronty budeme ukladat jen ukazatele na jednotlivé vrcholy a dodefinujeme pro né
porovnavaci funkei, kterd se bude divat pouze na vzdélenost (nikoliv na jednotlivé
prvky vektoru, v némz je ulozen dany vrchol).



#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef pair< int, vector<int> > zaznam;

int main() {
int N, K;
cin >> N >> K;
if (K == 1) { cout << 0 << endl; return 0; }

vector<long long> M(N);
for (auto &m : M) cin >> m;

priority_queue <zaznam, vector<zaznam>, greater<zaznam> > PQ;

PQ.push( { M[0], {0} } );

for (int k=2; k<=K; ++k) {
int d = PQ.top() .first;
vector<int> v = PQ.top().second;
PQ.pop();
if (k == K) cout << d << endl;

int vs = v.size(), last = v[vs-1];

if (last == N-1) continue;

++v[vs-1];

PQ.push( { d+M[last+1]-M[last], v } );
--v[vs-1];

v.push_back(last+1);
PQ.push( { d+M[last+1], v } );

P-II11I-3 Stavebnice funkci

Cast A: minimum a maximum

Maximum z ¢isel a a b muzeme definovat takto: jestlize a > b, potom maximum
je a, jinak je to b. Sestrojime ho proto pomoci vétveni — tedy konstrukci, kterou jsme
vymysleli v posledni ¢asti soutézni tlohy krajského kola.

Nejsnadnéjsi konstrukei vétveni je postup, v némz kazdou moznost vystupu vy-
nasobime predikatem, ktery ¥ika, kdy chceme tento vystup. Maximum tedy mizeme
zapsat nasledovné:

maz(a,b) = geq(a,b) - a + not(geq(a,b)) - b.
Tuto konstrukci zrealizujeme pomoci Kompozitoru. Postupné sestrojime:
e tmpg; = K|geq, v3, mul]
o tmpgs = K|[K|geq, not], v, mul]
® maz = K[tmpgy, tmps, add)

Existuji i jiné konstrukce, naptiklad pomoci Cyklovace. Pfi ni mizeme nejprve
nastavit vystupni hodnotu na b a potom ji geg(a,b)-krat zménit na a.

Minimum sestrojime analogicky, sta¢i v konstrukci maxima vyménit v? a v3.
Piipadné jesté jednodussi je pouzit vztah min(a,b) = a + b — max(a, b).

6



Cast B: posledni cifra

Jednou z moznosti bylo sestrojit si obecnou funkci poéitajici celo¢iselné délent,
nebo unarni funkci pocitajici celociselné déleni deseti. Takovou funkci sestrojime
jako pomocnou funkci v feseni ¢asti D této tlohy. Nyni si ukdzeme jinou konstrukei,
ktera je myslenkové méné naroc¢na.

Vytvorime si pomocnou funkci, ktera se na ¢islech 0-8 chova stejné jako funkce s
(successor, tj. naslednik), ale misto s(9) = 10 bude vracet nulu. (Je ndm jedno, jak
tato funkce odpovi na vstup vétsi nez 9.)

Uvedenou funkci sestrojime pomoci vétveni, tedy podobnou konstrukci, jako
v Casti A. Jedna moznost vypada nasledovné: si9(n) = geq(8,n) - s(n). Tato funkce
vrati nulu pro libovolny vstup vétsi nez 8.

Formalné tuto funkci sestrojime takto: s19 = K[K[kL,v1, geq], s, mul).

Hledanou funkci last nyni vytvofime pomoci Cyklovace. Staci si uvédomit, ze
hodnotu last(n) mizZeme spocitat tak, ze na nulu postupné n-krat pouzijeme funkci
$10. Inicializaci provedeme obyéejnou funkei z (konstantni nula bez vstupi), jednu
iteraci cyklu ndm vypod¢itad funkce, kterd na sviij druhy vstup (neboli na starou
hodnotu tmp) pouzije funkci s19. Formalné tedy last = C|z, K[v3, s10]].

Cast C: dolni celd ¢ast odmocniny

V této Casti tlohy pouZijeme dvé pozorovani. Prvnim z nich je, ze |/n] je
nejvétsi « takové, ze n > 22. Druhym z nich je, e pro dolni celou ¢ast odmocniny
plati Vn : [/n] < n.

Jinymi slovy, odmocninu z n mizeme nalézt tak, ze projdeme vSechna x od 0
do n a vybereme nejvétsi z nich, jehoz kvadrat je jesté stale mensi nebo roven n. To
miuzeme zapsat pseudokédem:

def sqrt ( n ):
tmp = 0
for i = 0 to n-1:
if (i+1)*(i+1) <= n:
tmp = i+l
return tmp

Uvedeny pseudokdd nyni staci prepsat do formalni definice funkce pomoci Cyk-
lovace.

Zaéneme pomocnou funkci sgrs, pro niz plati sqrs(n) = (n + 1)2. Tuto funkci
vyrobime Kompozitorem: sqrs = K|s, s, mul]. Podminku (i + 1)? < n ted zapiseme
nasledovné: podm = K[v3, K[vi, sqrs], geq|. Jednu iteraci cyklu v nagem pseudokédu
spocita funkce f, kterd splnuje vztah

f(@, tmp) = podm(i, tmp) - s(i) + not(podm(i, tmp)) - tmp

(Slovné: je-li splnéna podminka, vratime ¢ + 1, jinak vratime starou hodnotu tmp.)
Forméalné tedy f = K[ K[podm, K[v?, s], mul], K[K[podm, not],v3, mul], add).
Na zé&vér sqrt = Clz, f] a jsme hotovi.
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Céast D: Fibonacciho ¢isla (hlavni myslenka)

Nejvétsim problémem pii konstrukci Fibonacciho cisel je skute¢nost, ze na se-
strojeni nasledujiciho ¢isla ndm nestaci jedno, ale potiebujeme dvé predchazejici.
Na to nas Cyklovac, alespon zdanlivé, neni pfipraven — pfi jeho pouziti musime
nasledujici hodnotu vypocitat z jedné predchazejici.

Hlavni trik tedy bude spocivat v tom, ze do té jedné hodnoty si budeme muset
,zakodovat“ obé Fibonacciho ¢isla.

Existuje mnoho zptsobi, jak zakédovat dvé prirozena ¢isla do jednoho — samo-
ziejmé tak, abychom je uméli také jednoznacné ziskat nazpét. Zajemce o toto téma
odkézeme na ¢lanek hitps://en.wikipedia.orq/wiki/Pairing_function.

V naSem fesSeni pouzijeme nésledujici pozorovani: Vn : F,, < 2". Platnost doké-
zeme matematickou indukei: plati Fy < 2° i F} < 2!, jako indukéni krok dostavame,
7eVn>2:F, =F, 1 +F,_ <2 14202 <c2.9n"1 = 9n

Jestlize tedy zndme ¢islo n a dostaneme ¢islo kod(n) = Fp,41 - 2" 4+ F),, umime
z Cisla kod(n) sestrojit ¢isla F,, a F,y1: ¢islo kod(n) stadi celo¢iselné vydélit ¢islem
2", hodnoty F,11 a F,, dostaneme jako podil a zbytek po déleni.

Méme-li hodnotu kod(n) a ¢islo n, dokdZeme snadno spoc¢itat hodnotu kod(n+
1): z hodnoty kod(n) zjistime F,,11 a F,, z nich vypoc¢itdme F, 2 a z hodnot F, 12
a F, 41 ur¢ime vysledny kéd. Funkci kod mtzeme zapsat v pseudokddu:

def kod (n ):
tmp = 1 # tedy tmp = F_1 * 270 + F_O
for i = 0 to n-1:
a = tmp mod pow(2,n)
b = tmp div pow(2,n)
c = atb

tmp = ¢ * pow(2,n+1) + b
return tmp

Takto definovana funkce kod vrati pro kazdé n hodnotu F, 41 -2™ + F},. Samotné
Fibonacciho ¢islo potom sestrojime tak, ze z ptislusné hodnoty kod vytahneme jenom
to ¢islo, které nés zajima: fib(n) = kod(n) mod 2™.

Cast D: Fibonacciho &isla (pomocné konstrukce)

Nejprve si sestrojime nékolik pomocnych funkei.

Prvni z nich bude funkce div, ktera pocita celoc¢iselné déleni. Pfesnéji, chceme,
aby pra vSechna y > 0 platilo div(z,y) = |z/y|. Postupujeme podobné jako u
odmocniny: odpovédi je nejvétsi z, pro které plati x > yz, a toto z najdeme pomoci
Cyklovace (protoze vime, ze z < x, vime také, kolik nejvyse iteraci bude tieba).

Funkeci vid (div s prohozenym pofadim parametri) zapiSeme v pseudokdédu:

def vid (y, x ):
tmp = 0
for i = 0 to y-1:
if (i+1)*y <= x:
tmp = i+l
return tmp



Prepis této konstrukce do forméalniho zapisu jiz prenechame ¢tenéaii. Funkci div
poté sestrojime z funkce vid tak, Ze pomoci Kompozitoru vyménime poradi vstupt.

(Muzete si v§imnout, Ze z nasi konstrukce navic plyne, ze Va : div(z,0) = 0.
Toto vSak v dalsim FeSeni nikde nebudeme potiebovat.)

Funkci mod (zbytek po celo¢iselném déleni) nyni sestrojime snadno: plati

mod(z,y) =z —y - div(z,y).

Dale si vytvofime pomocné funkce pruni a druhy, které pro dané = a n spocitaji
xdiv2” a x mod 2". Pro transformaci opaénym smérem si pomoci Kompozitoru
slozime funkci dvojice, kterd pro vstup (x,y,n) vrati hodnotu x - 2™ + y.

Cast D: Fibonacciho ¢isla (hlavni konstrukce)

Funkci kod, jejiz pseudokdd jsme uvedli vyse, chceme sestrojit pomoci Cyklo-
vace. Potfebujeme proto vytvorit funkci, kterd spocité jednu iteraci cyklu: z hodnot
n a tmp (pficemz vime, ze tmp = F,41 - 2" + F,,) mame vypocitat novou hodnotu
Fpio- 2"+ F, .

Tuto funkci (nazveme ji krok) zapiSeme pomoci jiz sestrojenych pomocnych
funkeci nasledovneé:

krok(n, tmp) = dvojice( pruni(tmp,n) + druhy(tmp,n), proni(tmp,n), n+ 1).

Konstrukce funkce krok pomoci Kompozitoru je pracnd, ale zjevna. Na zavér uz
jenom Cyklovadem sestrojime funkci kod jako C[k?, krok] a nasledné Kompozitorem
vytvotime funkci fib, kterd spliiuje Vn : fib(n) = druhy(kod(n),n).



