67. rotnik Matematické olympiady — 2017/2018
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Trénink

Uloha mé vice rtiznych Feseni ,hrubou silou“. Na t¥i body stacilo samostatné
vyzkouset kazdy dostateéné dlouhy tusek. Ctyii body jste dostali, pokud jste pied-
chozi feSeni trochu vylepsili: kdyz uz vime, kde mé maximum tsek a;, ..., aj, snadno
v konstantnim case zjistime, kde ma maximum tsek a;, ..., a;41.

Paty bod se dal ziskat za jednoduché, ale velmi uzite¢né pozorovani: Namisto
tasekt délky asporn k stac¢i uvazovat tseky délky presné k. Kdyz totiz vime, ze né-
jaka hodnota z je maximem néjakého dlouhého tseku, pak zjevné totéz x ztistane
maximem, i kdyz tento tsek z libovolného konce zkratime (samozfejmé tak, aby x
stale v useku zistalo).

Usekti délky k je jen n — k + 1. Budeme-li kazdj z nich kontrolovat zvIast,
dostaneme FeSeni s ¢asovou slozitosti O(k(n — k+ 1)), coz mizeme shora odhadnout
jako O(nk).

N, K
A

[ int(_) for _ in input().split() 1]
[ int(_) for _ in input().split() ]

mozna_maxima = set()
for zacatek in range(N-K+1): mozna_maxima.add( max( A[zacatek:zacatek+K] ) )
print( len(mozna_maxima) )

Skoro-vzorové FeSeni

Existuje vice zpusobi, jak lze tlohu vyftesit s ¢asovou sloZitosti O(n logn) nebo
O(nlogk). Za kteroukoliv z téchto ¢asovych slozitosti se dalo ziskat 8 bodi.

Jedno mozné teSeni je zaloZeno na pozorovani, ze kdyz jsme pravé zpracovali
asek a;, ..., a;4+x—1 a chceme zpracovat tsek a;i1, ..., ajt+k, potfebujeme provést
pouze dvé zmény: ze zpracovaného tseku odstranit hodnotu a; a naopak do néj
pridat novou hodnotu a;.

Jestlize si prvky aktudlniho tseku budeme udrzovat v usporddané mnoziné,
dokazeme v ¢ase O(logk) pfidat novou hodnotu, odstranit odebiranou hodnotu i
zjistit, jakou hodnotu ma aktualni maximum.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N, K; cin >> N >> K;
vector<int> A(N); for (int &a:A) cin >> a;

set<int> aktualni_usek( A.begin(), A.begin()+K );
int aktualni_max = *aktualni_usek.rbegin();
int pocet_maxim = 1;



for (int zacatek=1; zacatek+K<=N; ++zacatek) {
aktualni_usek.erase( A[zacatek-1] );
aktualni_usek.insert( A[zacatek+K-1] );
int nove_max = *aktualni_usek.rbegin();
if (nove_max != aktualni_max) {
aktualni_max = nove_max;
++pocet_maxim;
}
¥

cout << pocet_maxim << endl;

Jiné Sikovné feSeni pouziva intervalovy strom. Vytvorime si prazdné pole veli-
kosti n a nad timto polem si postavime intervalovy strom. V kazdém vrcholu stromu
si budeme pamatovat, zda uz je nékde pod nim néjaké neprazdné policko, a pokud
ano, jaky je nejmensi a nejvétsi index takovych policek.

Do pole nyni budeme postupné zapisovat na spravna mista ¢isla nasi posloup-
nosti, ale ne zleva doprava, nybrz od nejvétsiho po nejmensi.

Pokazdé, kdyz chceme pridat néjaké ¢islo x na néjaky index i, nejprve se nase-
ho intervalového stromu zeptame na dvé otazky: kde je nejblizsi uz zaplnéné policko
nalevo a napravo od indexu i? Obé otdzky umime pomoci tdaji ulozenych ve vr-
cholech intervalového stromu zodpovédét v logaritmickém case. Odpovédi na tyto
otazky udavaji levy a pravy okraj nejdelsiho tseku, jehoZz maximem je pravé prida-
vana hodnota x. Sta¢i uz jenom zkontrolovat, zda je tento tsek dostatecné dlouhy.

Vzorové reSeni

Vzorové FeSeni bude mit optimalni ¢asovou slozitost O(n), je tedy linedrni
vzhledem k velikosti vstupu. Bude zalozeno na stejném pozorovani jako predchazejici
feSeni: abychom zjistili, zda je konkrétni hodnota z maximem dostate¢né dlouhého
tseku, staci nalézt nejblizsi vétsi hodnotu nalevo a napravo od z.

Ukazeme, jak mtzeme pii jednom prichodu polem zleva doprava v linedrnim
Case urcit ke kazdému prvku pole nejblizsi vétsi prvek lezici nalevo od ného. Stej-
nou funkci potom pouzijeme jesté jednou na zrcadlové prevracenou posloupnost,
abychom nasli také nejblizsi vétsi prvky lezici napravo od kazdého prvku.

Budeme postupné zleva doprava zpracovavat prvky nasi posloupnosti. V kaz-
dém okamziku si budeme pamatovat mnozinu téch prvki, které jesté mohou byt
,nejbliz§im vétsim prvkem nalevo“ pro néjaky prvek, ktery pfijde v budoucnosti.

Klicové je toto pozorovani: Jakmile zpracujeme prvek s hodnotou z, mizeme
zapomenout vSechny prvky, které jsou nalevo od ného a maji mensi hodnotu. Tyto
prvky uz v budoucnosti nikdy nebudou pro nikoho nejbliz§im vétsim prvkem nalevo,
nebot x je zastini.

Priklad: predstavme si, ze jsme uz zpracovali posloupnost 100, 14, 74, 39, 40,
27 a 12. V tomto okamziku si sta¢i pamatovat pouze tyto hodnoty (a jejich indexy):
100, 74, 40, 27 a 12. Kdyby néasledujicim prvkem posloupnosti bylo ¢islo 47, mohli
bychom po jeho zpracovani zapomenout dalsi tfi prvky a pamatovali bychom si uz
jen hodnoty 100, 74 a 47.



Zpracovani jednoho prvku z bude tedy vypadat nasledovné:

® Zapomeneme vSechny prvky, které jsou mensi nez x.

® Nejmensi z prvkd, které si jesté stdle pamatujeme, je nejbliz§im vétsim
prvkem nalevo od x.

e Priddme x mezi prvky, které si pamatujeme.

Nyni uz jen stac¢i vSimnout si, Ze prvky, které si pamatujeme, budou vzdy
automaticky usporadany od nejvétsiho po nejmensi — pokazdé totiz zapominame od
nejmensiho a v okamziku, kdyz pfidavame novy prvek, je tento nejmensim mezi pravé
pamatovanymi prvky. Nepotfebujeme proto zddnou slozitou datovou strukturu — na
ulozeni aktudlné pamatovanych prvkt nam stac¢i obycejny zasobnik.

Odhad casové slozitosti: Kazdy prvek jednou zpracujeme a vlozime do zasob-
niku, a kazdy prvek nejvyse jednou ze zasobniku vyhodime. Proto dohromady vy-
kondme pfi priichodu celou posloupnosti O(n) operaci.

N, K = [ int(_) for
A = [ int(_) for

in input().split() ]
in input().split() 1]

def odzadu(A): return list(A)[::-1]

def indexy_vetsich_nalevo(A):

odpoved = []

kandidati = []

for i in range(len(A)):
# vyhodime prilis male kandidaty
while kandidati != [] and A[kandidati[-1]] < A[i]:

kandidati.pop()

# zapiSeme si index nejbliZZiho véts3iho nez A[i]:
odpoved.append( -1 if kandidati == [] else kandidati[-1] )
# pridame nového kandidata
kandidati.append (i)

return odpoved

nalevo = indexy_vetsich_nalevo(A)
napravo = odzadu( N-1-x for x in indexy_vetsich_nalevo( odzadu(d) ) )

muze_byt_maximum = [ (napravo[i] - nalevo[i] - 1 >= K) for i in range(N) ]
print ( sum(muze_byt_maximum) )

Alternativni vzorova feseni

Existuji také jina linearni feSeni této tilohy. Jedno dostaneme tak, ze upravime
feSeni, které postupné zpracovavalo tiseky a pamatovalo si jejich obsah v usporadané
mnoziné (setu). Misto setu totiz muZeme Sikovné vyuzit tzv. oboustrannou frontu
(deque). Detaily tohoto feSeni ponechdme ¢tendftim jako doméci lohu. Napovime
vam jesté, ze klicové je opét si vSimnout, ze kdyz pravé do tseku pribyla nova
hodnota x, pak staré hodnoty mensi nez x uz nikdy nebudou maximem zkoumaného
tseku. Mtzeme je proto klidné zapomenout.

Jiné linearni feSeni dostaneme tak, Ze si vstupni posloupnost nakrijime na
kousky délky k a v kazdém kousku si spocitame prefixova a sufixovd maxima. 7Z tak-
to ziskanych tdaji uz dokdzeme vypocitat maximum libovolného tseku délky k
v konstantnim case.



P-II-2 Telenovela 11

Na zacatku TeSeni stejné jako v domécim kole oSetfime to, Ze je tfeba vidét
prvni a posledni dil telenovely: najdeme prvni vyskyt prvniho dilu, posledni vyskyt
posledniho dilu, ty ozna¢ime jako zhlédnuté a od této chvile se uz budeme zabyvat
pouze Gsekem mezi nimi, véetné nich (nebo zjistime, Ze tloha nem4 FeSeni).

Po této tpravé uz nemusime nijak zvlast oSetfovat prvni a posledni epizodu.
Zjevné totiz existuje optimalni feseni, které obé tyto epizody pouzije, takze kdyz ur-
¢ime délku celkové nejlepsiho feseni, bude to zaroven délka nejlepsiho feseni, v némz
Ondra zacne prvni epizodou a skonéi posledni epizodou.

Hlavni myslenkou naseho vzorového feseni bude nésledujici pozorovani: Bez
ohledu na to, zda je optimalnim feSenim rostouci posloupnost nebo posloupnost
s jednou vyjimkou, optiméalni feseni jisté mizeme ziskat tak, ze zpracovavanou po-
sloupnost vhodné ,rozstiihneme® na dvé ¢asti a v kazdé z nich zvl4st najdeme
nejdelsi rostouci podposloupnost. Budeme tedy postupovat nésledovné:

1. Postupné pro kazdé k zjistime, jaké nejdelsi rostouci podposloupnost konc¢i
k-tym prvkem nasi posloupnosti.

2. Hodnoty ziskané v kroku 1 projdeme zleva doprava a spocitame jejich
prefixovd maxima. Pro kazdé k tak ziskdme délku s; nejdelsi rostouci
podposloupnosti, kterou lze vybrat z prvnich k& prvk.

3. Postupné pro kazdé k zjistime, jaka nejdelsi rostouci podposloupnost zaci-
né k-tym prvkem nasi posloupnosti. (V tomto kroku prochazime zadanou
posloupnost zprava doleva a délame totéz jako v kroku 1, jenom hleddme
klesajici posloupnost namisto rostouci.)

4. Hodnoty ziskané v kroku 3 projdeme zprava doleva a spocitame jejich
sufixovd maxima. Pro kazdé /¢ tak ziskdme délku t, nejdelsi rostouci pod-
posloupnosti, kterou lze vybrat z poslednich ¢ prvka vstupu.

5. Optimalnim feSenim je nejvyssi z hodnot s; + ¢,—_. V linedrnim case
vyzkousime vSechna mozna k a vybereme to nejlepsi.

Jedinou netrivialni ¢4sti popsaného feSeni je krok 1. (A také krok 3, ktery je
jeho kopii. V nasi implementaci na oba Sikovné pouZzijeme stejnou funkci.) Algoritmus
feSeni tohoto kroku jsme si uz ale ukazali ve vzorovém feseni doméciho kola.

Pripomenme si, jak jsme v domécim kole hledali nejdelsi rostouci podposloup-
nost. Udrzovali jsme si hodnoty c¢; s néasledujicim vyznamem: kdyZz se podivime
na vSechny mozné rostouci j-prvkové podposloupnosti v jiz zpracovanych datech
a vezmeme posledni prvek kazdé z nich, nejmensi z takto ziskanych hodnot bude
pravé c;. Specialné budeme mit ¢y = —oo (za posloupnost délky 0 se d4 pfidat co-
koliv) a ¢; = +o0, jestlize ve zpracovanych datech jesté zadna rostouci j-prvkova
podposloupnost neexistuje.

Ukazali jsme si, ze vzdy po precteni a zpracovani dalsiho prvku posloupnosti se
zméni nejvyse jedna z hodnot c¢;. Nyni uz jen staci uvédomit si, ze index této hodnoty
nam urcuje délku nejdelsi rostouci podposloupnosti, ktera konéi pravé zpracovanym
prvkem.



Piiklad: Jestlize jsme jiz zpracovali (10, 3,8,6,9,4, 6,22,8,5), budeme mit ¢; =
3,c2=4,c3 =05, cq =8, acs = +00. VSimnéte si, Ze rlizné hodnoty c¢; mohou odpo-
vidat riznym podposloupnostem. Napriklad v této chvili nejlepsi podposloupnosti
délky 3 je (3,4,5), zatimco pro délku 4 to je (3,4,6,38).

Kdyby néasledujicim prvkem postupnosti byl x = 7, prvni hodnota c;, ktera je
vétsi nebo rovna z, je c¢4. Tuto hodnotu tedy zmensime z 8 na 7. Zaroven jsme zjistili,
7e nejdelsi rostouci podposloupnost koncici timto x ma délku pravé 4. Kdybychom
namisto toho méli x = 100, ménili bychom hodnotu c5, takze jsme prave zjistili, ze
nejdelsi posloupnost koncéici pravé zpracovavanou hodnotou 100 mé délku 5. Pokud
z = 5, nezménilo by se nic, nebot pravé mame c3 = 5. Nasli jsme tedy jen novy
zpusob, jak ziskat rostouci posloupnost délky 3 kondici ¢islem 5.

Kroky 1 a 3 umime takto implementovat v ¢ase O(nlogn), ostatni kroky v li-
nearnim case. Celkova ¢asova slozitost tohoto feSeni je proto O(nlogn).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

// v Case n log n vypolitame délku nejdelsSi rostouci podposloupnosti
// pro kazdy prefix A
vector<int> delky_lis(const vector<int> &A) {
// inicializujeme si C tak, aby C[0]=-inf; v kaZdém okamZiku
// si budeme pamatovat jen tu ast C, kterd je < inf
vector<int> C(1, -1);
vector<int> odpoved;
unsigned nejvice = 0;
for (int a : A) {
// najdeme nejmensi i takové, ze C[i] >= a
unsigned i = upper_bound( C.begin(), C.end(), a-1 ) - C.begin();
// upravime hodnotu C[i] na a
if (i == C.size()) C.push_back(a); else C[i] = a;
nejvice = max( nejvice, i );
odpoved.push_back(nejvice);
}
return odpoved;

}

int main() {
int N, E; cin >> N >> E;
vector<int> epizody(N); for (int n=0; n<N; ++n) cin >> epizodyl[n];
// najdeme prvni vysilani prvni epizody a posledni vysiléni posledni epizody
int prvni = 0, posledni = N-1;
while (prvni < N && epizody[prvni] != 1) ++prvni;
while (posledni >= 0 && epizody[posledni] != E) --posledni;

// kdyZz se nestihaji ob& nebo nékterou vibec nevysilaji, FeSeni neexistuje
if (posledni < prvni) { cout << -1 << endl; return 0; }

// sestrojime si posloupnost, v niZ budeme skuteiné hledat
vector<int> zustalo( epizody.begin()+prvni, epizody.begin()+posledni+l );

// zjistime optimalni délku rostouci podposloupnosti pro kazdj prefix
vector<int> S = delky_lis(zustalo);

// obratime posloupnost, pfecislujeme epizody naopak a pouZijeme tutéz funkci



// na nalezeni optimdlni délky rostouci podposloupnosti pro kazdy sufix
reverse( zustalo.begin(), zustalo.end() );

for (int &e : zustalo) e = E+l-e;

vector<int> T = delky_lis(zustalo);

// ur&ime nejlepsi zplisob, jak nasi posloupnost rozdélit na prefix a sufix
int odpoved = 0;
for (int i=1; i<zustalo.size(); ++i)
odpoved = max( odpoved, S[i-1]+T[zustalo.size()-i] );
cout << odpoved << endl;

Alternativni pomalejsi FeSeni

Ukézeme si jesté TeSeni se snadnéjsi implementaci, ale s ¢asovou slozitosti
O(n?). Upravime pomalejsi feseni z doméaciho kola.

Stejné jako v doméacim kole ozna¢me b; délku nejdelsi rostouci podposloupnosti,
jejiz posledni prvek je na indexu ¢. Navic nyni oznac¢me c¢; délku nejdelsi rostouci
podposloupnosti s hledanou vlastnosti (tedy rostouci az na nejvyse jednu vyjimku),
jejiz posledni prvek je na indexu .

Hodnoty b; uz umime pocitat. Hodnoty c¢; poc¢itime nasledovné: Je-li posledni
prvek na indexu 4 a pfedposledni na indexu j < 4, jsou dveé moznosti. Jestlize a; < a;,
mizeme vzit nejdelsi posloupnost s nejvyse jednou vyjimkou, kterd konéi na indexu
J, a za ni pridat prvek na indexu ¢. Pokud a; > a;, pak tim, ze za prvek na indexu
j pridame prvek na indexu ¢, vyrobime vyjimku. Od zacatku po prvek na indexu j
proto muzeme vzit jenom posloupnost, ktera je Cisté rostouci.

Dohromady dostavame nésledujici feseni:

// vstup mame uloZen v proménné N a v poli hodnot A[0..N-1]
vector<int> B(N), C(N);
for (int i=0; i<N; ++i) {
B[i] = C[i] = 1;
for (int j=0; j<i; ++j) if (A[j] < A[il) B[il = max( B[il, 1+B[jl );
for (int j=0; j<i; ++j) {
if (A[j] < A[il) C[i] = max( C[il, 1+C[j] );
else C[i] = max( C[i]l, 1+B[j] );

P-II-3 Vareni

Tato tloha tzce souvisi s llohami o nejkratsich cestach v grafu. VSechny po-
stupy, které si ukazeme, budou primym vyuzitim grafovych algoritmai.
Optimalni vafeni je acyklické

Predstavme si, ze uz zndme pro kazdé jidlo nejnizsi cenu jedné jeho porce.

Jestlize si jidla podle této ceny usporadame, zjevné bude platit, ze pfi optimalni
pripravé konkrétniho jidla lze pouzit jako ingredience pouze jidla ,nalevo“ od ného,
tedy jidla s nizsi cenou.



Kdyby ndm nékdo spravné pofadi jidel (to podle optimalni ceny) prozradil,
mohli bychom tlohu vyfesit snadno: $li bychom ve spravném poradi zleva doprava
a pocitali bychom optimalni ceny.

Urcéeni optimélni ceny pro konkrétni jidlo by bylo jednoduché: bud ho p¥imo
koupime, nebo ho uvafime podle nékterého receptu. V této chvili uz zname opti-
malni ceny obou jeho ingredienci a z nich snadno spocitdme optiméalni cenu praveé
pripravovaného jidla.

V tomto okamziku uz dokazeme implementovat prvni korektni, i kdyz zoufale
pomalé feseni: vyzkousime vSech n! moznych poradi jidel a pro kazdé z nich pouZije-
me vySe popsany postup. Nejlepsi zptsob, jak uvarit jidlo ¢islo 1, je potom minimem
ze vSech n! moznosti.

Bellmanav-Forduv algoritmus

Nyni si ukdzeme jednoduchy polynomialni algoritmus, ktery fesi nasi alohu. Pro
kazdé jidlo ¢ bude b; oznacCovat nejnizsi cenu, za jakou ho aktuilné umime uvarit.
Zacneme tim, ze kazdé b; nastavime na cenu c¢;, za niz mizeme piislusné jidlo koupit
v obchodé.

Vypocet bude az piekvapivé jednoduchy: postupné (n — 1)-krat projdeme cely
seznam receptl a pro kazdy z nich zkontrolujeme, zda pomoci ného miizeme zlepsit
hodnotu b pro to jidlo, které se timto receptem vytvari.

Maéame-li tedy recept, ktery z jidel s; a t; uvaii jidlo w;, podivame se, zda
bs, + b:, neni mensi nez dosavadni hodnota b,,,. Pokud ano, hodnotu b,,, snizime na
pravé nalezenou lepsi cenu.

Je zjevné, ze pro n jidel a r recepti ma tento algoritmus casovou slozitost
O(nr). Opravdu ale funguje?

Dokéazeme, ze kdyz algoritmus skonc¢i, vSechny hodnoty b; odpovidaji skutec¢né
nejnizsim cenam, za néz lze ziskat jednotliva jidla.

Opét si predstavme, Ze nam uz nékdo setradil jidla do potadi py, . . ., pn—1 podle
optimalni ceny, za niz je dokazeme ziskat.

Zjevné plati by, = ¢,,, tedy nejlevnéjsi jidlo je nejlepsi rovnou koupit. UZ na
zadatku vypodtu (po inicializaci hodnot b; na ¢;) proto zndme optiméalni cenu jidla py.

Nyni staci uvédomit si, ze kazdym priichodem vSemi recepty ur¢ime vyslednou
cenu aspon jednoho dalsiho jidla v nasem optimélnim poradi: po prvnim prichodu
seznamem receptt budeme znat optiméalni cenu pro p;, po druhém i pro ps, po tfetim
i pro ps, a tak dale.

Diivod je stejny jako v ivaze z predchozi ¢asti Feseni: Nechf plati, Ze po i pri-
chodech seznamem recepti zndme optimélni ceny pro jidla py, ..., p;. Kdyz budeme
jesté jednou prochézet vSemi recepty, vyzkousime (kromé jiného) vSechny zptisoby,
jak z uz optimalné vyfeSenych jidel uvafit jidlo p;41, takze urcité najdeme také
optimalni feseni pro toto jidlo.

Mize se samoziejmeé stat, ze pii jednom pruchodu recepty najdeme optimal-
ni feseni pro vice jidel (mozna dokonce rovnou pro vSechna jidla). Misto pfesné
n — 1 prichodl seznamem receptt proto miuZeme zformulovat nas algoritmus také

7



nasledovné: prochazej opakované seznamem receptt tak dlouho, az se pfi nékterém
prichodu zZddné z hodnot b; nezméni. Takto implementovany Bellmantiv-Forduv al-
goritmus bude mit stdle v nejhorsim pfipadé ¢asovou slozitost ©(nr), ale v praxi
bude ¢asto o néco rychlejsi.

Dijkstrav algoritmus

Je asi dost zfejmé, co je pomalého na pfedchozim algoritmu: v kazdé ,fazi“
znovu a znovu prochazime dplné vSechny recepty, pficemz mnohé ndm nijak nepo-
mohou — nékteré proto, Ze uz jsme je pro aktualni vstupy pouzili, nékteré zase proto,
Ze pro jejich vstupy jesté nezname optimalni ceny.

Mnohem leps$i by bylo, kdybychom znali spravné poradi jidel podle optimélni
ceny, potom by stacilo kazdy recept vyzkousSet jen jednou.

Na prvni pohled to zni jako zac¢arovany kruh — to pofadi se pfece snazime zjistit.
Trik spociva v tom, ze to pofadi nepotiebujeme znit hned celé. Béhem vypoctu
programu ho budeme postupné sestrojovat.

Pfi vypoctu tohoto nového algoritmu budeme jidla postupné oznacovat jako
hotova. V okamziku, kdyz néjaké jidlo oznac¢ime za hotové, budeme si jisti, ze jeho
hodnota b; uz odpovida optiméalni cené jeho vyroby.

Jidla, ktera jesté nejsou hotova, budeme nazyvat kandidati. Pro kazdého kan-
didata ¢ bude platit, ze b; je minimum z dvou moznosti: jeho nédkupni ceny c¢; a
nejlevnéjsiho zpisobu, jak lze jidlo ¢ vyrobit jen pomoci jiz hotovych jidel.

Na zacatku vypoctu budou vSechna jidla kandidaty. Protoze jesté nemame
hotova zadna jidla, jedinym povolenym zptisobem pfipravy je pfimé zakoupeni, takze
pro kazdé jidlo plati b; = ¢;.

Hlavni myslenkou algoritmu bude nasledujici pozorovani: Kandidata, jehoz
hodnota b; je nejmensi mezi vSemi kandidaty, mazeme prohlésit za hotového.

Pro¢ tomu tak je? Proto, Ze jeho cenu uz nemuZeme nijak zlepsit. Za cenu mensi
nez soucasné b; nedokdzeme ani uvafrit nic jiného z uz hotovych jidel, ani zadné jiné
jidlo koupit.

Nyni tedy znadme dalsi jidlo, které mtizeme prohlasit za hotové. Kdyz se tak
stane, potiebujeme zabezpecit, aby opét platilo, Ze pro ostatni kandidaty zname
nejlevnéjsi zpusob pripravy pomoci hotovych jidel. Tim, Ze ndm pfibylo jedno ho-
tové jidlo, pfibyly ndm mozna také néjaké nové levnéjsi zptusoby, jak uvafit jiné
kandidaty. Na tyto postupy se musime podivat. Nastésti jich neni az tak mnoho —
staci prohlédnout ty recepty, které obsahuji jako surovinu to jidlo, které jsme praveé
prohlasili za hotové.

V popsaném algoritmu tedy kazdé jidlo pravé jednou prohladsime za hotové a
kazdy recept pravé dvakrat zpracujeme (vzdy, kdyz prohldsime za hotovou jednu ze
dvou ingredienci, které se v ném pouzivaji).

Potrebujeme jesté umét efektivné provadét dveé véci: Za prvé, potiebujeme k da-
nému jidlu projit vSechny recepty, v nichZz se pouziva. To je snadné, uz pri ¢teni
vstupu si mizeme recepty roztfidit do samostatnych seznamii pro kazdé jidlo.
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Za druhé, v kazdém kroku vypoctu potfebujeme urcit, které jidlo mezi kandi-
daty mutzeme prohlasit za hotové.

Toto 1ze snadno fesit hrubou silou: v kazdém kole vypoctu projdeme vSechny
kandidaty a urcime, ktery z nich ma nejmensi hodnotu b;. Jelikoz kol, stejné jako
jidel, bude n a v kazdém z nich stravime hleddnim O(n) ¢asu, bude mit toto feseni
¢asovou slozitost O(n? +r) = O(n?).

Sikovnéjsi je ale pouzit lepsi datovou strukturu. Kandidaty si naptiklad miizeme
udrzovat uspotradané podle aktudlni hodnoty b;. Pfesnéji, budeme mit usporadanou
mnozinu, v niz budou uloZeny zdznamy ve tvaru (b;,¢). P¥i této implementaci na-
jdeme nejlevnégjsiho kandidata v ¢ase O(logn) — je jim aktudlni minimum. Naopak
se nam trochu zpomali zpracovani receptu. Kdyz totiz néjakému jidlu chceme snizit
jeho hodnotu b;, musime to provést i s jeho zdznamem v nasi usporadané mnozi-
né. To se nejsnaze provede tak, Ze smazeme stary zaznam a pridame novy. Takova
implementace mé ¢asovou slozitost O((n + r)logn).

Existuje jesté lepsi implementace s ¢asovou slozitosti O(nlogn + ), ta ale po-
uziva pokrocilé datové struktury a ziskané zlepSeni uz neni prili§ zajimavé. Stejné
dobré casové slozitosti, jakou mé nase vzorové reSeni, lze dosdhnout také imple-
mentaci pomoci prioritni fronty. Ta se od popsaného postupu lisi tim, Ze zadznamy
nemazeme. Kdyz néjakou hodnotu b; zlepsime, jednoduse do prioritni fronty vlozi-
me i novy, lepsi zdznam. Pfi tomto FeSeni muZe prioritni fronta nartst az na O(r)
zdznami, to ndm ale ¢asovou slozitost nepokazi.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef struct { int par, vystup; } recept;
typedef struct { long long cena; int jidlo; } zaznam;

bool operator< (const zaznam &A, const zaznam &B) {

return A.cena < B.cena || (A.cena == B.cena && A.jidlo < B.jidlo);
}
int main() {

int N, M;

cin >> N >> M;

vector<long long> nakup(N);

for (int n=0; n<N; ++n) cin >> nakup([n];

vector< vector<recept> > kucharka(N);

for (int m=0; m<M; ++m) {
int vysledek, surovinal, surovina2;
cin >> vysledek >> surovinal >> surovina2;
--vysledek; --surovinal; --surovina2;
kucharka[surovinal] .push_back( {surovina2,vysledek} );
kucharka[surovina2] .push_back( {surovinal,vysledek} );

}

set<zaznam> Q;
for (int n=0; n<N; ++n) Q.insert( {makup[n],n} );
vector<long long> nej = nakup;

while (!Q.empty()) {
int mam = Q.begin()->jidlo;



Q.erase( Q.begin() );
for (const recept &r : kucharka[mam]) {
if (nej[mam] + nejl[r.par] < nejlr.vystupl) {
Q.erase( { nejlr.vystupl, r.vystup } );
nej[r.vystup] = nejlmam] + nej[r.par];
Q.insert( { nejlr.vystupl, r.vystup } );

}

cout << nej[0] << endl;

P-II-4 Stavebnice funkci
Postupné si ukazeme feseni jednotlivych podiloh.
Cast A: umociiovani

Podobné jako scitani bylo opakovanym pouzitim néasledovnika a nasobeni opa-
kovanym pouzitim séitani, umocnovani je opakovanym pouzitim nasobeni. Vypo-
Cet x¥ si muzeme predstavit tak, ze zacneme od hodnoty 1 a tu postupné y-krat
vynéasobime hodnotou x.

Vidime ale jeden drobny rozdil. Séitani i nasobeni bylo komutativni, takze
napiiklad u nasobeni bylo jedno, zda x-krat secteme y nebo zda y-krat secteme x.
V pfipadé umocnovani uz na poradi parametra zalezi.

Chtéli bychom zde néjaky postup opakovat y-krat, Cyklovac¢ ale umi jako pocet
opakovani pouzit jediné prvni parametr, nikoliv druhj. Budeme proto postupovat
podobné, jako kdyz jsme sestrojovali od¢itani: nejprve si vytvorime pomocnou funkci
wop, kterda provadi umocnovani, ale ma opacné poradi parametri — tedy Vz,y :
wop(x,y) = y*.

Funkci wop chceme vytvorit pomoci Cyklovace. Pojdme tedy zjistit, jaké dvé
funkce f a g do néj musime vlozZit, aby nam z néj vypadlo pravé takovéto umoc-
novani. Kdyz do Cyklovace vlozime unarni funkci f a ternarni funkci g, dostaneme
nasledujici binarni funkci:

def wop(x,y):
tmp = £(y)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp

Pro = 0 tato funkce vrati hodnotu f(y). Protoze cokoliv umocnéné na nul-
tou je jedna, potifebujeme jako f pouzit undrni konstantni funkci, kterd vzdy vrati
hodnotu 1, tedy funkci k{. Program se tim upravil nasledovné:

def mul(x,y):
tmp = 1
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp
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Nyni bychom chtéli, aby kazda iterace cyklu vynasobila pomocnou proménnou
tmp proménnou y. Proto jako g pouzijeme funkci ¢/ proménnych, kterd na vystup
vrati soucin druhého a tretiho vstupu. To je skoro, ale ne uplné, funkce mul. My
uz ale umime pomoci Kompozitoru upravit pocet a poradi vstupt funkce. Hledanou
funkci g sestrojime napiiklad takto: g = K[v3,v3, mul].

Dohromady tak dostavame, Ze wop = C[k}, K[v3,v3, mul]].

Zbyva uz jen vyménit poradi parametrii: pow = K[v3, v}, wop].

Cast B: signum

Funkci signum nejsnéze sestrojime drobnym trikem pomoci Cyklovace. Pro-
ménnou tmp na zacatku nastavime na 0 a v kazdém cyklu ji potom nastavime na 1.
Jestlize se tedy neprovedla ani jedna iterace cyklu, vratime nulu, jinak vratime jed-
nicku.

Pro korektni pouziti Cyklovace potifebujeme funkci f s aritou 0, kterda vzdy
vrati nulu, a funkci g s aritou 2, kterd vizdy vrati jednicku. Plati tedy: sgn = C[z, k7).
Cast C: predikat ,,vétsi nebo rovno*

Jak muzeme zjistit, zda je x ostie vétsi nez y? Od z odecteme y a podivame
se, zda ndm jesté néco zbylo.

Jak mizeme zjistit, zda je x vétsi nebo rovno y? Protoze x i y jsou nezdporna
celd Cisla, stac¢i k ¢islu x pricist jednicku a potom se podivat, zda je nové x vétsi
nez y.

Postupujme tedy néasledovné:

e Pomocné funkce f; = K[v?,s] m4 dva vstupy, vezme prvni z nich, pficte

k nému jednicku a ziskanou hodnotu da na vystup.

e Pomocné funkce fo = K|[f1,v3, sub] méa dva vstupy. K prvnimu z nich
pricte jednicku a potom od ného odecte druhy z nich.

e Uz vime, ze fy vrati kladnou hodnotu pravé tehdy, kdyz jeji prvni vstup
byl vétsi nebo roven druhému vstupu. Zbyva provést jednu drobnou tpra-
vu — misto kladné hodnoty chceme vracet na vystup hodnotu 1. To je
ale trivialni, stac¢i na vystup funkce f; pouzit funkci signum sestrojenou
v Casti B. Predikéat geq tedy sestrojime takto: geq = K|[fa, sgn].

Cast D: vétveni

V této ¢asti tlohy jsme méli vzit nezndmé, ale jiz sestrojené funkce fy, f1 a
predikat g a méli jsme ukézat, jak z nich sestrojit funkci i definovanou predpisem:

B, an) = {fo(xl,..‘,xn) jestlize g(z1,...,xy)

0
1

T,
fi(xy, ... zy) Jestlize g(x1,...,2p)

Zacneme tim, Ze si definujeme funkci not, kterd bude pocitat logickou negaci —
tedy pro nulu vrati jedni¢ku a pro jednicku (a také pro jakykoliv jiny kladny vstup)
vrati nulu. Tato funkce je velmi podobna funkci signum a mtzeme ji definovat presné
stejnym zptisobem: not = C[k?, k3.
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Nyni uz mizeme piimo sestrojit funkci h. Pomutzeme si jednoduchym trikem.
Vybér z dvou hodnot zafidime tak, Ze obé seCteme, ale tu z nich, kterou praveé
nechceme, vynasobime nulou. Jinymi slovy, uvédomime si, ze plati nasledujici vztah:

hz1,...,zn) = not(g(xz1,...,xn)) - folxr, ..., 2n) + g(x1, .y xn) - fr(X1, ..., 20).
Pokud totiz pro néjaka x1,...,x, predikat g vrati nulu, zjednodusi se nas vyraz na
h(z1,...,xn) =1- fo(z1, .. 2n) +0- fi(z1,...,2n) = folx1,..., Tn),

a to je presné to, co jsme chtéli. Kdyz g vrati jednic¢ku, diky nésobeni nulou zmizi
zase druhy Clen:

h(zy,...,zn) =0 folz1,...,zn) + 1 fi(z1,...,20) = f1(z1,...,2Zn).

Hledana funkce h bude tedy souc¢tem dvou funkci a kazd4 z nich bude sou¢inem
dvou funkci s aritou n. Formalné mizeme zapsat:

h = K[ K[K|g, not], fo,mul], K[g, f1, mul], add ].

toto je not(g)-fo
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