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Resent ailoh stiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Bizoni rezervace

Zadany jsou alespon tfi primky v obecné poloze a hledame konvexni obal vSech
jejich pruseciki. V feSeni budeme vyuzivat standardnich pojmy a postupy z oblasti
geometrickych algoritmti. Nebudeme je zde detailné odvozovat, vSechny je najdete
prehledné popsané v Programéatorské kuchaice KSP.*

Jednoduché feseni

Povsimnéme si, Ze prisecikit N piimek je pouze N - (N —1)/2 < N2. Mtzeme
pro kazdou dvojici pfimek urcit jejich prusecik a na zavér spocitat jejich konvexni
obal. Prisecik dvou pfimek zvladneme najit v konstantnim case a konvexni obal K

bodi v ¢ase O(K log K). Celkova asymptotickd ¢asova slozitost tohoto pfimodéarého
algoritmu je O(N?log(N?)), coz je rovno O(N?log N), nebot log(N?) = 2log N.
Rychlejsi Feseni

Nejprve popiseme jednoduse znéjici algoritmus a az poté ukazeme jeho sprav-
nost. Zacneme sefazenim vSech pirimek vzestupné podle jejich smérnic, tedy podilu
—B;/A;. V pfipadsé, ze A; = 0 (jedné se o piimku rovnobéZnou s osou z), uvazujeme
smérnici nekone¢nou a zaradime takovou pfimku na konec. Nésledné spocteme pri-
seCik kazdych dvou pfimek, které jsou sousedni v nasem poradi a navic uvazujeme,
Ze prvni pfimka sousedi s tou posledni (uspofadéni je cyklické). Na zévér vezmeme
vSechny tyto priseciky a nalezneme jejich konvexni obal standardnim algoritmem
zminénym vyse. Nalezeny konvexni obal popisuje hledanou ohradu s nejmensim ob-
vodem, kterd obsahuje také vSechny ostatni pruseciky primek.

Z uvedeného algoritmu neni na prvni pohled vibec jasné, pro¢ by mél fungovat.
Budeme muset ukazat, ze prisecik dvou pfimek, které nejsou sousedni v cyklickém
seznamu primek usporadaném podle smérnic, lezi v nalezeném konvexnim obalu.
Uvazme jednu takovou dvojici piimek p, ¢ a jejich prisecik X. Protoze tyto pfimky
nejsou sousedni, tak pokud budeme prochéazet cyklicky seznam pifimek postupné od
pfimky p do primky ¢, nalezneme mezi nimi alespon jednu jinou pfimku. Vezméme
libovolnou takovou pfimku r. Podobné prochazime-li seznamem od ptimky ¢ do
primky p, nalezneme néjakou pfimku s. Oznac¢me pruseciky primky r s pfimkami p,
q postupné R,, R, a pruse¢iky piimky s s pfimkami p, ¢ postupné S,, S, (kazdé
dvé pfimky se protinaji v jednom bodé a vSechny pruseéiky jsou ze zadani rtizné).

Dale ukazeme, 7Ze prusecik X pfimek p a ¢ lezi na pfimce mezi dvéma jinymi
pruseciky dvou zadanych pfimek. Pro spor predpokladejme, Ze tomu tak neni a
zaméime se na polopfimky X R, a X R,;. Pokud by bod S, lezel na polopfimce X iz,
a zéroven bod S, lezel na polopfimce X Ry, pak by v naSem cyklickém usporadani
pfimek podle smérnic byla pifimka s také na cesté od primky p do pfimky ¢, coz je
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ve sporu s jeji volbou. Jeden z bodt S, S, musi tedy leZet na polopfimce opacné
a bod X lezi bud na tusefce R,S, nebo na tseéce R,S,, a proto ho nebylo potieba
uvazovat pri tvorbé konvexniho obalu.

Popsany algoritmus se skldda ze dvou kroki a jak fazeni N pfimek dle smérnic,
tak i hledani konvexniho obalu N bodi lze implementovat s asymptotickou slozitosti
O(N log N). Pamétova slozitost naseho algoritmu je linedrni v V.

#include <cstdio>
#include <algorithm>

#define MAX_N 1000000
int A[MAX_N], B[MAX_N], C[MAX_NI;
int N;

* Porovna smérnice A[i] / B[i] a vrati true, pokud smérnice

* pfimky p je men$i nez smérnice pfimky q. Abychom nemuseli

* prevadét cela ¢isla na double a ztracet tim pfesnost, upravime
* zkoumanou nerovnost A[p] / Blp] < Alq] / Blq] do tvaru, kde

* se pouze nasobi. Pri nasobeni je t¥eba byt opatrny na preteceni.
* Poznamenejme, Ze p¥imka s B[il = 0 bude zafazena na konec.

bool porovnej_smernice(int p, int q) {
return (long long)A[p] * Blq] < (long long)A[ql * Blpl;
}

// Indexy pf¥imek uspofadané vzestupné podle jejich smérnic.
int primky[MAX_N];

/*

* Hledame priseéik piimek

* p: A[p] * x + B[p] * y + C[p]l =0

* q: A[q] * x + B[q]l * y + Cl[ql =0

* ReSime soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznémjch.

*/



vo

}

//
do

~
*

* K X X X ¥ X ¥ *

*

id prusecik_primek(int p, int q, double &x, double &y) {
x = (double) (B[ql * Clp]l - Blpl * Clql) / (Blql * Alp]l - Blpl * Alql);
y = (double) (Alql * C[p]l - Alp] * Clql) / (Alql * Blpl - Alp]l * Blql);

Priseciky p¥imek sousedicich v cyklickém usporadani.
uble prusecik_X[MAX_N], prusecik_Y[MAX_N];

Nasleduje standardni algoritmus na vjpolet konvexniho obalu bodd v roviné.
Nejprve usporaddame vSechny body vzestupné podle soufadnice x.

Poté je prochdzime v tomto pofadi a pribéZné tvorime horni a dolni
pil-obaly a nakonec sloucime obé casti do jednoho obalu.

Funkci v programu volame jedinkrat, a proto pro jednoduchost nacéitame
vstup i ukladame vystup do globalnich poli.

Vstup: prusecik_X, prusecik_Y

Vistup: obal délky delka_obalu obsahuje indexy priseciki
/

int obal[MAX_N], delka_obalu;
int horni[MAX_N], delka_horni, dolni[MAX_N], delka_dolni;

/*
bo

}

Primdrné& porovnavame podle y, sekundarné& podle x. */
ol porovnej_pruseciky(int a, int b) {
if (prusecik_X[a] != prusecik_X[b])
return prusecik_X[a] < prusecik_X[b];
return prusecik_Y[a] < prusecik_Y[b];

int pruseciky[MAX_N];

/*

Tfeti slozka vektorového sou&inu vektoru PQ a PR. */

long long vektorovy_soucin(int P, int Q, int R) {

}

return (prusecik_X[Q] - prusecik_X[P]) * (prusecik_Y[R] - prusecik_Y[P])
- (prusecik_Y[Q] - prusecik_Y[P]) * (prusecik_X[R] - prusecik_X[P]);

void konvexni_obal() {

for (int i = 0; i < N; ++i)
pruseciky[i] = i;
std: :sort(pruseciky, pruseciky + N, porovnej_pruseciky);

delka_horni = delka_dolni = 0;

for (int i = 0; i < N; ++i) {

while (

delka_horni > 1 &&

vektorovy_soucin(i, hornil[delka_horni - 1], hornil[delka_horni - 2]) <= 0
)

delka_horni--;
while (

delka_dolni > 1 &&

vektorovy_soucin(i, dolnil[delka_dolni - 1], dolni[delka_dolni - 2]) >= 0
)

delka_dolni--;
horni[delka_horni++]
dolni[delka_dolni++]

ij

]
.



delka_obalu = 0;
for (int i = 0; i < delka_horni; ++i)
obal [delka_obalu++] = hornil[il;
for (int i = delka_dolni - 2; i >= 1; --i)
obal [delka_obalu++] = dolnil[i];
}

int main(int argc, char *argv[]) {

// Na&teme vstup.
scanf ("%d", &N);
for (imt i = 0; i < N; ++i)
scanf ("%d%d%d", A + i, B + i, C + i);
// Uspofadame pfimky vzestupné dle jejich smérmic.
for (int i = 0; i < N; ++i)
primky[i] = i;
std::sort(primky, primky + N, porovnej_smernice);
// Spo&itéame priuse&iky kazdjch dvou pfimek sousednich smérnic.
for (int i = 0; i < N - 1; ++i)
prusecik_primek(i, i + 1, prusecik_X[i], prusecik_Y[il);
prusecik_primek(N - 1, 0, prusecik_X[N - 1], prusecik_Y[N - 11);

// Spo&itéme kondexni obal.
konvexni_obal();

// VypiSeme vysledek.
for (int i = 0; i < delka_obalu; ++i)
printf("%.61f J.61f\n", prusecik_X[obal[il], prusecik_Y[oball[ill);

return O;

P-II1I-2 Hostina

Predpokladejme nejprve, ze nikdo nepracuje pres ptilnoc. Necht ¢; je nejmen-
§1 Cas, v némz jednomu ze zaméstnanct Z skonci pracovni doba. Hostimir nutné
musi rozdat kolacky nejpozdéji v Case tp, jinak by nepohostil zaméstnance Z. Na
druhou stranu, uréité se mu vyplati rozdat koldcky co nejpozdéji (tim mize pohos-
tit navic dalsi zaméstnance, ktefi zac¢inaji pozdé&ji). Je tedy pro néj nejvyhodnéjsi
poprvé kolacky rozdat v case t;. Obdobnou tvahou dospéjeme k tomu, ze podruhé
by mél rozdat kolacky v nejmensim case t3, v némz skonc¢i pracovni doba néjakému
zaméstnanci, ktery zacal pracovat az po case t1, atd.

V proménné t si budeme udrzovat ¢as, v némz Hostimir naposledy rozdal ko-
lacky (na zacatku ¢t = —1). Stadi si tedy zaméstnance setfidit vzestupné dle konce
jejich pracovni doby a postupné je prochézet; pokazdé, kdyz narazime na zamést-
nance, ktery zacal pracovat po Case t, rozdame dalsi davku kolacku v okamziku, kdy
mu skonéi pracovni doba (a hodnotu ¢ nastavime na tento ¢as). Casova slozitost
tohoto algoritmu je dominovéna sloZitosti t¥idéni, tedy O(nlogn).

Co kdyz ale nékdo pfes pulnoc pracuje? Kdybychom znali néjaky cas tg, v némz
Hostimir rozda kolacky, pak ze vstupu miazeme vyhodit vSsechny zaméstnance pracu-
jici v Case t( a na zbylé aplikovat vySe popsany algoritmus (Cas ¢y hraje roli ptlnoci —
muzeme napiiklad v8echny pracovni doby pfepodéitat na jejich vzdalenost od ¢asu tg).
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Mohli bychom tedy vyzkouset vSechny mozné Casy tq — staci si rozmyslet, ze opét sta-
¢i jako tg volit konce pracovnich dob zaméstnanct, je tedy pouze n moznosti. Z nich
si vybereme tu, kterd potiebuje nejméné davek kolackt. Tim dostavame algoritmus
s ¢asovou slozitosti O(n?logn), ktery snadno vylepsime na O(n?), uvédomime-li si,
ze je zbytecné konce pracovnich dob tfidit pokazdé znova — staci si jednou urcit
jejich cyklické poradi.

Jak by Sel tento algoritmus jesté vylepsit? Uvédomme si, ze algoritmus z pred-
choziho odstavce zbytecné pocita stejné véci opakované. Jestlize Hostimir rozdé ko-
lacky v né&jakém Case tq, nasledujici ¢as ta, v némz znovu rozdé kolacky (tj. prvni
konec pracovni doby zaméstnance, ktery zacal pracovat po case t1), je vzdy stej-
ny nezévisle na vybraném pocatecnim case to (samozfejmé s vyjimkou piipadu, Ze
bychom na ¢as ty narazili dfive nez na konec pracovni doby tohoto zaméstnance,
v tomto pfipadé jiz jsou vSichni zaméstnanci pohosténi).

Pfedpocitejme si tedy pro kazdy relevantni cas t; (opét staci uvazovat konce
pracovnich dob) odpovidajici ¢as t2; postupujeme pfitom podobné jako ve druhém
odstavci, pouze pii urceni tohoto ¢asu nepfenastavime ¢ na t5, ale na nejblizsi dal-
§1 konec pracovni doby po t;. Vysledky si ulozime do pole nasledujici, které je
indexované ¢isly zaméstnanci; prvek nasledujicil[i] tedy odpovida casu, v némz
kon¢i pracovni doba zameéstnance i. Jako hodnotu nasledujicil[:].zamestnanec
si ulozime ¢islo zaméstnance, jehoz konec pracovni doby je t5. Kromé toho si jako
hodnotu nasledujicili].doba ulozime pocet milisekund mezi ¢asy t; a to (tedy
to — t1 je-li to > t1, nebo m — t; + to, je-li to < t1, tj. nastane-li mezi Casy t1 a to
pilnoc).

Nyni bychom mohli algoritmus z tfetiho odstavce pfeformulovat takto: projde-
me vSechny zaméstnance a vyzkousime jako ty volit konce jejich pracovnich dob.
Necht zkousime jako ty volit jako konec pracovni doby zaméstnance ig. Pak inici-
alizujeme i = iy a opakované providime i =nasledujici[:].zamestnanec, dokud
soucet dob ulozenych v navstivenych prvcich pole nasledujici nedosdhne alespon
délky dne m. Pocet opakovani odpovida poctu ¢ast, v nichz Hostimir rozda kolacky.

Miuze se zdat, ze jsme si moc nepomohli, pfimocara implementace popsaného
algoritmu opé&t méa ¢asovou slozitost O(n?). Nicméné podet iteraci pro kazdé ig mi-
zeme urcCit i efektivnéji. Nejprve si postupné predpocitejme, kam a za jakou dobu se
z kazdého i dostaneme po 2, 4, 8, ..., 2F iteracich, kde k = |logy, n]. To zvladneme
v ¢ase O(nlogn) — abychom zjistili, kam se z i dostaneme po 2*! iteracich, staci
zjistit, kam se dostaneme po 2! iteracich a kam se odtamtud dostaneme po dal$ich
2¢ iteracich, a tyto hodnoty jiz mame pfedpoéitané. S témito predpoéitanymi in-
formacemi mizeme nutny pocet iteraci pro kazdé i zjistit v ¢ase O(logn) pilenim
intervalt: Nejprve zjistime, zda se po 2% iteracich dostaneme na dobu alespoii m, a
pokud ne, o téchto 2* iteraci se posuneme. Poté totéz opakujeme pro 2F-1, ... 4,
2, 1 iteraci. Celkova ¢asova i pamétova slozitost vysledného algoritmu je O(nlogn).



#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXN 1000000
#define MAXLOG 20

static int n, m;
static struct zamestnanec
{
int a, b;
} zamestnanci [MAXN];

static struct

{

int zamestnanec, doba;
} nasledujici[MAXLOG] [MAXN];

static int cas_mezi(int f, int t)

{
return (t - f + m) % m;
}
static int pracovni_doba(const struct zamestnanec *z)
{
return cas_mezi(z->a, z->b);
}
static int dle_konce(const void *zl1l, const void *z2)
{

const struct zamestnanec *zzl = zl;
const struct zamestnanec *zz2 = z2;

if (zz1->b == zz2->b)
return pracovni_doba(zzl) - pracovni_doba(zz2);
return zz1->b - zz2->b;

}

static int v_intervalu(struct zamestnanec *interval, int cas)
{
if (interval->a <= interval->b)
return interval->a <= cas && cas <= interval->b;

return cas >= interval->a || cas <= interval->b;

}

int main (void)
{

int i, t, e, doba;

scanf ("%d%d", &n, &m);
for (i = 0; i < n; i++)

scanf ("%d%d", &zamestnancil[i].a, &zamestnancil[i].b);
gsort(zamestnanci, n, sizeof(struct zamestnanec), dle_konce);

// Pro zjednoduSeni: kon&i-1li vice zaméstnancd ve stejnou dobu, staéi
// uvaZovat toho z nich s nejkratsi pracovni dobou.

e = 1;
for (i = 1; i < n; i++)
if (zamestnanci[i].b != zamestnanci[i - 1].b)
zamestnancil[e++] = zamestnancil[i];
n=e;



e =0;

doba = 0;
for (t = 0; t < n; t++)
{
while (v_intervalu(zamestnanci + e, zamestnanci[t].b))

{
int ne = (e + 1) % n;
doba += cas_mezi(zamestnancile].b, zamestnancil[ne].b);
e = ne;

if (doba >= m)
{
/* Specialni p¥ipad: vSichni pracuji ve stejny &as (konec pracovni
doby zam&stnance t). */
printf("1\n");
return 0;
}
}
nasledujici[0] [t].zamestnanec = e;
nasledujici[0] [t].doba = doba;

doba -= cas_mezi(zamestnanci[t].b, zamestnanci[(t + 1) % n].b);

}

int log = 0;
while ((1 << log) <= n)
log++;
for (i = 1; i < log; i++)
for (t = 0; t < n; t++)
{
int m = nasledujicil[i - 1][t].zamestnanec;
nasledujici[i] [t].zamestnanec = nasledujicil[i - 1] [m].zamestnanec;
nasledujici[i] [t].doba = nasledujici[i - 1][t].doba
+ nasledujici[i - 1] [m].doba;

}

int min_potreba n;
for (t = 0; t < m; t++)

{
int potreba = 1;
doba = 0;
e =t;

for (i = log - 1; i >= 0; i--)
if (doba + nasledujicili][e].doba < m)
{
doba += nasledujicil[i] [e].doba;
potreba += (1 << i);
e = nasledujici[i] [e] .zamestnanec;

}

if (potreba < min_potreba)
min_potreba = potreba;

}

printf ("%d\n", min_potreba);
return O;



P-III-3 Stromochod

Prochazeni stromu

Nejprve si pofidime sadu funkci na prerusované prochazeni stromu. Budeme
chtit navstvivit vSechny vrcholy zvoleného podstromu, a pfitom si kdykoliv moci
odskocit do jiného podstromu.

Vsechny vrcholy usporddame v pre-orderu, to znamené, Ze koren bude prvni,
pak vSechny vrcholy v jeho levém podstromu a nakonec vSechny vrcholy v pravém
podstromu. Vrcholy uvnitf podstromi jsou opét usporadany pre-orderem.

V prochizeném podstromu budeme udrzovat pravé jeden vrchol oznaceny jako
aktivni. Chceme umét nasledujici operace:

® nit zavolame v kofeni podstromu a koren se stane aktivnim.

® FEnter zavolame v kofeni podstromu a stromochod se presune do aktivniho
vrcholu.

® Leave zavolame v aktivnim vrcholu a stromochod se vrati do korene pod-
stromu.

® Next zavoldme v aktivnim vrcholu, stromochod se pfesune do naslednika
tohoto vrcholu v pre-orderu a uéini ho aktivnim; kdyby uz zadny naslednik
neexistoval, zastavi se v kofeni podstromu a oznami netspéch.
® Reset zavolame v aktivnim vrcholu, chceme-li prochézeni ukoncit pfred-
casné.
Strom tedy prochézime posloupnosti Init, Next, Next, ..., pti¢emz si kdykoliv
mizeme operaci Leave odskocit mimo podstrom a pomoci Enter se opét vratit.
Operace budou vyuzivat znacek ve vrcholech stromu. Pfedevsim budeme udr-
zovat stav vrcholu: aktivni vrchol bude ve stavu 1, vrcholy na cesté z korene k ak-
tivnimu vrcholu budou oznaceny 2 nebo 3 podle toho, jestli cesta pokracuje doleva
nebo doprava. Vsechny ostatni vrcholy budou mit stav 0. Také si budeme pamato-
vat booleovskou proménnou koren, podle které pozname, ze se nachazime v koreni
podstromu.

procedure Init;

begin
{ Posta&i nastavit znalky a vratit se }
V.koren := true;
V.stav := 1;

end;

procedure Enter;
begin

{ Projdeme po cesté zaznamenané ve stavech }

while V.stav <> 1 do begin

if V.stav=2 then jdi_1l
else jdi_p;

end

end;



procedure Leave;

begin
{ Vracime se nahoru, neZ narazime na koten }
while not V.koren do jdi_o;

end;

function Next: boolean;

begin
if ex_l then begin { Existuje-1li levy syn, je néaslednikem }
V.stav := 2;
jdi_1;

end else if ex_r then begin { Zkusime pravého syna }
V.stav := 3;
jdi_p;
end else begin { Jsme v listu => vracime se nahoru }
repeat
V.stav := 0;
jdi_o;
until V.koren or ((V.stav=2) and ex_p);
if (V.stav=2) and ex_p then begin

V.stav := 3; { Vrchol s pravym synem => jdeme doprava }
jdi_p;
end else begin { Pfisli jsme zprava do kofene => konéime }
V.stav := 0;
V.koren := false;
Next := false;
exit;
end;
end;
V.stav := 1; { Aktivujeme novy vrchol }
Next := true;

end;

procedure Reset;
begin
{ Projdeme se z aktivniho vrcholu do kofene a smaZeme znalky }
while not V.koren do begin
V.stav := 0;
jdi_o;
end;
V.stav := 0;
V.koren := false;
end;

Rozebereme casovou slozitost operaci. Init zvladneme v konstantnim case. Fn-
ter, Leave a Reset stoji linearné se vzdalenosti mezi kofenem a aktivnim vrcholem.
Next muze stat az linearné s hloubkou podstromu, ale vS§echna volani Next dohroma-
dy v celém podstromu trvaji linedrné s poctem vrcholt v podstromu, nebot kazdy
vrchol navstivime nejvyse t¥ikrat.



Jednoduché FeSeni

Dokonalou vyvazenost stromu mutzeme testovat nasledovné. Budeme proché-
zet vSechny vrcholy stromu (prohleddnim do hloubky ze studijnfho textu, nebo t¥eba
pravé popsanym mechanismem). V kazdém vrcholu chceme porovnat velikosti pod-
stromi.

Kdyby nam stacilo ovérit, ze podstromy jsou tplné stejné velké, stacilo by je
prochazet ,paralelné“ — tedy stfidat kroky v obou podstromech — a zkontrolovat,
zda obé prochézeni skonci soucasné. Nejprve bychom tedy zavolali Init na obou
podstromech a pak opakované Enter, Next a Leave v obou podstromech na st¥idacku.

Mame-li pfipustit i jednickovy rozdil ve velikostech, pak v pfipadech, kdy jedno
prochazeni skoncilo dfive nez druhé, ovérime, ze druhé udéla nejvyse jeden krok
navic.

Nésledujici program se fidi timto principem. Jen se navic musime vypofadat
s tim, ze levy ¢i pravy syn mize uUplné chybét. Také si vSimnéte, ze prochazeni
stromu ve vnéj$im cyklu nijak neinterferuje s vnitfnimi cykly, protoze vnitini cykly
navstévuji pouze vrcholy pod aktivnim vrcholem vnéjsiho cyklu.

var next_1l, next_p, next_l_old: boolean;

begin
Init;
V.ok := false;
repeat

{ next_1, next_p budou ¥ikat, ktera prohledavani jeSté& pokracuji }
if ex_1 then next_l := true; begin jdi_l; Init; jdi_o; end

else next_l1 := false;
if ex_p then next_p := true; begin jdi_p; Init; jdi_o; end
else next_p := false;

while next_1 or next_p do begin
{ Jeden krok v levém podstromu }
next_1_old := next_1l;
if next_1 then begin
jdi_1; Enter;
if Next then begin

Leave;

if not next_p then halt; { Pravy skon&il o 2 df¥iv }
end else

next_1l := false; { Levy pravé skonéil }
jdi_o;

end;

{ A ted totéz napravo }
if next_p then begin
jdi_p; Enter;
if Next then begin
Leave;
if not next_1_old then halt;
end else
next_p := false;
jdi_o;
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end;
end;

until not Next;
V.ok := true;
end;

Jaka je Casova slozitost tohoto FeSeni? Postupné navstivime n vrcholu, pro kaz-
dy z nich projdeme vsech nejvyse n vrchol v podstromech a kazdy krok prochazeni
trva az linedrné s hloubkou podstromu, coz mtize byt az O(n). Celkem tedy O(n?).

Malé vylepsSeni s velkymi dusledky

Vsimneme si, ze predchozi algoritmus je tak pomaly pouze ve velmi specific-
kych pfipadech (mohou-li vitbec nastat). Dokdzeme, Ze kdykoliv je strom dokonale
vyvazeny, prijdeme na to mnohem rychleji.

Nejprve nahlédneme, ze kazdy dokonale vyvéazeny strom mé logaritmickou
hloubku. Vskutku: pokud se vydédme po libovolné cesté z kofene do listu, velikost
podstromu, ktery lezi pod nami, se s kazdym krokem zmensi alesponl dvakrat. Nej-
vyse po L = |log, n| krocich tedy musime dojit do listu.

Nyni to vyuzijeme pii vypoctu casové slozitosti. Hladiny stromu ocislujeme
od 0 do L zdola nahoru. Na i-té hladiné lezi nejvyse 2°~¢ vrcholt, kazdy z nich je
kofenem podstromu hloubky nejvyse i o maximalné 2¢ vrcholech. V tomto podstromu
kazdy Next, Enter i Leave trva O(i), takze zkoumanim podstromu stravime cas
O(i - 2%). Zkontrolovat vSechny podstromy zakofenéné na i-té hlading proto trva
02k~ .§.21) = O(2L - i). Jelikoz 2 < n a i < logyn, mizeme piedchozi vyraz
omezit O(nlogn). Na viech L hladinch tedy travime dohromady ¢as O(nlog®n).

V nevyvazeném stromu se ndm nicméné muze stat, ze néjaky podstrom bude
prilis hluboky, takZe jeho kontrola bude mnohem pomalejsi. Poradime si tak, ze
podstromy budeme kontrolovat zdola nahoru (t¥eba upravenym prohleddvanim do
hloubky) a jakmile narazime na nevyvazeny podstrom, okamzité skonc¢ime. Pak si
totiz muzeme byt jisti, Ze levy i pravy pod-podstrom nevyvazeného podstromu jsou
vyvazené (jinak bychom chybu objevili dfiv). Proto se i v nevyvdzeném piipadé
hloubky od logaritmu lisi nejvyse o 1.

Takto upraveny algoritmus ma slozitost O(nlog?n) i v nejhorsim p¥ipadé.
Pocitadla

Pfedchozi Feseni 1ze jesté zrychlit, byt se tim trochu zkomplikuje. Vrcholy v pod-
stromech zac¢neme doopravdy pocitat. Stromochod sice nemé proménné pro neome-
zena Cisla, ale mtzeme ¢isla uklddat do vrcholu stromu ve dvojkové soustavé: kazdy
vrchol si v proménné bit zapamatuje jeden bit ¢isla. Bity budou po sobé nasledovat
v pre-orderu; za¢neme nejnizsim bitem a za nejvyssi bit pfidame hodnotu —1 jako
znacku konce ¢isla.

Cislo vyjadiujici poget vrcholtt v podstromu se pfitom vzdy vejde do vrcholl
tohoto podstromu, nebot x > log, « pro vSechna x > 1. Jen pozor na to, Ze pokud
x = 1, nevejde se uz za ¢islo koncova —1. Konec éisla tedy pozname bud podle —1,
nebo podle toho, ze Next vratil false.
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Strom budeme prochazet do hloubky. Kdykoliv se budeme vracet z néjakého
vrcholu, spocitame ¢islo vyjadiujici pocet jeho potomki. Ten ziskdme sectenim uz
spocitanych poctu potomku levého a pravého syna. Pri té prilezitosti také pocty
potomki porovname, abychom oveérili vyvazenost.

Zkusime napsat podprogramy pro zvyseni ¢isla o 1 a porovnéni ¢isel na rovnost.

procedure Binarylnc;
var p: integer;
begin
Init;
p :=1;
while (p = 1) and (V.bit >= 0) do begin
p :=p + V.bit;
V.bit := p mod 2;
p := p div 2;
Next;
end;
if V.bit < O then begin
V.bit := 1;
Next;
V.bit := -1;
end;
Reset;
end;

function BinaryCmp: boolean; { Porovna &islo v levém a pravém podstromu }
var x, y: integer;

vysledek: boolean;

next_1, next_p: boolean;

begin
if ex_1 then begin jdi_l; Init; jdi_o; next_l := true; end else next_l := false;
if ex_p then begin jdi_p; Init; jdi_o; next_p := true; end else next_p := false;
repeat

if next_l then begin
jdi_1; Enter; x := V.bit;
if Next then Leave else next_l := false;
jdi_o;
end else x := -1;
if next_p then begin
jdi_p; Enter; y := V.bit;

if Next then Leave else next_p := false;
end else y := -1;
if (x<0) and (y<0) then begin BinaryCmp := true; break; end;
if x <> y then begin BinaryCmp := false; break; end;

until false;

if next_1l then begin jdi_l; Enter; Reset; jdi_o; end;

if next_p then begin jdi_p; Enter; Reset; jdi_o; end;
end;

Potrebujeme nicméné poznat, ze dvé ¢isla se lisi o jednicku. Jednoduchy zpu-
sob, jak to zafidit, je zkombinovat porovnavani se s¢itdnim. Béhem porovnavani si
budeme predstavovat, ze jsme jedno z ¢isel zvysili o jednicku, ale vysledek nebudeme
nikam ukladat, pouze s nim porovnavat.
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Zbyva umeét secist Cisla ulozend v synech do jednoho ¢isla ulozeného v otci.
Nabizi se nejprve pricist pravé c¢islo k levému a poté vysledek presunout do otce.
Samotné presunuti neni problém: staci kazdy bit presunout do jeho predka v pre-
orderu, na coz stac¢i do naseho prochazeciho mechanismu doplnit operaci Prev pro
presun do predchudce fungujici podobné jako Next. Mohlo by se ovSem stat, ze vysle-
dek se do levého podstromu nevejde. Proto radéji nejprve presuneme a poté s¢itame.
Jeden scitanec tedy bude ulozen v koreni a levém podstromu, druhy v pravém pod-
stromu.

Spocitejme slozitost. Podstrom na 4-té hladiné (opét ¢islujeme zespoda) ma
hloubku 4, takze Prev, Next a spol. trvaji O(i). Pracujeme pfitom s ¢isly o logarit-
mickém poctu bitl vzhledem k velikosti podstromi, tedy O(log2?) = O(i). Jedna
operace s ¢isly tedy trva O(i?).

Sec¢tenim pres jednu hladinu dostaneme O(2L7¢ . 42) = O(n/2% - i?), se¢tenim
pres cely strom pak:

o(é(;‘z?)) :o<nz:;2> g0<nlognz:2’>

Posledni inkluze plati diky tomu, Ze i je vZdy nejvyse log n. Suma na jeji pravé strané
je pFitom shora omezena konstantou.* Slozitost celého algoritmu je tedy O(nlogn).

Mélka pocitadla

Algoritmus s pocitadly se prekvapivé dé jesté zlepsit. Misto abychom bity po-
¢itadla ukladali v pre-orderu, ulozime je po hladinach. Tim padem pfistup k jednot-
livym bitim k-bitového poécitadla bude trvat pouze O(log k), zatimco pfedtim byl
linedrni v hloubce podstromu, kde je pocitadlo ulozeno. Jedna aritmeticka operace
pak stoji O(klogk).

Technické detaily popiSeme pouze zhruba. V podstromu budeme udrzovat ,za-
razku“ nastavenou na urcitou hladinu: vSechny vrcholy na této hladiné opatfime
specialni znackou a operaci Next nauc¢ime, aby se o znacku zarazila. Kdykoliv nam
dojde misto na pocitadlo, posuneme zarazku o hladinu nize. Naopak pfi presouvani
¢isla ze syna do otce potfebujeme posunout i zardzku. Presun zarazky pfitom sto-
ji O(k), takze si ho mizeme dovolit provést konstanta-krat na jednu aritmetickou
operaci.

Prepocitame slozitost. Na i-té hladiné jsou pocitadla i-bitova, takze jedna ope-
race stoji O(logi). V souctu pres celou hladinu dostaneme O(2L~%-ilogi). Se¢tenim
pres vSechny hladiny dostaneme:

L L ., . L .
o (Z (;-ilogi)> =0 (n'ZZI;gZ> co <nloglogn-z;>.

i=0 =0

* To je nerovnost zndmd z rozboru budovani haldy zdola nahoru. Diikaz najdete
napiiklad v kapitole o halddch na hitp://mj.ucw.cz/vyuka/ads/.
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Inkluze plyne z toho, ze i < logn, takze logi < loglogn. Suma na pravé strané
je opét omezena konstantou, takze jsme slozitost celého algoritmu odhadli vyrazem
O(nloglogn).

Prekvapeni na zavér

Néapady tcastnikt tstfedniho kola nés inspirovaly k dalsimu feseni, které pra-
cuje v linedrnim cCase a prekvapivé se obejde bez porovnavani velikosti podstromi.
Je zalozené na opakovani redukcnich kroki. Jeden takovy krok budto strom zamitne
jako nevyvazeny, nebo ho upravi na mensi strom, ktery je vyvazeny pravé tehdy,
kdyz byl vyvazeny ptvodni strom.

Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni o struktufe dokonale vyvéazenych stromi,
které je pfipodobiiuje k iplnym bindrnim stromim z domaciho kola.

Lemma: Dokonale vyvézeny strom je budto uplny, nebo z néj smazanim nejnizsi
hladiny tplny strom vznikne.

Dikaz: Méjme dokonale vyvazeny strom o h hladinach, ktery neni Gplny. Hla-
diné h — 1 budeme fikat koruna stromu. Hladiny od kofene do koruny doplnime
virtudlnimi vrcholy na uplny strom. Pokud v koruné nelezi zadné virtualni vrcholy,
nemohou lezet ani jinde, takze tvrzeni lemmatu plati.

V opacném piipadé pokracujeme: Vrcholy koruny, které maji syny o hladinu
nize, nazveme pupeny. Nyni oznac¢ime s nejhlubsi vrchol stromu, pod kterym je
alespon jeden virtualni vrchol a alespon jeden pupen. Vrchol s sdm neni ani virtuélni,
ani pupen. VSimneme si, ze v zaddném podstromu pod vrcholem s nemohou byt
soucasné virtualni vrcholy a pupeny, protoze by s bylo jesté mozné posunout niz.

Existuje tedy jeden podstrom (feknéme levy), v némz jsou virtudlni vrcholy,
ale nejsou pupeny. V opacném podstromu (feknéme pravém) se naopak nachdzi
pupeny, ale ne virtualni vrcholy. Nyni se podivejme na hladiny téchto podstromi
lezici (neostie) nad korunou. V pravém podstromu jsou vSechny tyto hladiny plné
a pod nejnizsi z nich je alespon jeden list z h-té hladiny. V levém naopak alespon
jeden vrchol chybél (byl doplnén virtudlnim) a na h-té hladiné nelezi zddné vrcholy.
Proto se velikosti obou podstromu lisi aspoil o 2, takze strom nemohl byt vyvazeny.

Nyni popiseme redukéni krok. Nejprve otestujeme, zda strom splnuje podmin-
ku z lemmatu. To muzeme ovéfit v ¢ase O(n) jednoduchou tpravou algoritmu na
testovani uplnosti stromu z doméciho kola. Algoritmus ndm vyznadi posledni iplnou
hladinu (korunu) a zkontroluje, zda pod ni lezi pouze listy.

Poté strom ,,o¢eseme”: podivame se na vrcholy koruny a pokud je vrchol koruny
list, odstranime ho. Pokud ma néjaké syny, odstranime jednoho ze synii. Oc¢esani jisté
miizeme provést v linedrnim case. Vsimneme si, ze tim celkové ze stromu ubylo pfesné
tolik vrcholt, kolik jich lezelo v koruné. Také si vSimneme, Ze z obou podstromt pod
libovolnym vnitfnim vrcholem v musel ubyt stejny pocet vrcholi — mezi v a korunou
je totiz strom uplny. Ocesany strom je tedy dokonale vyvazeny pravé tehdy, kdyz
takovy byl piivodni strom.

Nyni dokazeme, ze o¢esanim ubyla alespon ¢tvrtina vSech vrcholu. Kdyby strom
byl tGplny, v koruné lezi polovina vSech vrcholt (£1), takZe bychom polovinu vrcholt
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smazali. Neni-li iiplny, pod korunou lezi nejvyse tolik vrcholil, kolik jich je ve zbytku
stromu, takze koruna tvori alesponn ¢tvrtinu vrchold.

Opakovanim redukéniho kroku tedy ziskdvame stromy velké nejvyse (3/4) - n,
(3/4)%-n, ..., az po strom konstantni velikosti, kde jisté umime dokonalou vyvazenost
testovat v konstantnim case. Kazdym stromem stravime cas linearni s jeho velikosti,
takze celkové algoritmus bézi v ¢ase O(n-)_,(3/4)"). Tato suma je geometricka fada
se souétem 1/(1 — 3/4) = 4. Celkova slozitost tedy ¢ini O(n).
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