66. ronik Matematické olympiddy — 2016/2017

Resend iloh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Na dostizich

Jako permutaci ozna¢ime libovolné usporadani ¢isel 1 az N, v némz se kazdé
¢islo vyskytuje pravé jednou. Uloha nam zada dvé permutace N é&sel a chee po
nés spocitat pocet dvojic ¢éisel (a,b) takovych, Ze se v obou permutacich nachézi
ve stejném poradi (takové dvojice budeme nazyvat zajimavé).

VyzkouSime vSechny dvojice

Pfimocaré feseni by bylo projit vSechny dvojice ¢isel od 1 do N a pro kazdou
dvojici se podivat, zda se v obou permutacich nachéazi ve stejném potradi. Poradi se
dé zjistit tak, ze pro kazdou dvojici (a, b) projdeme kazdou permutaci, zapiSeme si,
na které z ¢isel a, b jsme narazili diive, a podivame se, zda jsme si u obou permutaci
zapsali to samé &islo. Dvojic je O(N?) a pro kazdou z nich udélame O(N) prace
(projdeme obé& permutace), tedy feseni m4 slozitost O(N?), coz stacilo na 5 bodti.

Zrychlime testovani dvojic

Predchozi feseni mizeme vylepsit, pokud si vSimneme, Ze zbyte¢né porad pro-
chazime permutace znovu. Muzeme je projit jednou a pro kazdou z nich si u kazdého
Cisla zapsat, na které pozici se nachazi. Kdyz pak chceme zjistit, zda jsou ¢isla a, b
v obou permutacich ve stejném poradi, mame uz potradi zjisténé, takze ho jednoduse
porovname. Tak na kazdou dvojici spotfebujeme jen O(1) prace, a celé feseni tedy
bude mit sloZitost O(N?), &mZ oproti predchozimu ziskdme dalsi dva body.

Lépe nez O(N?) to uz nedokédzeme, pokud budeme chtit otestovat kazdou dvo-
jici zvlast. Pokud tedy chceme plnych 10 bodil, musime vymyslet jiny pFistup.

Co kdyby jedna permutace byla 1,2,3,... N?

Predstavme si chvilku, Ze jedna z permutaci jsou ¢isla sefazend podle velikosti.
Pak vlastné chceme zjistit, kolik dvojic ¢isel je ve druhé permutaci ve spravném (t;j.
podle velikosti) potadi.

Pokud vite, jak se poc¢ita pocet inverzi permutace, muzete preskoc¢it nasledujici
¢ast. (Hledané ¢islo je rozdil poctu vSech dvojic a poétu inverzi).

Kazdou dvojici a < b takovou, ze a se v permutaci vyskytuje dfive nez b,
nazveme dobrou. Nyni si ukdzeme, jak spocitat pocet dobrych dvojic. Pouzijeme
k tomu Mergesort:* Pfedstavime si, ze chceme Mergesortem setiidit nasi permutaci,
pricemz béhem celého algoritmu si budeme udrzovat globalni ¢ita¢ dobrych dvojic.

Predstavme si, Zze pravé slévame dveé ¢asti X a Y. Z predchozich fazi Mergesor-
tu vime, ze kazda z téchto ¢asti je jiz setfidéna a vSechny dobré dvojice v ramci X

* Popis Mergesortu (a plno dalsich zajimavych véci) mizete najit v této kapitole
Kuchaiky KSP: https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni.
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resp. Y jsme jiz zapocitali. A také vime, Ze vSechny prvky X byly v ptvodni permu-
taci pfed vSemi prvky Y. V této fazi chceme slit ¢asti X a Y do jedné a zapocitat
vSechny dobré dvojice takové, ze jeden jejich prvek je z X a druhy z Y. Protoze se
vsechny prvky X vyskytuji pfed vSemi prvky Y, tak kazdy prvek X tvofi dobrou
dvojici se vsemi prvky Y, které jsou vétsi. To znamenad, ze pri slévani staci pokaz-
dé, kdyz zatfidujeme prvek X, k ¢éitaci pri¢ist aktudlni pocet jesté nezatiidénych
prvki Y (protoze to jsou pravé ty prvky Y, které jsou vétsi, nez pravé zattidovany
prvek X).

Po dobéhnuti tohoto algoritmu budeme mit v ¢itaci pocet dobrych dvojic, tedy
odpovéd na nasi otdzku. Ke kazdému kroku Mergesortu jsme pfidali jen konstantné
mnoho operaci, tedy upraveny Mergesort a i cely algoritmus pobézi v O(N log N).
Co kdyz Zadna permutace neni 1,2,3,..., N?

Tak zkusime situaci pfevést na predchozi pripad. Méjme permutaci P. Pak jako
inverzni permutaci (zna¢ime P~1) ozna¢ime takovou permutaci, Ze pokud je na a-té
pozici P é&islo b, tak na b-té pozici P~ bude ¢&islo a. Napiiklad je-li P = (2314),
pak P~1 = (3124). Vsimnéte si, Ze pokud se na permutace divame jako na pole, tak
PL[P[i]] = .

Na vstupu dostaneme dvé permutace P, Q. Nyni si rozmyslime, Ze pocet zaji-
mavych dvojic vzhledem k P, Q je stejny jako pocet dobrych dvojic v Q~1[P]..]].

Necht je a,b zajimava dvojice (bez Gjmy na obecnosti je a pfed b). Vezméme
takové i,7, ze Pli] = a a P[j] = b (a tedy i < j). Protoze a je pfed b i v Q, tak
to znamend, ze ve Q! bude na a-té pozici mensi ¢islo nez na b-té. A to znamens,
ze v Q7P = Q7 a] < Q7] = Q7[P[j]], tedy prvky na i-té resp. j-té po-
zici v Q7 Y[P][...]] jsou dobré, pokud jsou prvky na i-té a j-té pozici v P zajimavé
vzhledem k P, Q.

Necht naopak a,b jsou dobré prvky v Q 1[P[...]] (bez Gjmy na obecnosti
miizeme predpokladat, Ze a < b). Opét vezmeme takové i,j, ze Q7 L[P[i]] = a a
Q7 [P[j]] = b (atedy i < j). A ozna¢me P[i| = u, P[j] = v. Vime, ze Q" }[u] = a a
Q[v] = b, coz z definice Q! znamend, Ze Qa] = u a Q[b] = v. A protoze a < b,
tak u lezi v @) pfed v, coz je ale stejné potradi, v jakém jsou v P, tedy prvky na i-té
a j-té pozici v P jsou vzhledem k P, zajimavé, pokud jsou prvky na i-té a j-té
pozici v Q7 [P]...]] dobré.

Ukazali jsme obé dveé implikace, a tedy prvky na i-té a j-té pozici v P jsou vzhle-
dem k P, Q zajimavé pravé tehdy, pokud jsou prvky na i-té a j-té pozici v Q1[P].. ]]
dobré. To specidlné znamena, ze dobrych prvki v Q7 1[P[...]] je stejny pocet jako
zajimavych vzhledem k P, Q.

Nize naleznete program implementujici toto feseni.

Reseni pomoci intervalovych stromu

Pokud umite naprogramovat intervalovy (sta¢i Fenwickv) strom,* mohli jste
se obejit bez myslenky sklddani permutaci. Dobré dvojice budeme pocitat pres jejich

* 1ty najdete v kuchatce KSP: hitps://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-
-stromy.



drivéjsi prvek v P. Podivejme se tedy na prvni prvek v P a najdéme takové i, ze
Ql[é] = P[1]. Potom P[1] tvoii dobré dvojice préavé s témi prvky, které jsou ve Q za
nim, tedy se véemi Q[j], kde j > i. To znamend, ze za P[1] zapo¢itdme N —i dobrych
prvki. S P[2] miZzeme udélat stejnou tivahu, akorat pokud se P[2] nachézi ve ) pfed
P[1] (tj. P[2] = Qlk], kde k < 7), tak nesmime zapocitat prvek Q[i]. V dalsim kroku
si musime dat pozor na Q[i] a Q[k]. A tak déle.

Naivni ptistup, kdy bychom pokazdé prosli vSechny jiz zpracované pozice, by
opét trval O(N?). Ale to dokdZeme zlepsit. Zalozme si pomocné pole done]. . ], které
bude na zacatku nulové, a pokazdé, kdyz zpracujeme néjaky prvek Q[i] (ktery od-
povidal pravé zpracovdvanému prvku P), tak nastavime done[i] = 1. Potom pokud
nyni zpracovavame Q[k], tak pocet prvki, které nechceme zapoditat, je soucet vsech
prvki pole done]. ..] od pozice k az na konec. Ale intervalové soucty s updaty prvki
umi intervalové stromy nebo Fenwicktv strom v O(log N) (obé& operace), a tedy kdy-
bychom misto pole done]l...] pouzili néjakou takovou datovou strukturu, dostaneme
se opét na ¢as O(N log N).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

#define SIZE 123456

int n;

int K[SIZE], P[SIZE], Q[SIZE], tmp[SIZE];
long long int pocet = 0;

void mergesort(int 1, int r) {
if (r-1 <= 1)
return;
int m = (1+r)/2;
mergesort(l, m);
mergesort(m, r);
int i =1, j=m, k =0;
while (k < r-1) {
if (j <r & (A ==mll K[j] <K[ED) {
tmp [k++] = K[j++];
} else {
tmp [k++] = K[i++];
pocet+=(r-j);
}
¥
for (int i = 0; i < r-1; i++)
K[1+i] = tmp[il;
}

int main() {
scanf ("%d", &n);
int d;
for (int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("%d", &4);
P[i] = 4-1;
¥
for (int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("%d", &d);
Q[d-1] = i; // Ve skuteénosti uz Q°-1
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}

for (int i = 0; i < n; i++)
K[i] = Q[P[il];

mergesort (0, n);

printf("%11d\n", pocet);

return 0;

}

P-I-2 Rekonstrukce skoly

Kdyby ucitel nesmél zadnou prekazku rozbit, tilohu lze jednoduse vytesit libo-
volnym algoritmem pro hledani cesty, napriklad prohledavanim do sitky: Postupné
hledame a oznacujeme policka, na néz se ucitel mize dostat po 0,1,2,... krocich,
dokud bud nedojdeme do tiidy, nebo nezjistime, ze jsme navstivili vSechna dostupna
policka. Pamatujeme-li si, odkud jsme na dostupnéa policka pfisli, neni pak problém
vypsat cestu ucitele. Kazdé policko navstivime nejvyse jednou, casova slozitost tedy
bude imérna jejich poc¢tu O(RS).

Jednoduché Feseni tedy je vyzkousSet vSechny moznosti, kterou prekazku ucitel
rozbije (téch muZe byt aZ linedrné mnoho), tuto piekdzku odebrat a aplikovat postup
z predchoziho odstavce. Vysledna ¢asové slozitost takového feseni je O(R2S?).

Zkusme tento postup vylepsit. Uvazme néjakou moznou cestu ucitele z kabi-
netu do tfidy. Necht ki je prvni pozice na této cesté, v niz ucitel rozbije néjakou
prekdzku p, a necht ks je posledni pozice na cesté, v niz se ucitel prekryva s prekaz-
kou p (je pfipadné mozné, ze k1 = k). Jako C; oznacme Cast cesty pied k; a jako
Cs ozna¢me CGast cesty za ko. Ani C; ani Cy tedy nerozbiji zddnou piekazku. Jak
vypada c¢ast C' cesty mezi k1 a ko? Jestlize k1 = ko, pak C je prazdna. Jestlize k;y
sousedi s ko horizontalné nebo vertikalné, pak bez Gjmy na obecnosti mtizeme pied-
pokladat, ze C' se sklddéd pouze z jednoho kroku. Jestlize k; a ko sousedi diagonalné
a alespon jedna ze dvou cest délky 2 mezi nimi nerozbije zddnou jinou prekazku, pak
C muze byt takova cesta délky 2. Je ale moznd i situace na nasledujicim obrazku,
kde prostfedni prekazka je p a zadna z cest délky 2 mozna neni:

PR
#@ ko

ki ki

ko e |7

V tomto ptipadé je C' néjaka cesta, kterd nerozbiji zddnou prekazku (ani p).
Ozna¢me dvé pozice ucitele, na nichz nepiekryva zadnou prekazku, jako pro-
pojené, jestlize mezi nimi existuje cesta ucitele nerozbijejici zadnou prekazku. Které
dvojice pozic jsou navzajem propojené si mizeme snadno predpocitat v case O(RS):
Skupiny navzajem propojenych pozic si budeme c¢islovat. Projdeme postupné vsech-
ny pozice a jestlize se aktualné uvazovana pozice zatim nenachazi v zadné skupiné,
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postupem popsanym v prviim odstavci nalezneme vSechny z ni dostupné pozice a
oznacime si je ¢islem nové vytvofené skupiny. Na konci tohoto postupu jsou dvé
pozice propojené pravé tehdy, kdyz maji stejné ¢islo skupiny.

Necht poc¢ateéni pozice uditele je ve skupiné 1 a cilova ve skupiné 2 (je-li uéitel
na zacatku ve stejné skupiné jako jeho cilovéa tiida, pak mezi nimi existuje cesta
nerozbijejici zddnou piekdzku a postupujeme stejné jako v prvnim odstavci). Pri-
pustna cesta ucitele rozbijejici prekazku p existuje, jestlize existuji pozice k1 a ks
ucitele rozbijejici pouze prekazku p takové, ze k; sousedi s pozici ve skupiné 1, ko
sousedi s pozici ve skupiné 2 a bud mezi ki a ko existuje cesta délky nejvyse 2
nerozbijejici zddnou jinou prekazku, nebo ki i ks sousedi s navzajem propojenymi
pozicemi nerozbijejicimi zadnou prekazku.

Pro kazdou prekazku p staci otestovat pouze konstantné mnoho pozic k; a ko,
a zbylé podminky Ize diky pfedpocitanym ¢isliim skupin navzajem propojenych pozic
ovéfit v konstantnim Case. Jelikoz piekdzek je nejvyse RS, v ¢ase O(RS) tedy do-
kézeme nalézt prekazku, po jejimz rozbiti se ucitel dokaze dostat do t¥idy (pfipadné
rozhodnout, Ze takova prekdzka neexistuje). Tuto pfekdzku odstranime a postupu-
jeme jako v prvnim odstavci, vysledna Gasova sloZitost tedy bude O(RS). Jelikoz
si potfebujeme pamatovat pouze konstantni mnozstvi informace pro kazdou pozici,
pamétova slozitost je také O(RS).

#include <cstdio>
#include <cstdlib>

#include <list>
#include <vector>

using namespace std;

static char mapa[2001] [2001];

static char smer_prichodu[2001] [2001];
static int skupina[2001] [2001];

static int R, S;

struct pozice
{
int r, s;
pozice(void) { }
pozice(int _r, int _s) : r(_r), s(.s) { }

};
static const int smer([4][2] = {{0,1},{0,-1},{1,0},{-1,0}};
static const char smer_pismeno[4] = {’P’, ’L’, ’D’, ’N’};

static char
pismeno_na_opacny(char c)

{
switch (c)
{
case ’P’ : return 1;

case ’L’: return O;
case ’D’: return 3;
case ’N’: return 2;
default: abort();

}



}

static bool
pripustna(pozice const& p, int znic)

{

}

if (p.or <0 |l p.s<O0 |l pr>R-21|]lp.s>8-2)

re
int

nint
nint
nint
nint

turn false;
nint = 0;

+= (mapalp.r]llp.s] == ’#’);

+= (mapal[p.r + 1][p.s] == *#°);

+= (mapalp.rllp.s + 1] == ’#°);

+= (mapalp.r + 1]1[p.s + 1] == ’#°);

return nint <= znic;

static void
hledej_cesty_z(pozice const& z, int sk)

{

}

list

<pozice> fronta;

fronta.push_back(z) ;
skupinalz.r][z.s] = sk;
smer_prichodul[z.r][z.s] = 0;
while (!fronta.empty())

{

pozice a = fronta.front();
fronta.pop_front();

for (int sm = 0; sm < 4; sm++)
{
pozice n(a.r + smer[sm][0], a.s + smer[sm][1]);
if (!pripustna(n, 0) || skupinaln.r][n.s])
continue;

skupina[n.r] [n.s] = sk;
smer_prichodul[n.r] [n.s] = smer_pismeno[sm];
fronta.push_back(n);

static void
vypis_cestu(pozice const &d)

{

vector<char> cesta;
vector<char>::reverse_iterator ci;
pozice a = d;

char c;

while ((c = smer_prichodula.r][a.s]) != 0)

{

}

for

cesta.push_back(c);
int sm = pismeno_na_opacny(c);
a.r += smer[sm] [0];
a.s += smer[sm][1];

(ci = cesta.rbegin(); ci != cesta.rend(); ++ci)



printf ("%c", *ci);
printf ("\n");
}

static bool
dostupna(pozice const &k, int sk)
{
for (int sm = 0; sm < 4; sm++)
{
pozice pk(k.r + smer[sm][0], k.s + smer[sm][1]);
if (pripustna(pk, 0)
&& skupinal[pk.r] [pk.s] == sk)
return true;

}

return false;

}

static bool
odstranitelna_pres(pozice const &kl, pozice const &k2, int zac_sk, int kon_sk)
{
if (!dostupna(kl, zac_sk)
|| !dostupna(k2, kon_sk))
return false;

int dr = k1.r - k2.r;

int ds = kl1.s - k2.s;

if (abs(dr) + abs(ds) < 2)
return true;

int minr, maxr, mins, maxs;

minr = min(kl.r, k2.r);
maxr = max(kl.r + 1, k2.r + 1);
mins = min(kl.s, k2.s);
maxs = max(kl.s + 1, k2.s + 1);
int nint = O;
for (int r = minr; r <= maxr; r++)
for (int s = mins; s <= maxs; s++)
if (mapalr][s] == ’#°)
nint++;

if (nint < 3)
return true;

for (int sm = 0; sm < 4; sm++)
{
pozice pki(kl.r + smer[sm][0], ki.s + smer[sm][1]);
if (!pripustna(pkl, 0))
continue;

if (dostupna(k2, skupinalpkl.r][pki.s]))
return true;

}

return false;

}

static bool
odstranitelna(pozice const &p, int zac_sk, int kon_sk)



{

for (int rl = -1; rl <= 0; rl++)
for (int sl = -1; s1 <= 0; sl++)
{

pozice ki1(p.r + rl, p.s + sl);
if (!pripustna(ki, 1))
continue;

for (int r2 = -1; r2 <= 0; r2++)
for (int s2 = -1; s2 <= 0; s2++)

{
pozice k2(p.r + r2, p.s + s2);
if (pripustna(k2, 1)
&& odstranitelna_pres(kl, k2, zac_sk, kon_sk))
return true;
}
}
return false;
}
int main(void)
{

pozice zacatek, konec;
bool zacatek_nastaven = false;
bool konec_nastaven = false;

scanf ("%d%d", &R, &S);
for (int r = 0; r < R; r++)
{
scanf ("%s", mapalr]);
for (int s = 0; s < S; s++)
{
if (mapalr] [s]
continue;

= 7#;)

if (mapalr] [s] K’ && !zacatek_nastaven)
{
zacatek.r = r;
zacatek.s = s;
zacatek_nastaven = true;
}
if (mapalr][s] == ’T’ && !konec_nastaven)
{
konec.r = r;
53
konec_nastaven = true;

konec.s

}

mapalr][s] = °.7;

}

int pocet_skupin = 1;

hledej_cesty_z(zacatek, 1);

if (skupinal[konec.r] [konec.s] == 1)
{

vypis_cestu(konec);



return 0O;

}

for (int r = 0; r < R - 1; r++)
for (int s = 0; s < S - 1; s++)
{
pozice a(r, s);
if (!skupinalr][s] && pripustna(a, 0))
hledej_cesty_z(a, ++pocet_skupin);

}

int kon_sk = skupinalkonec.r] [konec.s];
for (int r = 0; r < R; r++)
for (int s = 0; s < S; s++)
if (mapalr][s] == ’#’°)
{
if (odstranitelna(pozice(r, s), 1, kon_sk))
{
mapal[r][s] = *.7;
for (int rl = 0; rl < R; ril++)
for (int s1 = 0; s1 < S; si++)
skupina[ri] [s1] = 0;
hledej_cesty_z(zacatek, 1);
vypis_cestu(konec) ;
return O;

}

printf ("nelze\n");
return O;

}

P-1I-3 Mapa

Predstavme si, ze stojime v Kocourkové. Nejprve si pro kazdé mésto m urcime
uhel 8, ve stupnich mezi smérem k tomuto méstu a vychodem (smérem kladné z-
ové osy na mapé), méfenym po sméru hodinovych rucicek. Zajima nés, zda existuje
thel « takovy, Ze v intervalu (o — 90, &« + 90) neni zadny z Ghld G,,; pooto¢ime-li
mapu o tento tthel, bude Kocourkov nejvic vpravo.

Jednoduché feseni je tedy néasledujici: uhly 3, si setfidime podle velikosti a
jednim prichodem zjistime, zda mezi dvéma po sobé jdoucimi thly 5; a ;11 je
rozdil vice nez 180. Pokud takové dva thly najdeme, jako vysledek mtizeme vratit
jejich aritmeticky pramér (8; + Bi+1)/2, jinak feSeni neexistuje. Musime si ale dat
pozor na to, Ze hledand mezera by mohla byt i mezi poslednim a prvnim prvkem této
posloupnosti. Popsané feSeni mé ¢asovou slozitost O(N log N), jelikoz tak dlouho
nam zabere tfidéni posloupnosti hli.

Toto feSeni muzeme jesté vylepsit. PovSimnéme si, Ze hledany prazdny in-
terval (o — 90, & + 90) nemize cely lezet uvnit¥ kratsiho intervalu, napiiklad I; =
(90 - (i — 1),90 - ¢) pro libovolné pfirozené ¢islo i. Z kazdého takového intervalu I;
tedy FeSeni mizZe ovlivnit pouze nejvétsi a nejmensi thel, ktery v ném lezi. VSech-
ny uhly v nasi posloupnosti padnou do jednoho z intervali I, ..., I4, a minima a
maxima z téchto intervald snadno zjistime jednim priichodem v éase O(N). Vyfesit
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tlohu pro vyslednych nejvyse 8 thld je pak trividlni, dostavame tedy feseni s casovou
slozitosti O(N). Naéitana ¢isla si ani nemusime ukladdat, pamétova slozitost je tedy
konstantni.

#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cstdio>
#include <cmath>
using namespace std;

struct interval
{
double nejmensi, nejvetsi;

};

int main(void)
{

interval intervaly[4];

/* Inicializujeme na hodnoty vé&t3i/men3i nez libovolné pF¥ipustné. */
for (int i = 0; i < 4; i++)
{
intervaly[i] .nejmensi = 370;
intervaly[i] .nejvetsi = -10;

}

int n, kx, ky, %, y;
scanf ("%d)d%d", &n, &kx, &ky);

/* Zvlast oSetfeme specialni pfipad, Ze Kocourkov je jediné mésto. */
if (n == 1)
{
printf("0\n");
return 0;

for (int i = 0; i < n - 1; i++)

scanf ("%d%d", &x, &y);
x —-= kx;
y —= ky;
double uhel = (180 * atan2 (y, x) / M_PI);
if (uhel < 0)
uhel += 360;

int ino = (int) (uhel / 90);
intervaly[ino] .nejmensi = min(intervaly[ino].nejmensi, uhel);
intervaly[ino] .nejvetsi = max(intervaly[ino].nejvetsi, uhel);

}

vector<double> posloupnost;
for (int i = 0; i < 4; i++)
{
/* Ignorujeme prazdné intervaly. */
if (intervalyl[il.nejmensi > 360)
continue;

/* Kdyz interval obsahuje jen jedno &islo, p¥idame ho dvakrat, coZ nevadi. */
posloupnost.push_back(intervaly[i] .nejmensi) ;
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posloupnost.push_back(intervaly[i] .nejvetsi);
}
/* Abychom nemuseli zv1last oSetfovat mezeru mezi poslednim a prvnim &islem. */
posloupnost.push_back(posloupnost[0] + 360);

for (auto i = posloupnost.begin(); i + 1 != posloupnost.end(); ++i)
{
double rozdil = *(i + 1) - *i;
if (rozdil > 180)
{

double alpha = (*x(i + 1) + *i) / 2;
/* Aby vysledek byl v rozmezi [0,360). */
if (alpha >= 360)

alpha -= 360;
printf("%.2f\n", alpha);
return 0;
}
}
printf ("nelze\n");
return O;

}

P-I-4 Stromochod

a) K otestovani, zda je vrcholi sudy pocet, postaéi lehce upravit piiklad ze
studijniho textu. Budeme prochézet strom do hloubky a udrzovat proménnou, ktera
tiké, zda jsme zatim prosli sudy nebo lichy pocet vrcholti. Kdykoliv budeme opous-
tét vrchol, proménnou znegujeme. Jelikoz kofen opoustime naposledy, podle stavu
proménné pozname, jak mame odpovédét. Casova slozitost programu bude linearni,
nebot kazdy vrchol navstivime t¥ikrat.

type vrchol = record

stav: 0..3; { Kolikrat jsme ve vrcholu byli }

ok: boolean; { V kofeni vystup, jinde nevyuzito }
end;
var lichy: boolean; { Potkali jsme zatim lichy polet vrchold? }
begin

lichy := false;

repeat

V.stav := V.stav + 1;

case V.stav of
1: if ex_1 then jdi_1;
2: if ex_p then jdi_p;
3: lichy := not lichy;
if ex_o then jdi_o
else begin
V.ok := not lichy;
halt;
end;
end;
until false;
end.
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b) Nyni méme otestovat, zda pocet vrchold je mocnina dvojky. To je totéz, jako
ze pocet vrcholid 1ze opakované délit dvéma beze zbytku, az nakonec vyjde jednicka.

Tuto myslenku miizeme realizovat znackami ve vrcholech: nejprve budou ozna-
¢eny vSechny vrcholy. Pak kazdou druhou znacku zrusime a zkontrolujeme, Ze jich
byl sudy pocet. Pak zrusime kazdou druhou ze zbyvajicich znacek a tak dale. Skon-
¢ime budto je-li v néjakém kroku pocet vrcholt lichy (tehdy odpovime negativng),
nebo zbude-li jedina znacka v kofeni (odpovime pozitivng).

Program se bude pomérné primocare fidit touto myslenkou, pouze si zjedno-
dusime préaci tim, Ze znacku reprezentujeme hodnotou false, takze vSechny vrcholy
jsou uz na zacatku vypoctu implicitné oznaceny.

type vrchol = record

stav: 0..3; { Kolikrat jsme ve vrcholu byli }
skrt: boolean; { Byla uZz znalka Skrtnuta? }
ok: boolean; { V kofeni vystup, jinde nevyuzito }
end;
var lichy: boolean; { Potkali jsme zatim lichyj polet vrchold? }
pocet: 0..2; { Kolik jsme potkali znalek? O, 1, 2 &i vic }
procedure pruchod;
begin
repeat
V.stav := V.stav + 1;

case V.stav of
1: if ex_1 then jdi_1;
2: if ex_p then jdi_p;
3: if not V.skrt then begin
{ Vrchol je stéale oznaceny }
if lichy then V.skrt := true;
lichy := not lichy;

if pocet < 2 then pocet := pocet + 1;
end;
V.stav := 0; { Reset stavu pro p¥isti prichod }
if ex_o then jdi_o else exit;
end;
until false;
end;
begin
repeat
lichy := false;
pocet := 0;
pruchod;

if lichy then begin
{ Pokud byl oznaéenjch vrchold lichjy polet, skon&ime }
if pocet=1 then V.ok := true; { Jedinj oznaenj => uspé&sné }
else V.ok := false; { Vice takovyjch => netspé&sné }
halt;
end;
{ Jinak pokralujeme dalSim prichodem }
until false;
end.
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Zbyvéa si rozmyslet, jakou ma tento program casovou slozitost. Kazdé projiti
znacek ve stromu s N vrcholy nés stoji ¢as O(N). Strom pfitom projdeme O(log N)-
krat, ¢imz tedy stravime celkem ¢as O(N log V).

¢) Nakonec chceme testovat, zda je strom tplny. To znamend, Ze na prvni az
k-té hladiné (pro vhodné k > 0) m4 kazdy vrchol pravé dva syny a na (k + 1)-ni
hladiné lezi vSechny listy.

Program bude postupovat po hladinach. Na pocatku oznaci koten, coz je jedi-
ny vrchol na prvni hladiné. V kazdém dalsim prichodu nalezne vSechny oznacené
vrcholy a znacky posune do jejich synti. Pfitom si bude udrzovat tii booleovské pro-
ménné Sy, S a Sy. Proménnd S; bude indikovat, zda uz jsme vidéli néjaky vrchol
s ¢ syny. Na konci priichodu se rozhodneme takto:

e Pokud S; = true, zastavime se a strom zamitneme (zadny Uplny strom
neobsahuje vrchol s jednim synem).

e Pokud Sy = true a Sy = false, zastavime se a strom pfijmeme (narazili
jsme na posledni{ hladinu, kde jsou samé listy).

e Pokud Sy = false a Sy = true, pokracujeme dal (hladina obsahovala samé
vrcholy se dvéma syny).

® V ostatnich pfipadech se zastavime a zamitneme (smés vrcholtl riznych

typh).
type vrchol = record
stav: 0..3; { Kolikrat jsme ve vrcholu byli }
znacka: boolean; { Lezi vrchol v aktualni hladiné&? }
ok: boolean; { V kofeni vystup, jinde nevyuZito }
end;
var s0, s1, s2: boolean; { Vidéli jsme vrchol s 0, 1, 2 syny? }
procedure pruchod;
begin
repeat
V.stav := (V.stav + 1) mod 3; { Automaticky resetujeme pro p¥isti priichod }

case V.stav of
1: { Do vrcholu jsme vstoupili shora. Nejprve aktualizujeme sO, si1, s2. }

if ex_1 and ex_p then s2 := true
else if not ex_l and not ex_p then sO := true
else sl := true;

{ Je-1li oznaen, predavame znalky do syni a vracime se nahoru }
if V.znacka then begin
V.znacka := false;
if ex_1 then begin jdi_1; V.znacka := true; jdi_o; end;
if ex_p then begin jdi_p; V.znacka := true; jdi_o; end;
V.stav := 2;
end
{ Neni-1li ozna&en, prochézime obvyklym zplisobem }
else if ex_1 then jdi_l;
2: if ex_p then jdi_p;
0: if ex_o then jdi_o else exit;
end;
until false;
end;
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begin

V.znacka := true; { Na poc&atku oznalen pravé kofen }
repeat

sO := false; sl := false; s2 := false;

pruchod;

if s1 then begin V.ok := false; halt; end;

if sO and not s2 then begin V.ok
if sO or not s2 then begin V.ok
until false;
end.

true; halt; end;
false; halt; end;

Stanovime ¢asovou slozitost. V iplném binarnim stromu plati, ze kazda hladina
obsahuje dvakrat vic vrchold neZ ta piedchozi, takze na i-té hladiné lezi 2¢ vrchold.
V prvnich k hladinach tedy 20 +2! +... 4 2*~1 yrcholt. Tento soucet je roven 2F —1
— budto mizeme pouZit vzorec pro soucet geometrické fady, nebo si v§imnout, jak
jednotliva ¢isla vypadaji zapsand ve dvojkové soustavé (2° je jednicka a za ni i nul;
soucet je tedy ¢islo z k jednicek).

Spustime-li nas algoritmus na tplny strom s h hladinami, v prvnim prichodu
projde prvni hladinu, v dal$im prvni dvé hladiny, a tak dale, az v poslednim vsech
h hladin. Podle piedchoziho vipoétu tedy v k-tém priichodu navstivi 28 — 1 < 2k
vrcholti. Ve viech priichodech proto nejvyse 21 + 22 + ... + 2", coz je dvojnasobek
celkového poétu vrcholti. Casové slozitost programu tudiz éini O(N).

14



