66. ronik Matematické olympiddy — 2016/2017

Ulohy 4stredniho kola kategorie P — 1. soutézni den

Na feseni iloh mate 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pfi soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého p¥ikladu musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdtvodnujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho Feseni
(Gasova a pamétova slozitost). Slovni popis FeSeni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zépisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na VaSe feSeni pfedchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska feseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-ITI-1 a P-III-2 je tfeba uvést zapis algo-
v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozumitelném
pseudokédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani
v poli, t¥idéni apod. ReSeni tilohy P-III-3 bude vypadat podobné, ale
misto pseudokédu musi obsahovat program pro stromochod.

Za kazdou tlohu muzete ziskat maximalné 10 bodt. Hodnoti se nejen spravnost fese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (vCetné zdtivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce.

V zadéani kazdé dlohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efek-
tivnim vyfeSenim tlohy rozumime to, Zze vas program spustény s takovymi daty na
soucasném bézném pocitac¢i dokonci vypocet béhem nékolika sekund.

P-III-1 Bizoni rezervace

V Severni Americe stale preziva nékolik stad bizont. Jakkoliv nepravdépodobné
se to muze zdat, kazdé stado se vzdy pohybuje po pfedem znamé pifimce a nikdy
ji neopusti. Kazdé setkani dvou stad na jednom misté je jedineény zazitek, a proto
ochranci pfirody vyhlasili kazdé misto, kde by setkdni mohlo nastat, chranénou
pfirodni pamatkou. Nyni je potfeba vSechny vytycené prirodni paméatky ohradit a
vytvorit tak unikatni bizoni rezervaci. Budovani ohrady je nakladné, a proto bychom
chtéli, aby celkova délka ohrady byla co nejkratsi.

Uvazujme, Zze Severni Amerika je nekonecnd rovina, zadné dvé primky, po kte-
rych se stdda bizoni pohybuji, nejsou rovnobézné a zadné tii takové primky se
neprotinaji v jediném bodé. Naleznéte ohradu s nejmensim obvodem, kterd obsa-
huje vSechny priseéiky zadanych pfimek. Ohradu popiste soufadnicemi pfirodnich
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pamatek na jejim obvodu ve sméru chodu hodinovych rucicek. Lezi-li néjaké ptirodni
pamaétka z obvodu na pfimce mezi dvéma jinymi piirodnimi pamatkami na obvodu,
pak ji nevypisujte. Existuje-li vice vyhovujicich feseni, naleznéte libovolné z nich.
Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu je jediné piirozené éislo N (3 < N < 10%) — pocet stad
bizont. Nasleduje N 1adkt a kazdy z nich popisuje jedno bizoni stado. Konkrétné,
i-té bizoni stddo je popsano tiemi celymi ¢isly oddélenymi mezerami A;, B; a C;,
74dné z nich v absolutni hodnoté nepiesdhne 106. Navic mtzete predpokladat, Ze
pro zadné stddo nenastane A; = B; = 0. Potom se i-té stddo pohybuje po pfimce
urcené takovymi dvojicemi bodu (z,y), pro které plati

Zadané pfimky budou spliiovat pfedpoklady ze zadéni (z4dné dvé nejsou rov-
nobézné ani shodné a zadné tii se neprotinaji v jednom bodg).
Format vystupu

Vypiste soutfadnice pfirodnich pamatek na obvodu hledané ohrady, v pofadi po

sméru hodinovych rucic¢ek. Souradnice kazdé pamatky vypisujte na zvlastni radek a
oddélte je mezerou.

Priklad

Vstup: Vijstup:
4 00
010 22
1-10 3.5 -1
216

243

Vstup odpovida nasledujicimu obrazku, teckovana ¢ara znazornuje hledanou ohradu.

Bodovani

Plnych 10 bodu ziskate za spravné feSeni, které ulohu efektivné vytesi pro
N < 10°. A% 5 bodt miizete ziskat za spravné feseni, které tlohu efektivné vyiesi
pro N < 1000.



P-II1I-2 Hostina

Hostimir si nasel nové zaméstnani. Kazdy zaméstnanec jeho nové firmy méa pev-
né stanovenou pracovni dobu. Kazdému je jeho pracovni doba stanovena s ohledem
na jeho potieby — néktefi mohou pracovat jen rano, né€kteri pracuji i pres pilnoc,
a podobné; nikdo ale nepracuje cely den. Stejny rozvrh se opakuje pravidelné kazdy
den.

Hostimir by rad upekl koldcky a pohostil ostatni zaméstnance. Nicméné vi,
ze jakmile kolacky vybali, vSichni se na né vrhnou a okamzité je snédi. Vzhledem
k riznym rozvrhim zaméstnanci ale nemusi nikdy byt ve firmé vSichni pfitomni
zaroven. Aby tedy pohostil vSechny zaméstnance, bude Hostimir muset upéct vice
davek; pomozte mu urcit kolik.

SoutéZni tloha

Na vstupu dostanete celé éislo m udévajici délku dne (v milisekundéch) na
Hostimirové planeté a n intervalt (a;,b;) uddvajicich za¢atky a konce pracovnich
dob zaméstnanct, opét v milisekundach. Mtze byt i b; < a;, v tom pfipadé dany za-
méstnanec pracuje pres ptlnoc. Vybali-li Hostimir kolacky v ¢ase ¢, pohosti vSechny
zaméstnance spliujici a; <t < b; nebo b; < a; <t nebot <b; < a;.

Naleznéte co nejméné cCasu tq,...,t; takovych, ze vybali-li Hostimir kolacky
v téchto ¢asech, pak pohosti vSechny zaméstnance firmy.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete dvé pfirozend ¢&isla, n am (1 <n < 10, 4 <m <
10%), kde ¢islo m udéva podet milisekund dne na Hostimirové planeté a n je podet
zameéstnanci firmy. Na i-tém z dalsich n fadkad jsou dvé rizné celd ¢isla a; a b;, kde
0<a;b; <m.

Format vystupu

Vypiste jedno celé ¢islo k£ udéavajici nejmensi pocet riznych cast takovych, ze
kazdy zaméstnanec je ve firmé v alesponi jeden z nich (vybali-li tedy Hostimir kolacky
v téchto k casech, pohosti vSechny zaméstnance).

Priklad

Vstup: Viystup:
3 20 2

14

15 18

19 3

Hostimir miize vybalit kolacky v c¢asech 3 a 16.
Bodovani

Plnych 10 bodu ziskate za spravné reseni, které ulohu efektivné vyresi pro n <
108. A% 7 bodti miizete ziskat za feseni, které ilohu efektivné vytesi pron < 1000. Az
5 bodd muzete ziskat za feSeni, které pfedpokladé, ze nikdo nepracuje pfes pulnoc
(tj. vSechny zadané intervaly (a;,b;) spliuji a; < b;).
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P-III-3 Stromochod

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je identicky se studijnim textem z domaéciho a krajského kola.

Pro kazdy vrchol stromu definujeme jeho levy podstrom, ktery obsahuje levého
syna a vSechny jeho (i nepfimé) potomky. Pokud levy syn neexistuje, levy podstrom
je prazdny. Analogicky pravy podstrom.

O stromu pak fekneme, Ze je dokonale vyvdzZeny, pokud pro kazdy jeho vrchol
plati, Ze pocet vrcholi v levém a pravém podstromu se lisi nejvyse o 1. Naptiklad
prvni strom na nésledujicim obrazku je dokonale vyvazeny, zatimco druhy ne: levy
podstrom Sedivého vrcholu je prazdny, ale pravy dvouvrcholovy.

Naprogramujte stromochod, aby ovéril, zda je zadany strom dokonale vyvéazeny.
Odpovézte znackou ok v kofeni.

Ve svém TeSeni nemusite programovat technické detaily, ale popiste je dosta-
te¢né podrobné na to, aby bylo jasné, jak se na stromochodu naprogramuji a s jakou
slozitosti.



Studijni text

V tomto ro¢niku olympiddy budeme programovat stromochod — specialni zafi-
zeni urcené k prochazeni binarnich stromi.

Graf se sklada z konecné mnoziny vrcholi a konecné mnoziny hran. Kazda
hrana spojuje dva vrcholy, kazdé dva vrcholy jsou spojeny nejvyse jednou hranou.
Hrany nemaji smér — nerozlisujeme, ktery vrchol je pocateéni a ktery koncovy. Cesta
fikdme posloupnosti vrcholi, které na sebe navazuji (i-ty je spojeny hranou s (i +1)-
nim).

Strom je graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna cesta.
Strom mutzeme zakorenit — jeden jeho vrchol prohlésit za koren. Pro kazdé dva vr-
choly spojené hranou pak umime Fici, ktery z nich je otec (to je ten blizsi kofeni)
a ktery syn. Kofen je jediny vrchol, ktery neméa otce. Vrcholiim, které nemaji zad-
né syny, fikdme listy stromu. Podstrom budeme fikat ¢asti stromu tvorené danym
vrcholem, jeho syny, syny jeho syni, a tak dédle az k listim. Podstrom je tedy také
strom a dany vrchol je jeho kofenem.

Bindrni je takovy zakofenény strom, jehoz kazdy vrchol ma nejvyse dva syny.
U synt rozlisSujeme, ktery z nich je levy a ktery pravy. Dokonce i v pfipadech, kdy
existuje jen jeden syn, zajima nas, zda je levy, nebo pravy.

Na nasledujicim obrazku vidite nékolik riznych binarnich stromi:

Stromochod slouzi k Teseni riznych problému tykajicich se binarnich strom.
Mizeme si ho predstavit jako pocitac¢, ktery se pohybuje po stromu a v kazdém
okamziku vypoctu se nachézi v pravé jednom z vrcholid stromu.

Pamét stromochodu je omezené: miiZe si pamatovat jen koneéné mnozstvi bitt
informace, tedy v kazdém okamziku se muze nachazet jen v jednom z kone¢né mnoha
stavii. Mimo to stromochod smi poznamenavat informace do navstivenych vrcholi:
do kazdého vrcholu se vejde opét jen koneéné mnozZstvi informace a tyto informace
miize stromochod ¢ist a zapisovat pouze v tom vrcholu, v némz se zrovna nachézi.
Témto tdajim ulozenym ve vrcholu budeme fikat znacky.

Stromochod budeme programovat v jazyce podobném Pascalu nebo C. Kvi-
li omezeni na konec¢ny pocet stavii mizeme pouzivat pouze celociselné proménné
s pfedem danym rozsahem (tfeba 0..9) a booleovské proménné pro pravdivostni
hodnoty. To naptiklad znamend, Ze neni mozné pouzivat pole ani ukazatele. Z fi-
dicich konstrukei jsou k dispozici podminky, cykly a goto. Procedury a funkce je
mozné pouzivat, ale na jejich parametry se vztahuji stejnd omezeni na typy a neni
povolena rekurze.

Na aktudlni vrchol se muzeme odkazovat prostfednictvim proménné V. Ta se
chova jako zdznam (pascalsky record, Céckova struct) a obsahuje znacky uloZené
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ve vrcholu. Podobu znacek si mizete pfedepsat, ale musi jich byt konstantni pocet
a opét plati omezeni na povolené typy.

Pokud chceme stromochod pfesunout do levého syna, zavoldme funkei jdi_1.
Podobné jdi_p pro pravého syna a jdi_o pro otce. Tato funkce neméa zadné para-
metry ani vysledek. Pokud se pokusite pfesunout do neexistujiciho vrcholu, program
se zastavi s chybou. Proto se hodi predem otestovat, zda syn ¢i otec existuje: k tomu
slouzi funkce ex_1, ex_p a ex_o. Ty nemaji zddné parametry a vraceji booleovskou
hodnotu.

Vypocet stromochodu probiha nasledovné. Na vstupu dostaneme néjaky strom,
stromochod umistime do jeho kofene a vSechny znacky vynulujeme. Vyjimku mohou
tvorit znacky, o kterych je vyslovné feceno, ze jsou soucasti vstupu. Poté se rozebéhne
program, stromochod se prochazi po stromu a nakonec se zastavi. Vystup potom
pfecteme z urcenych znacek.

Pozor, jeden program pro stromochod musi danou tlohu fesit pro vsechny
stromy. Rozsah proménnych tedy nesmi zaviset na velikosti stromu.

Efektivitu program® muzeme posuzovat obvyklym zpisobem. Doba béhu pro-
gramu bude odpovidat po¢tu presunt po stromu, ¢asova slozitost je maximum z dob
béhu pres vSechny stromy s danym pocétem vrcholt. Paméfovou slozitost neposuzu-
jeme, protoZe vSechny programy ukladaji linedrni mnozstvi informace.

Priklad

Rozmysleme si, jak stromochodem navstivit vSechny vrcholy stromu a do kaz-
dého umistit znacku. Strom budeme prochézet do hloubky: za¢neme v kofeni, pak
se zanofime do levého podstromu, az se z néj vratime, presuneme se do pravého
podstromu, a nakonec se vratime z celého stromu. (Pokud si strom nakreslime na
papir, tento priichod odpovid4 obchézeni z kofene proti sméru hodinovych ruciéek.)

Jelikoz neméme k dispozici rekurzi, budeme si v kazdém vrcholu pamatovat
znacku jménem stav, kterd bude fikat, kolikrat jsme uz ve vrcholu byli. Navstivime-
li vrchol poprvé, zamifime do levého syna; podruhé zamirime do pravého a potfeti
se uz vratime do otce. Pokud levy nebo pravy syn neexistuji, budeme se chovat, jako
bychom se z nich okamzité vratili.

Program bude vypadat nasledovné.

type vrchol = record
{ Tento typ popisuje, jaké zna&ky ukladame do vrchold }

byl_jsem_tu: boolean; { Chceme nastavit ve v8ech vrcholech }
stav: 0..3; { Kolikrat jsme ve vrcholu byli }
end;
begin
repeat
V.byl_jsem_tu := true;
V.stav := V.stav + 1;

case V.stav of
1: if ex_1 then jdi_1;
2: if ex_p then jdi_p;
3: if not ex_o then halt else jdi_o;



end;
until false;
end.

Casova slozitost tohoto programu je linearni s po¢tem vrcholt, protoze kazdy
vrchol navstivime nejvyse t¥ikrat.



