65. ro¢nik Matematické olympiady — 2015/2016
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Hotel 2

Ulohu je vhodné fesit od nejvyssiho poschodi hotelu. Piedstavme si, ze na
zacatku kazdy host vyjede vytahem do nejvyssiho poschodi, kde muize bydlet. Poté
prijde teditel hotelu a postupné pro kazdé poschodi shora doli zopakuje nasledujici
proceduru: Pokud zde ¢eka na ubytovani nejvyse n hostl, ubytuje je vSechny. Jestlize
zde ¢eka vice hostii, ubytuje pouze téch n, ktefi mu zaplati nejvice, a ostatni posle
o poschodi nize.

Dokazeme, ze uvedenym postupem vzdy ziskame optimalni fesSeni. Za¢neme od
nejvyssiho poschodi hotelu. Necht C je mnozina téch lidi, které by tam ubytoval
nas algoritmus. Tvrdime, Ze ezistuje optimdini Tesent, v némz v nejvyssim poschodi
ubytujeme prdavé lidi z mnoZiny C'.

Ukazeme, ze libovolné optimdini feSeni mizeme beze zmény zisku zménit na
takové, ve kterém plati nase tvrzeni. Méjme tedy libovolné optimalni feseni. Pokud
jsou v ném vsichni lidé z C' ubytovéani v nejvyssim poschodi, jsme hotovi.* V opa¢ném
pripadé musi existovat néjaky ¢lovek ¢ z C, ktery tam ubytovany neni. Rozlisime tii
pripady:

e Clovék ¢ v naSem optimalnim feseni bydli v nékterém niz§im poschodi

a v nejvyssim poschodi mame volny pokoj. V tom ptipadé ¢lovéka ¢ do

tohoto volného pokoje pfemistime, ¢imz se zisk nezméni.

e Clovék ¢ v naSem optimalnim feSeni bydli v nékterém nizsim poschodi,

ale nejvyssi poschodi je plné. V tom piipadé méme v nejvyssim poschodi

¢lovéka d, ktery do C nepatii. Lidi c a d tedy vyménime. Tim se zjevné zisk

nezmeéni a opét dostaneme platné feseni: ¢lovek ¢ mtze bydlet v nejvyssim
poschodi, nebot patfi do C, ¢lovéka d jsme presunuli na niz$i poschodi,

nez ptvodné bydlel.

¢ Clovéka c jsme v nasem optimélnim FeSeni neubytovali. Nejvyssi poschodi

musi byt v nasem feSeni zjevné plné, jinak bychom tam mohli ¢lovéka c

pridat a mit lepsi feSeni. Proto opét existuje ¢lovék d jako v predchozim

bodé. A jelikoz (diky volbé mnoziny C') ¢lovék ¢ zaplati asponi tolik ja-

ko ¢lovék d, dostaneme aspon stejné dobré feseni, kdyz misto clovéka d

ubytujeme c.t

Opakovanim vyse uvedeného postupu tedy muzeme libovolné optimalni feSeni
zménit na takové optimalni Teseni, v némz v nejvyssim poschodi bydli pravé lidé

* V naSem tvrzeni jsme uvedli, Ze ubytujeme prdvé lidi z C. Snadno ale nahléd-
neme, ze to musi byt v dané chvili pravda. Jestlize |C| < n, nikdo dalsi tam nemuze
byt, a kdyz |C| = n, uz tam nen{ misto pro nikoho dalsiho.

t Takovéto situace nastane jediné tehdy, kdyZ c a d zaplati za ubytovani stejné,
jenom d mél smilu, Ze se do mnoziny C' uz nevesel.
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z mnoziny C. Tim jsme dtkaz tspésné dokoncili. Vidime, Ze néas algoritmus na
nejvyssim poschodi hotelu nic nepokazi.

Zaroven jsme ale dokazali i celkovou spravnost algoritmu. Jakmile jsme totiz
ubytovali vybrané hosty v nejvyssim poschodi, miuzeme jednoduse zapomenout na
to, Ze toto poschodi a tito hosté existuji. Tim dostaneme stejny problém, ale uz jenom
pro zbytek hotelu a zbytek hostd. Stejnou tvahu tak mutzeme postupné opakovat
pro kazdé poschodi hotelu.

Posledni otazkou zustéva efektivni implementace uvedeného postupu. Abychom
nemuseli v kazdém poschodi znovu zjistovat, ktefi hosté jsou ochotni zaplatit nejvice,
pouzijeme na uloZeni aktudlni mnoziny hosti haldu, v niz budou hosté usporadani
podle ¢astky, kterou jsou ochotni zaplatit. Algoritmus tedy za¢ne vypocet s prazdnou
haldou a néasledné pro kazdé poschodi shora dolt vykona tyto kroky:

1. Vlozi do haldy vsechny lidi, ktefi maji svou maximalni vysku na aktualnim
poschodi.

2. Postupné vybira z haldy (nejvyse) n lidi, ktefi budou ubytovani v tomto
poschodi.

Algoritmus dokézeme implementovat s ¢asovou slozitosti O(p + hlogh).

#include <iostream>
#include <queue>
#include <vector>
using namespace std;

// Pro ulozeni hostdl si vytvofime strukturu.

// "V&tsi" host ma vét3i prioritu na ubytovani.

struct host { int id, platba; };

bool operator< (const host &A, const host &B) { return A.platba < B.platba; }

int main() {
// Cteme vstup
int P, N, H;
cin >> P >> N >> H;
vector<int> vysky(H), platby(H);
for (int h=0; h<H; ++h) cin >> vyskyl[h];
for (int h=0; h<H; ++h) cin >> platby[h];

// Inicializujeme vystupni proménné
long long zisk = 0;
vector<int> ubytovani(H,-1);

// Umistime kaZdého hosta na nejvys$3i poschodi, kde miZe bydlet
vector< vector<host> > hotel(P+1);
for (int h=0; h<H; ++h) hotel[ vysky[h] ].push_back( { h, platby[h] } );

// Postupné v kazdém poschodi shora dold ubytujeme hosty
priority_queue<host> Q;
for (int p=P; p>=1; —-p) {
for (const auto &h : hotel[pl)
Q.push(h);
for (int n=0; n<N; ++n) if (!Q.empty()) {
host h = Q.top();
Q.popQ);



zisk += h.platba;
ubytovani[h.id] = p;

}

// VypiSeme vystup

cout << zisk << "\n";

for (int h=0; h<H; ++h) cout << ubytovanil[h] << (h+i==H ? "\n" : " ");
}

P-II-2 LyZovani

Ukol A snadno vyfesime oby¢ejnym prohledavanim grafu. V tikolu B vede k op-
timalnimu feseni jednoduché pouziti dynamického programovani.

Ukol A

Potrebujeme nalézt vSechny bufety, které maji dvé vlastnosti: jsou dosazitelné
z lokality 1 (z horni stanice lanovky) a zaroven z nich je dosaZitelnd lokalita 0 (dolni
stanice lanovky).

Vsechny lokality dosazitelné z lokality 1 najdeme tak, Ze z ni spustime prohle-
déavani (napfiklad do hloubky nebo do $itky). Stejnym postupem ziskdme i vSechny
lokality, z nichz je dosazitelna lokalita 0, jenom tentokrat zadany graf prohledavame
proti sméru orientace hran — jako bychom zacali u dolni stanice lanovky a postup-
né jsme zjistovali, kam vSude se dostaneme, kdyz ptjdeme po sjezdovkach smérem
nahoru. Pii vhodné reprezentaci grafu v paméti ma toto feSeni Casovou slozitost
O(n + z), tedy linedrni vzhledem k velikosti vstupu.

from queue import Queue

N, Z, B = [ int(x) for x in input().split() 1]
bufety = [ int(x) for x in input().split() ]

sjezdovky_dolu = [ [] for n in range(N) ]

sjezdovky_nahoru = [ [] for n in range(N) ]

for z in range(Z):
odkud, kam = [ int(x) for x in input().split() ]
sjezdovky_dolu[odkud] .append( kam )
sjezdovky_nahoru[kam] . append( odkud )

def prohledej(graf, start):
# Prohleda do 8ifky dany graf z daného vrcholu,
# vrati pole booleant: kam se miZeme dostat, a kam ne.
navstivil = [ False for _ in range(len(graf)) ]
navstivil[start] = True
Q = Queue()
Q.put(start)
while not Q.empty():
kde = Q.get()
for kam in graf [kde]:
if not navstivil[kam]:
navstivil[kam] = True
Q.put (kam)
return navstivil

umime_z_1 = prohledej( sjezdovky_dolu, 1 )
umime_do_O = prohledej( sjezdovky_nahoru, 0 )
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dobre_bufety = [ b for b in bufety if umime_z_1[b] and umime_do_O[b] ]
print( len( dobre_bufety ) )

Ulohu lze Fesit také pomoci jediného prohledavani do hloubky. Jedna se vlastné
o jednodussi verzi feSeni ukolu B.

Ukol B

Pro kazdou lokalitu x si mzeme polozit nasledujici otazku: ,,Kdyz zacneme
lyzovat v lokalité « a pojedeme odtud do lokality 0, kolik nejvyse bufetti miuzeme
cestou navstivit?“

Odpovéd na tuto otézku si ozna¢ime M (z), pficemz se dohodneme, Ze jestlize
se z lokality  do lokality 0 viibec nedé dostat, bude M (z) = —oo.

Resenim tikolu B je hodnota M (1), tu tedy chceme vypocitat. Abychom toho
dosahli, spoéitame postupné ve vhodném pofadi hodnoty M (x) pro vSechny lokality
dosazitelné z lokality 1.

Snadno stanovime hodnotu M (0): protoze v lokalité 0 neni bufet a ani uz nikam
nelyZujeme, jisté plati M (0) = 0.

Predstavme si nyni, ze jsme v néjaké jiné lokalité z. Jak vypada optimélni fe-
Seni? V prvni fadé se podivame, zda je v lokalité x bufet, a pokud ano, navstivime
ho. Potom se podivame na sjezdovky, které vedou z lokality z. Lokality, kam tyto
sjezdovky vedou, oznacime ¥, ..., yr. Musime si nyni vybrat jednu ze sjezdovek a
vydat se doli po ni. Ale kterou? Ktera ndm d4 nejlepsi feseni? Abychom se spravné
rozhodli, potfebujeme znat hodnoty M (y1),..., M (yx). Ty ndm pro kazdou loka-
litu y; Fikaji, kolik bufetd jesté zvladneme navs$tivit, kdyZz se nyni vydame do ni.
Protoze chceme navstivit co nejvice bufetl, vybereme si samoziejmé tu nasledujici
lokalitu, jejiz hodnota M je nejvétsi. Plati tedy vztah:

M(z) =[1 jestlize je v lokalité = bufet |
+ max {M (y;) : existuje sjezdovka z z do y;}

Tento vztah miZzeme snadno zapsat jako rekurzivni funkci. Abychom dostali
efektivni algoritmus, pro kazdé x budeme hodnotu M (x) pocitat jen jednou. Jakmile
ji zjistime, zapiseme si ji do pole a v dalsim vypoctu budeme pouzivat tuto ulozenou
hodnotu.

Touto upravou dostaneme program, ktery nejvyse jednou zpracuje kazdou lo-
kalitu a rovnéz nejvyse jednou zpracuje kazdou sjezdovku — vzdy pfi zpracovani
lokality postupné projdeme vSechny sjezdovky, které z ni vedou. Casové slozitost je
proto ©(n + z). Toto feSeni je zjevné optimalni, kdyZ uZ jenom na pfecteni vstupu
potfebujeme tadové stejny pocet krokt vypoctu.

N, Z, B = [ int(x) for x in input().split() ]
bufety = [ int(x) for x in input().split() ]

pocet_bufetu = [ 0 for n in range(N) ]
for b in bufety: pocet_bufetul[b] = 1

sjezdovky = [ [] for n in range(N) ]

for z in range(Z):
odkud, kam = [ int(x) for x in input().split() ]
sjezdovky [odkud] .append( kam )



# Pomocné pole, ve kterém si pamatujeme jiZ vypo&itané hodnoty M()

pamet = [ None for n in range(N) ]

def M(x):
if pamet[x] is not None: return pamet[x] # hodnotu M(x) uZ zname
if x == 0: return O # vime, Ze M(0) je O

odpoved = float(’-inf’)
for kam in sjezdovky[x]: odpoved = max( odpoved, pocet_bufetul[x] + M(kam) )
pamet [x] = odpoved
return odpoved
print( M(1) )

Stejné dobré feseni miizeme implementovat i bez pouziti rekurze. Za¢neme tim,
ze najdeme tzv. topologické uspordddni vrcholi naseho grafu — tedy jedno pfipustné
uspofadani lokalit podle jejich nadmotské vysky. V tomto potfadi (pocinaje od nejnize
poloZenych) postupné kazdou lokalitu jednou zpracujeme pomoci vySe uvedeného
vzorce a odpovéd si zapamatujeme.

P-I1I-3 Michani karet

Pohyb jedné karty

Pro zacatek vezmeme jedno konkrétni eso a budeme sledovat, jak bude pfi
opakovaném michani karet ménit svoji pozici v balicku. VSsech moznych pozic esa
v balicku je n, takze nejpozdé€ji po n michanich se eso jisté ocitne na stejné pozici,
na které jiz nékdy predtim bylo. Protoze pozice esa po zamichani karet je urcena
pouze jeho pozici pred timto michanim, od tohoto okamziku se eso bude pohybovat
stejné, jako kdyz bylo na téze pozici naposledy. Jinymi slovy, jeho pozice se budou
periodicky opakovat.

Dalsim zajimavym pozorovanim je, ze kdyZ se eso poprvé dostane na pozici,
v niz uz bylo, bude to urcité ta pozice, kde bylo eso na samém zacatku. Pokud by to
totiz byla néjaka jind pozice, znamenalo by to, Ze se do této pozice mohlo eso dostat
z dvou riznych mist. To ale neni mozné, jelikoz na kazdou pozici v balicku se vzdy
dostane pravé jedna karta. Eso tedy méni pozice periodicky hned od zacatku.

Kdyby nas zajimalo, ve kterych okamzicich bude nase eso na néjaké konkrétni
pozici X, staci simulovat jeho pohyb krok po kroku, dokud se nedostane zpét na
pozici, v niz zac¢inalo. To se stane urcité nejpozdéji po n krocich. Celd simulace ndm
tedy bude trvat v nejhor$im p¥ipadé linearni ¢as (jeden krok dokdZzeme simulovat
v konstantnim Case, sta¢i pamatovat si jen pozici esa a tu aktualizovat). Pocet krokt
potfebnych k tomu, aby se eso dostalo zpét na svoji poc¢atecéni pozici (tedy periodu,
s niz se pozice esa opakuji) ozna¢ime p. Jestlize se béhem simulace dostalo eso na
pozici X po k krocich od zacatku, potom na této pozici bude pravé tehdy, kdyz
pocet provedenych michani od zacatku dava zbytek k po déleni p.

Pohyb dvou karet

Uvazujme nyni néjakd dvé konkrétni esa (naptiklad srdcové a pikové) a néjaké
dvé konkrétni pozice X a Y. V kterych okamzicich bude srdcové eso na pozici X
a soucasné pikové eso na pozici Y7 Periodu, s niz se opakuje pozice srdcového esa,
oznacime p; a periodu pikového esa oznacime p,. Pocet krokti, po nichz se srdcové
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eso poprvé dostane na pozici X, oznac¢ime k; a pocet krokt, po nichz se pikové eso
poprvé dostane na pozici Y, oznac¢ime ko. Periody pi,p2 a Cisla ki, ko dokdzeme
nalézt v linedrnim ¢ase simulovdnim pohybu es (kazdého zvl4st). Pokud nékteré
z Cisel k1, ko neexistuje (tedy nékteré z es se nikdy nedostane na pozadovanou pozici),
potom vime, Ze situace se srdcovym esem na pozici X a pikovym esem na pozici Y
nenastane nikdy. V opa¢ném pripadé€ nastane pravé tehdy, kdyz pocet michani od
zacatku dava zbytek k1 po déleni p; a zbytek ko po déleni po.

Nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel p; a ps oznac¢ime m. VSimnéte si, ze po m kro-
cich od zac¢atku budou obé esa na stejné pozici, kde byla na zac¢atku. Od tohoto
okamziku se budou jejich pozice ménit stejné, jako se ménily od zacatku. Jestlize te-
dy dosud nenastala situace, v niz je srdcové eso na pozici X a pikové eso na pozici Y,
potom tato situace nenastane nikdy. Pokud nékdy po ¢ krocich od zacatku takova si-
tuace nastala, potom se bude opakovat kazdych m krokt. D¥ive nez po m krocich se
zopakovat nemuze, nebot potom by p; a ps mély spoleéného délitele mensiho nez m.
Proto situace, kdy je srdcové eso na pozici X a pikové eso na pozici Y, nastane pravé
tehdy, kdyz pocet kroki od zacatku dava zbytek ¢ po déleni m.

Cislo ¢ bychom mohli nalézt tak, Ze pro kazdé &islo od 0 do m — 1 ovéfime,
zda dava zbytek ki po déleni p; a zbytek ko po déleni ps. Efektivnéjsim FeSenim je
oveéfovat to jen pro ¢isla, kterd davaji zbytek ki po déleni p;: postupné projdeme
Gisla k1,p1 + k1,2p1 + k1,...,(m/p1 — 1) - p1 + k1 a pro kazdé z nich ovéiime, zda
davé zbytek ko po déleni py. Jelikoz m/p; < pa, projdeme nejvyse py Cisel, tedy celé
feSeni bude mit ¢asovou slozitost O(pz), coz je v nejhorsim pfipadé O(n).

Pohyb ¢tyt karet

Podivejme se nyni na vSechna Ctyfi esa a na néjaké ¢tyfti pozice X1, X2, X3, X4.
Kdy budou soucasné prvni eso na pozici X7, druhé na pozici Xs, tfeti na pozici X3
a Ctvrté na pozici X7 Periody es si oznacime postupné pi, p2, p3, p4 a pocty krok,
po nichz budou v8echna esa poprvé na své pozici X;, oznacime k1, ks, k3, k4 (vS8echna
tato ¢isla umime nalézt v linedrnim case). Pokud nékteré z ¢isel k; neexistuje, potom
nase situace nenastane nikdy. Nejmensi spoleény nasobek p; a ps oznacime m;. Jiz
umime v ¢ase O(p2) zjistit, kdy bude prvni eso na pozici X; a zarovenn druhé na
pozici X — bud to nenastane nikdy (a jsme hotovi), nebo vzdy, kdyz podet kroki
davéa zbytek ¢1 po déleni mq, kde ¢; je néjaké vhodné ¢islo.

Kdy budou prvni tfi esa na svych pozicich? Vzdy, kdyz pocet kroka dava
zbytek ¢1 po déleni m; a zbytek k3 po déleni p3. Podobny problém jsme uz fesili a
stejné jako predtim dokdzeme v ¢ase O(ps) nalézt takové ¢éislo £o, Ze prvni tii esa jsou
na spravnych pozicich pokazdé, kdyz pocet kroku dava zbytek £o po déleni msy, kde
ms je nejmensi spoleény nasobek mi a p3. Nebo miZeme zjistit, ze takové ¢islo £
neexistuje a prvni tii esa nikdy nebudou soucasné na spravnych pozicich.

Nakonec tuto tivahu jesté jednou zopakujeme pro ¢tvrté eso a v case O(py)
najdeme Cisla /3 a mg takova, ze vSechna Ctyfi esa jsou na spravnych pozicich tehdy,
kdyz pocet krokd dava zbytek ¢3 po déleni ms (nebo zjistime, Ze esa nikdy nebudou
v8echna soucasné na spravnych pozicich). Celé toto zjisfovani ndm trvalo linedrni
Cas, protoze jsme provedli jenom konstantné mnoho krat linedrni mnozstvi prace.
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V nasi tloze sice nemame presné stanoveno, které eso mé pfijit na kterou
pozici (a v optimalnim FeSeni mozné néktera esa ani nebudou na zadné z vrchnich
péti pozic), existuje ale jenom konstantni pocet moznosti jak zvolit, kterd esa budou
mezi vrchnimi péti kartami a pro kazdé z nich na které konkrétni pozici ma byt. Pro
kazdou z téchto moznosti umime v linedrnim Case zjistit, zda a kdy nastane. Potom
uz pouze vybereme tu nejlepsi. Cely algoritmus méa proto ¢asovou slozitost O(n).

Moznosti, jak lze esim prifadit pozice, je sice konstantni pocet, ale je jich
hodné. Pocet zkoumanjch moznosti mizeme znac¢né omezit napiiklad tim, Ze ne-
bereme v tivahu ty, v nichz by se nékteré eso mélo dostat na pozici, na kterou se
nikdy nedostane. Mizeme také vyuzit toho, ze kdyZz se dvé esa mohou dostat na
stejnou pozici, potom musi mit stejnou periodu. Nékteré jejich vzajemné pozice tak
vylou¢ime v konstantnim case.

Cinska zbytkova véta

Lineéarni feseni, které jsme si ukazali, vyuzivalo pro nalezeni spole¢né periody a
offsetu trik: bylo tfeba vSimnout si, Ze kazdé eso ma cyklus délky nejvyse n a nasledné
mensi cykly kombinovat do jednoho velkého ve vhodné zvoleném poradi. Za zminku
stoji, ze v teorii ¢isel zname néstroj, ktery nam umoznuje provést takovéto ,spojeni
cykli® jesté efektivnéji. Tzv. ¢inska zbytkova véta dava efektivni predpis, jak nalézt
hledanou spolec¢nou periodu a offset. Vice se o jejim pouziti v algoritmech doctete
v Kuchaice KSP o teorii éisel (http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel). Po-
moci tohoto nastroje by bylo mozné jednotlivé periody nasich ¢tyr es zkombinovat
do jedné dokonce v ¢ase O(logn). Toto ale v Feseni tlohy nebylo zapotfebi, nebot
predtim jsme stejné museli stravit ©(n) ¢asu hleddnim cyklt v permutaci karet.

P-II-4 Sufixové stromy

V obou tkolech stacilo ,spravné se podivat na vhodny sufixovy strom. Uké-
zeme si, jak na to.
Ukol A: nejdelsi spoleény podietézec

V doméacim kole jsme zjistili, Ze kdyz méme pismenkovy strom obsahujici vSech-
ny sufixy fetézce S, pak kazdy jeho vrchol odpovida jednomu z Fetézcu, které se v .S
aspoil jednou vyskytuji jako podfetézce. (Odborné fikdme, Ze se jedna o bijekci mezi
podietézci a vrcholy stromu.)

Ekvivalentné, podfetézce fetézce S jsou pravé vSechny takové fetézce, které si
muzZeme precist na néjaké cesté z kofene stromu dolu.

V sufixovém stromé (ktery vznikne zkomprimovinim hran ve vyse uvedeném
pismenkovém stromé) tedy kazdy podietézec fetézce S také odpovida néjaké cesté
z kofene stromu dold, jenom tentokrat pro nékteré podfetézce muze tato cesta koncit
nékde na jedné z hran.

Ukol A bychom mohli vytesit tak, Ze si postavime dva samostatné sufixové
stromy (jeden pro S a druhy pro T') a nasledné Sikovnym zpusobem oba najed-
nou prohleddame. Snaze implementovatelné feseni ovSem dostaneme pouzitim triku
uvedeného ve studijnim textu — rozsifeného sufixového stromu.
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Nase feSeni zahdjime tim, Ze si postavime sufixovy strom pro Fetézec S$T#.
Znaky $ a # se nevyskytuji nikde v fetézci S ani v fetézci T, slouzi ndm jako znacky
jejich koncii. Navic zajistuji, ze kazdému sufixu fetézctt S$T a T odpovidd v naSem
sufixovém stromé néjaky list — viz ¢ast ,,Sufixovy strom se zarazkou® ve studijnim
textu.

Z tohoto stromu budeme ignorovat vSechno, co se nachazi pod vyskyty za-
razky $. Kdybychom tedy méli napriklad hranu, na niz by bylo napsano ,,...$T#*,
budeme se tvarit, Ze je na ni napsano pouze .. .. $*. Takto dostaneme sufixovy strom,
ktery je jakoby sjednocenim dvou sufixovych stromi: jednoho pro fetézec S$ a dru-
hého pro fetézec T#. Takto by strom vypadal pro fetézce S = kalerab a T = prales
z prikladu v zadani:

ale
rab$,
OJOXCIO)

Na obrazku jsme udé€lali jednu zménu v zajmu Citelnosti: misto toho, abychom
fetézce psali na hrany, kterym odpovidaji, piSeme kazdy retézec do toho vrcholu, do
néhoz odpovidajici hrana vede.

Jak nyni najdeme nejdelsi spoleény podfetézec? Zacneme tim, ze si Cervené
obarvime vSechny vrcholy, které predstavuji podietézce fetézce S$. To muzeme pro-
vést jednim prohledanim sufixového stromu do hloubky: list obarvime, kdyZ Fetézec
na hrané, kterd do néj vede, konci $; vnitini vrchol stromu obarvime, jestlize jsme
obarvili aspon jednoho z jeho syni.

L JOX K X X
LK N JON JON JO©
L _JO)



Potom zluté obarvime vSechny vrcholy predstavujici podfetézce Tetézce TH#.
Vrcholy, které jsme obarvili ¢ervené i zluté (nazveme je oranzové) piedstavuji vSechny
podretézce, které se vyskytuji v .S$ a zaroven v T# — jinymi slovy, jsou to spole¢né
podretézce Tetézci S a T'.

JONOX IOK ROXGROYO)
NN RON JON KC)
__BO)

K vyfteSeni nasi tlohy uz sta¢i jenom nalézt oranzovy vrchol, ktery lezi nej-
déle od kofene. To mtzeme provést bud tfetim prohleddvanim, nebo pfimo béhem
druhého prohledévani: pokazdé, kdyz chceme obarvit zluté dosud cerveny vrchol,
podivame se, zda jsme nenasli nové nejlepsi feseni.

Ukol B: nejkratsi perioda

Hleddme nejmensi p takové, ze fetézec S presné odpovida fetézci ,,S posunuté-
mu o p pozic doprava“. Podivejme se na pismena, kterd jsou spole¢né pro ptuvodni S
a posunuté S. Ma-li pivodni S délku n, spolecny podfetézec ma délku n— p. Protoze
lezi na konci pivodniho S, jedna se o néktery ze sufixi S. A protoze lezi na zacatku
posunutého S, jedna se zaroven o prefix S.

Plati to také naopak: kdyz pro néjaké p plati, Ze prvnich n—p pismen Fetézce S
je stejnych jako poslednich n — p pismen, pak p je periodou daného fetézce. Jestlize
tedy chceme nalézt nejkratsi periodu daného fetézce, hledame vlastné nejdelsi jeho
sufix, ktery je zaroven jeho prefixem.

Jak to udélame, kdyz mame sufixovy strom pro fetézec S? Zacneme tim, Ze
najdeme nejhlubsi vrchol v celém stromé — jinymi slovy, cestu z kofene do listu, ktera
odpovidéa celému fetézci S. Prefixiim této cesty odpovidaji pravé vSechny prefixy
fetézce S. Které z nich jsou zaroven sufixy? V nasem stromé méame konce vSech sufixi
oznaceny. Staci tedy na nasi cesté odpovidajici celému fetézci S nalézt nejhlubsi
oznaceny vrchol (jiny nez list, kterym cesta kondi).

Na nasledujicim obrazku miuzete sledovat sufixovy strom pro fetézec abraka-
dabra. Vybarvené vrcholy odpovidaji cesté, na niz lezi celé toto slovo. Nejhlubsi
ne-list na ni, kde konéi néjaky sufix, je vrchol odpovidajici podfetézci abra. Jelikoz
cely fetézec ma délku 11 a Fetézec abra ma délku 4, ma nejkratsi perioda délku
11-4=7.
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