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Resent ailoh ustiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Oriskova ¢okolada

Prestoze se hra muze vyvijet mnoha rtiznymi zpusoby, celkovy pocet riznych
pozic je nejvyse RS + 1. Jedna pozice je snézena cokolada. Jinak po kazdém kroku
zbude z ¢okolady obdélnik s levym hornim rohem v poli¢ku (1, 1). Proto kazdé policko
reprezentuje pozici, ve kterém je ono nejpravéjsim a nejspodnéjsim polickem dosud
zbylého kusu ¢okolady.

Prazdna cokolada a ty pozice, ze kterych neexistuje zaddny povoleny tah, jsou ze
zadani prohrévajicimi. Pro kazdou dalsi pozici rozhodneme, zda je vyhravajici pro
hrace na tahu, tak, Ze se podivame, do kterych pozic se z ni lze jednim tahem dostat.
Existuje-li z aktualni pozice tah do prohravajici pozice, je tato pozice vyhravajici.
V opac¢ném pripadé je prohravajici.

Zbyva pouze rozhodnout o tom, které tahy jsou povolené. Mé&jme pozici repre-
zentovanou polickem (4,7). Radek miizeme ulomit tehdy, je-li pocet ofigki v i-tém
fadku sudy. Analogicka situace je pro sloupce. Pfimocaré feSeni tedy muze postup-
né prochdzet policka po Fadcich a pro kazdé rozhodnout, v éase O(R + S), které
tahy jsou z néj povolené. Nasledné vyhodnoti, zda je aktualni pozice vyhravajici, a
pokracuje déle. Celkova Gasova slozitost uvedeného algoritmu je O(RS - (R + S)) a
pamétovd je optimalni O(RS).

Pokusme se algoritmus vylepsit. Nebudeme v kazdém kroku zjistovat, zda je
soucet Cisel v radku sudy, ale predpocitame si tyto informace jiz na zacatku. Po-
divejme se na ¢okolddu v pozici odpovidajici policku (¢,7), kde j je alespoii 2, a
pokusme se rozhodnout, zda je mozné odlomit posledni fadek. Soucet Cisel v posled-
nim fadku této ¢okolady je o B; ; vétsi nez soucet ¢isel v poslednim fadku cokolady
odpovidajici pozici (i, 7 — 1). MiZeme si tedy soucty v poslednich fadcich pamatovat
a znovu je vyuzivat. Pro vSechny pozice tak mizeme spocitat soucet v poslednim
fadku a analogicky také v poslednim sloupci v ¢ase O(RS). Spole¢né s predchozim

algoritmem dostavame celkové optimélni algoritmus s ¢asovou i pamétovou slozitosti
O(RS).

#include <stdio.h>

#define MAX_R 1000
#define MAX_S 1000

int R, S;

int B[MAX_R] [MAX_S];

int row_sum[MAX_R] [MAX_S], col_sum[MAX_R][MAX_S];
int winning[MAX_R] [MAX_S];

int main(void)
{
scanf ("%d%d", &R, &S);



// Prochazime postupné vSechny pozice (i, j) po ¥adcich.
for (int i = 0; i < R; ++i) for (int j = 0; j < S; ++j) {
scanf ("%d", &B[i][j1);

// Prepolitame soulty posledniho ¥adku, resp. posledniho sloupce.
// Uchovavame pouze zbytek sou&tu po déleni dvéma.

if (i == 0) col_sum[il[j] = BLil[j]1 % 2;
else col_sum[i] [j] = (B[i]l[j] + col_sum[i - 11[3j1) % 2;
if (j == 0) row_sum[i][j] = B[il[j] % 2;
else row_sum[i] [j] = (B[il[j] + row_sum[il[j - 11) % 2;

// Vyhodnotime, zda je aktudlni pozice vyhravajici pro hrace,

// ktery je aktudlné na tahu. Stav je vyhravajici, pokud z né&j

// existuje povoleny tah, kterj vede do prohravajiciho pozice.

winning[i] [j] = 0;

if (row_sum[i][j] == 0 && (i == 0 || winning[i - 1][j] == 0)) {
winning[i] [j] = 1;

}

if (col_sum[il[j] == 0 && (j == 0 || winning[il[j - 1] == 0)) {
winning[i][j]1 = 1;

}

}

// Bobek s Bobkem vyhraji, pokud je (R, S) vyhravajici pozice
if (winning[R - 11[S - 11) printf("B\n");

else printf("S\n");

return O;

}

P-III-2 Ztracené pakety

K feseni pouzijeme metodu déleni intervalu. Reknéme, Ze chceme vypsat chy-
béjici pakety s ¢isly v intervalu (a,b) a v souboru S mame uloZena ¢isla vSech do-
Slych paketd v tomto intervalu. Rozdélme si interval (a, b) na nékolik podintervall
I = {a,mq), Iy = (m1 + 1,ma), ..., I = (my_1 + 1,b) zhruba stejné velikosti. Pro

tyto podintervaly si pofidime pomocné soubory 51, ..., S; a kazdé ¢islo ze souboru S
pat¥ici do intervalu I; (pro néjaké i € {1,...,t}) si pfekopirujeme do souboru S;.

Zaroven si pocitame pocet ¢isel n; v tomto souboru. Zjevné pokud n; je rovno
velikosti intervalu I;, pak v intervalu I; nechybi zZadny paket, a tyto intervaly proto
mizeme ignorovat. Na ostatni intervaly se zavolame rekurzivné. Pokud v rekurzi
dospéjeme k intervalu, ktery neobsahuje zadna cisla doslych paketl, pak vSechna
¢isla v tomto intervalu chybi a vypiSeme je na vystup.

Na kolik podintervalt bychom méli interval délit? Kdybychom zvolili t = 2 a
interval pilili, miZe se ndAm v nejhorsim pFipadé stat, ze nejprve budeme zpraco-
véavat 1 interval velikosti n, na dal§i Grovni rekurze 2 intervaly velikosti n/2, ...,
az na (log, k)-té trovni rekurze budeme zpracovivat k intervali velikosti n/k. Na
kazdé dalsi trovni jiz budeme zpracovavat k intervald velikosti vzdy poloviéni nez
na predchozi trovni, a tedy celkovy pocet zpracovanych ¢isel na kazdé dalsi trovni
se vzdy zmens$i alesponi na polovinu. Celkova délka zpracovavanych intervalua, ktera
odpovidé poctu ¢isel ¢tenych ze soubort, tedy bude
n n
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+4~%+...+k~ +n/2+n/d4+ ... <nlogyk+n.



Vzhledem k tomu, ze kazdé ¢tené cislo kromé téch ve vstupnim souboru také zapi-
Seme, muze pocet Cisel zapsanych a ¢tenych ze soubort byt dohromady az 2n log, k,
coz pro zadand omezeni na n a k mize presdhnout povolené omezeni na pocet operaci
se soubory.

Nicméné, s omezenimi ze zadini mtZeme interval délit na ¢t = max(2, k) dila.
V tomto pfipadé budeme pro kazdé chybéjici ¢islo uvazovat postupné intervaly dél-
ky n, n/k, n/k?, ..., které ho obsahuji. Prvni interval (1,7n) je navic pro vSechna
chybéjici ¢isla stejny, a proto ho pocitdme pouze jednou (stejné pozorovani plati i
pro kratsi intervaly, které obsahuji vice nez jedno chybéjici ¢islo; zadné takové inter-
valy ale nemusi existovat, proto tuto redundanci v odhadu poctu operaci se soubory
ignorujeme). Celkovy pocet ¢teni je tedy nejvyse n + k(n/k +n/k®> +...) < 3n, a
pocet zapisi je nejvyse 2n. Pocet operaci se soubory tedy nejvyse bn, coz odpovida
omezeni ze zadani.

Casova slozitost algoritmu je tak zjevné O(n). Naivni rekurzivni implementace
popsaného algoritmu by méla pamétovou slozitost O(klogn); pov§imnéme si ale, Ze
si misto rekurze muzeme jednoduse udrzovat seznam nejvyse k jesté nezpracovanych
intervall (z nichz kazdy obsahuje alespon jedno ¢islo chybéjiciho paketu) a postupné
ho prochézet. Tim se paméfova slozitost snizi na O(k).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXK 100
/*

* Sprava pomocnych soubort, aby bylo zjevné, Ze jich FeSeni

* nepouziva vice nez 2k+2. Praktit&jZi by bylo pouzit tmpfile().
*/

static unsigned num_tmp_files;

static FILE *file_pool[2 * MAXKI;

static unsigned file_pool_size;

static FILE *
get_temporary_file(void)

{
FILE *ret;
if (file_pool_size > 0)
{
ret = file_pool[--file_pool_sizel;
rewind(ret);
}
else
{
char tmpname[10];
sprintf (tmpname, "tmp%d", num_tmp_files++);
ret = fopen(tmpname, "w+");
¥
return ret;
}

static void
release_tmp_file(FILE *f)



{

file_pool[file_pool_size++] = f;
}
static void
remove_temporary_files(void)

{
for (unsigned i = 0; i < num_tmp_files; i++)
{
char tmpname[10];
sprintf (tmpname, "tmp%d", i);
remove (tmpname) ;
}
}
/*

* Seznam intervald <f,t> ke zpracovdni. Interval obsahuje c &isel
* paketl a tato ¢isla jsou uloZena v souboru s.
*/
typedef struct
{
unsigned f, t, c;
FILE *s;
} interval;

static interval ke_zpracovani [MAXK];
static unsigned int_ke_zprac;

/*
* Zpracuj interval <f,t>, v némZ je c Cisel, uloZenjch v souboru s.
* Interval budeme dé€lit na d podintervalt.
*/
static void
zpracuj_interval (unsigned f, unsigned t, unsigned c, FILE *s, unsigned d)
{
FILE *tmpfs[MAXK];
unsigned pocet [MAXK];
unsigned m =t - £ + 1;
unsigned i, plen, a, ai;

for (i = 0; i < d; i++)
pocet[i] = 0;

/*
* JestliZe je délka intervalu <f,t> v&tS8i nez d, pripravme pomocné
* soubory. Jinak na této trovni rekurze konéime s intervaly délky 1.
*/
if (m > d)
{
for (i = 0; i < d; i++)
tmpfs[i] = get_temporary_file();
plen = (m +d - 1) / d;
}
else
plen = 1;

/* Rozd&lme &isla paketld do podintervald. */
for (i = 0; i < c; i++)



}

fscanf (s, "%u", &a);
ai = (a - £f) / plen;

pocet [ai]++;
if (m > d)
fprintf (tmpfs[ail, "%d\n", a);

Intervaly, které obsahuji alespoil jedno chyb&jici ¢islo,
zafadime do sezamu ke zpracovani (nebo toto chyb&jici &islo
vypiSeme, pokud je cely interval prazdny).

*/

for (i = 0; i < d; i++)
unsigned 1 = f + plen * i, u = 1 + plen - 1;
interval nint;

if (u > t)
u=t;

if (pocet[i] == u -1+ 1)

{
if (m > d)
release_tmp_file(tmpfs[i]);
continue;
}
if (pocet[i] == 0)
{

unsigned j;

for (j =1; j <= u; j++)
printf("%d ", j);

if (m > d)
release_tmp_file(tmpfs[il);

continue;

}

nint.f = 1;

nint.t = u;

nint.c = pocet[il;

rewind (tmpfs[i]);

nint.s = tmpfs[i];
ke_zpracovani[int_ke_zprac++] = nint;

int main(void)

{

FILE *fin = fopen("pakety.txt", "r");
unsigned n, k, d;

fscanf (fin, "%ulju", &n, &k);
d=k<272:k;

int_ke_zprac = 0;
zpracuj_interval(l, n, n - k, fin, d);
while (int_ke_zprac > 0)



{
interval a = ke_zpracovani[--int_ke_zprac];
zpracuj_interval(a.f, a.t, a.c, a.s, d);
release_tmp_file(a.s);
T
remove_temporary_files();
return 0;

}

P-II1-3 Magicka sit
Ukol 1: Resenim je napiiklad sit
ONE-IN-THREE(y, 2, p)
ONE-IN-THREE(n, n, j)
ONE-IN-THREE(z, 2, n)
ONE-IN-THREE(y, v, n)
( / Z/

ONE-IN-THREE(z', 2/, p').

Omezeni ONE-IN-THREE(y, z, p) lze volbou hodnoty pro p splnit, pravé kdyz alespon
jedna z proménnych y a z mé hodnotu 0. VSimnéme si, Ze ONE-IN-THREE(n,n, j)
vynucuje, ze proménnd n ma hodnotu 0. Proto kombinace ONE-IN-THREE(z,z’,n)
a ONE-IN-THREE(y, y’,n) vynucuje, ze 2’ = 1 —z a 3y’ = 1 — y. Koneéné omezeni
ONE-IN-THREE(z', 3/, p) 1ze volbou hodnoty pro p’ splnit, pravé kdyz alespoii jedna
z proménnych =’ a ¥ méa hodnotu 0, coZ je ekvivalentni tomu, Ze alespon jedna
z proménnych x a y ma hodnotu 1.

Ukol 2: Tuto tlohu vyfesime obdobné jako piiklad 3 ze studijniho textu. P¥ipo-
menme, ze maj je funkce se tfemi vstupy, kterd vraci ten vstup, ktery se vyskytuje
nejcastéji. Necht (aq,b1,c1), (az,bs, c2) a (as, bs, c3) jsou t¥i trojice vstupti, které spl-
nuji omezeni CH. Pak alespon jedna z hodnot a; a by je rovna 1, a tedy a; + b7 > 1.
Obdobné as + by > 1 a asz + bs > 1.

Dostévame tedy 3 < (a1+b1)+(az+b2)+(as+bs) = (a1 +az+asz)+(b1+b2+b3).
Proto bud alespori dvé z hodnot ai, as a as jsou rovny 1, nebo alespori dvé z hod-
not by, by a bz jsou rovny 1. Ekvivalentné, alespon jedna z hodnot maj(as,as, as)
a maj(by,ba,b3) je rovna 1. Obdobné, alespoii jedna z hodnot maj(by,be,b3) a
maj(c1, c2, c3) je rovna 0. Proto hodnoty

(maj (a1, az, az), maj (b1, ba, b3), mag(ci, ca, c3))

spliiuji omezeni CH.

Necht S(z,y, z) je libovoln4 sit sestavena pouze z omezeni CH. Dle pfedchoziho
odstavce pro libovolna tfi pritazeni P, P, a P3 hodnot proménnym, ktera spliuji
vSechna omezeni v siti S, pfifazeni vzniklé z Py, P, a P35 zkombinovanim funkci maj
také spliiuje vSechna omezeni v siti S. Specidlné, jestlize sit S pfijima trojice vstupt
(x1,91,21), (z2,y2,22) a (x3,y3, 23), pak také pfijima trojici

(m(lj((ﬂl,.’bg,l’g), maj(yla y27y3)a maj(zb 22, ’23))
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(0,0,1),

OvsSem omezeni ONE-IN-THREE je splnéno trojicemi hodnot (1,0, 0), (0, 1,0),
0,0). Proto

ale neni splnéno jejich kombinaci pomoci funkce maj, ktera je rovné (0,0,
z4dné sit sestavend pouze z omezeni CH nesimuluje ONE-IN-THREE.
Ukol 3: Piipometime, ze omezeni Sp, , 5, ze studijniho textu zakazuje pravé jednu
kombinaci hodnot svjch n vstupt, a to konkrétné kombinaci (h1, hs, ..., hy,). Necht
Q je sit s proménnymi x4, . .., z, sklddajici se pravé z omezeni Sp,p,. h, (T1,...,Zn)
takovych, ze omezeni O neni splnéno pro vstup (hy,...,h,). Tato sit @ simuluje
omezeni O. Proto staci ukazat, Ze s pouzitim omezeni ONE-IN-THREE lze simulovat
libovolné omezeni Sp,n,...h, -
Necht 41,142, ..., jsou indexy takové, ze h;,, = h;, = ... = h;, =0, a vSechny
ostatni hodnoty z hq, ..., h, jsou rovny 1. Uvazme sit

ONE-IN-THREE(p, p, j)
ONE-IN-THREE(;, , &}, , p)
ONE-IN-THREE(Z;, , Zj, , P)

ONE-IN-THREE(z;, , 75, , D)

511___1(.23/1, RPN ,a:;l)
kde z je rovno z; jestlize ¢ ¢ {i1,ia,...,ix}. Jako v prvni tloze si rozmyslime,
ze tato sit vynucuje zj, = 1—=a}, ..., ¥; = 1 — ], a proto simuluje omezeni
Shyhg.hn (T15 -+ T0).

Staci tedy ukazat, ze s pouzitim omezeni ONE-IN-THREE lze simulovat omezeni
S11..1(x1, ..., x,) pro kazdé pfirozené ¢islo n. Pro n = 1 je omezeni S;(z1) simu-
lovéno siti ONE-IN-THREE(z1, 21, j), vynucujici ze 1 = 0. Pro n = 2 je S11 (21, x2)
simulovdno siti ONE-IN-THREE(x1,2,2). Pro n = 3 je Si11(%1, 22, 23) simulova-
no siti S11(z1, ), S11(z2, ), S11(zs, 25), ONEIN-THREE(x}, 2}, 2%5): diky omezeni
ONE-IN-THREE(z], x5, %) je ; = 1 pro néjaké ¢ € {1,2, 3}, a proto z; = 0.

Necht n > 4, a predpokladejme, Ze uz jsme zkonstruovali sif simulujici omezeni
S11.1(x1,. .. 2p—1) s n — 1 vstupy. Uvazme sit

Sia(ze, .., T2, 2)
S111(Tn—1,2n, 2)
ONE-IN-THREE(p, p, j)
ONE-IN-THREE(z, 2/, p).

Tato sit vynucuje, ze 2/ = 1 — 2. Je-li alesponi jedna z proménnych x,_1 a x,
rovna 0, pak mizeme zvolit 2/ = 1 a z = 0 a S11..1(21,...,%n_2,2) je splnéno.
Jestlize x,_1 = z, = 1, pak omezeni S111(zn_1,Zn,2’) vynucuje 2’ = 0, a tedy
z = 1. Omezeni S11. 1(21,...,Zn_2,2) pak vynuti, Ze alesponl jedna z proménnych
Ti,...,Tn—2 je rovna 0.

Tato sit tedy vynucuje, Ze alespori jedna z proménnych x4, ..., x, je rovna 0, a
proto simuluje omezeni S11. 1(x1, ..., z,). Takto miZeme postupné sestrojit vSechna

pozadovana omezeni.



