64. ro¢nik Matematické olympiady — 2014/2015

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Mezery

Velmi 1aka zkusit tlohu fesit hladové, tedy pokusit se na kazdy fadek vystupu
prepsat tolik slov ze vstupu, kolik je jen mozné. Toto feseni ale neni optiméalni.
Napriklad uvazme vstup, skladajici se z 50 jednopismennych slov, nasledovanych
slovem délky 29. Prvnich 50 slov i s mezerami zabere alesponn 100 znaki, slovo
délky 29 se tedy nevejde na prvni dva fadky a bude muset byt az na tfetim radku.
Hladové feSeni by na prvni ¥ddek dalo 30 jednopismennych slov (sifka mezer 30/29)
a na druhy 20 slov ($ifka mezer 40/19). Chyba téchto dvou Fadki je celkem 23,245.
Na druhou stranu, kdybychom misto toho dali na prvni i druhy Fadek 25 slov (Sitka
mezer 35/24), chyba by byla pouze 10,083.

Jisté by bylo mozné zkouset vSechny moznosti zalomeni textu. Napfiklad lze
pouzit nasledujici rekurzivni funkci, ktera vrati nejmensi moznou chybu textu sklada-
jiciho se z prvnich n slov seznamu S s tim, Ze prozatim posledni fadek nepovazujeme
za specidlni (tj. zapocitdvame i jeho chybu a vyzadujeme, aby na ném byla alespoii
dvé slova). V kédu S(a, b) oznacuje podseznam S sklddajici se a-tého, (a + 1)-niho,
..., b-tého slova z S.

Procedura NEJMENSICHYBA(S, n)

1. Jestlize n = 0, vratime 0; jestlize n = 1, vratime +oo.
aktudlni_nejlepsi < +oo
p+2
Dokud p < n, opakujeme néasledujici:

Jestlize fadek obsahujici slova S(n —p + 1,n) mé i s mezerami

délku vétsi nez 60, ukoncéime cyklus.

6. aktudlni < chyba faddku obsahujictho S(n —p+1,n) +
NEJMENSICHYBA(S,n — p)

7. aktudlni_nejlepsi < min(aktudlni_nejlepsi, aktuding)

8. p+—p+1

9. Vratime aktudlni_nejlepsi.

Uk o

Nakonec vyzkousime vSechny moznosti pro posledni fadek, optiméalni chyba celého
textu tedy bude minimum z NEJMENSICHYBA(S,n — p) pfes vSechny volby p, kde
1<p<natidek S(n —p+ 1,n) i s mezerami m4a délku nejvyse 60.

Toto feSeni samoziejmé bude velmi pomalé. Pro text skladajici se napriklad z NV
slov délky 1 bude hloubka rekurze v kazdé vétvi alesponn N/30 a kazdé volani pro-
cedury NEJMENSICHYBA na trovni rekurze mensi nez N/30 vede k 29 rekurzivnim
volanim. Casova slozitost je tudiz alespont Q(297V/30), tedy exponencialni.

Povsimnéme si ale, Ze proceduru NEJMENSICHYBA voldme mnohokrét se stej-
nym parametrem n. Nabizi se tedy si jeji hodnoty ukladat a nepocitat je znovu.
Modifikovana procedura vypadéa takto:



Procedura NEJMENSICHYBA(S, n)

1. Jestlize n = 0, vratime 0; jestlize n = 1, vratime +oo.

2. Pokud predpoéitinoln] = 1, vratime hodnota[n].
3. aktudlni_nejlepsi < +o0
4. p+ 2
5. Dokud p < n, opakujeme néasledujici:
6. Jestlize fadek obsahujici slova S(n —p + 1,n) mé i s mezerami
délku vétsi nez 60, ukoncéime cyklus.
7. aktudlni < chyba fadku obsahujiciho S(n —p+ 1,n) +
NEJMENSICHYBA(S,n — p)
8. aktudlni_nejlepsi + min(aktudlni_nejlepsi, aktudlni)
9. p+—p+1
10. predpoditdno[n] < 1, hodnotali] « aktudlni_nejlepsi
11. Vratime aktudini_nejlepsi.

(Pole predpocitano pied zahajenim vypoétu zinicializujeme na samé nuly.)

Télo této procedury se provede nanejvys N-krat a cyklus v ni obsazeny ma
nejvyse 29 iteraci (nebot 31 i jednopismennych slov se na fadek nevejde), celkova
Casové slozitost tedy bude linedrni O(N), a stejnd bude i pamétova slozitost.

V fesSeni neni nutné pouzivat rekurzi. Misto toho mtizeme postupné vyhodno-
covat NEJMENSICHYBA(S,0), NEJMENSICHYBA(S, 1), ..., NEJMENSICHYBA(S, N)
a tato volani pouze ¢tou predchozi vysledky z pole hodnota. Tuto variantu orga-
nizace vypoctu (které se také ¥ikd dynamické programovdni) vyuziva nize uvedeny
program. Z néj je také vidét, jak lze nejenom urcit optimélni hodnotu chyby, ale

také vypsat prislusné zalomeni textu.

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <math.h>

#define MAX_SLOV 100000

typedef struct

{
char *sl;
int delka;
double cena_zlomu; /* Optimalni cena feSeni pro Cast textu pfed timto
slovem, jestliZe pfed nim provedeme zlom. */
int predchozi_zlom; /* P¥edchozi zlom pro tuto optimdlni cenu. */
int zlomit; /* Pomocnd proménnad pro vypis FeSeni. */
} slovo;

static slovo text[MAX_SLOV];
static int pocet_slov;

/* VypiSe feSeni s optimalni chybou takové, Ze posledni zlom se provede

pfed slovem &islo POSLEDNI_ZLOM. */

static void
vypis(int posledni_zlom)



int z = posledni_zlom, ij;
const char *sep = "";

while (z > 0)

{
text[z].zlomit = 1;
z = text[z].predchozi_zlom;
¥
for (i = 0; i < pocet_slov; i++)
{
if (text[il.zlomit)
sep = "\n";
printf ("%s%s", sep, text[i].sl);
sep = " ";
¥

printf ("\n");
}

/* Vrati chybu za ¥adek obsahujici celkem ZNAKU znakid, z nichz
MEZER jsou mezery. */

static double

chyba_radku(int znaku, int mezer)

{
double delka_mezery = (60.0 - znaku + mezer) / mezer;
double chyba_mezery = delka_mezery - 1;
return mezer * chyba_mezery * chyba_mezery;

}

/* Ur&i nejmensi chybu za délky mezer v Casti textu skladajici se

z prvnich PRED slov textu (posledni ¥adek se nechova specialng).

static void
nejmensi_chyba(int pred)
{
int znaku = text[pred - 1].delka;
int mezer 0;
double nejlepsi_cena = INFINITY, akt_cena;
int nejlepsi_zlom = -1, apred;

for (apred = pred - 2; apred >= 0; apred—-)

{
znaku += 1 + text[apred].delka;
if (znaku > 60)
break;
mezer++;
akt_cena = text[apred].cena_zlomu + chyba_radku(znaku, mezer);
if (akt_cena < nejlepsi_cena)
{
nejlepsi_cena = akt_cena;
nejlepsi_zlom = apred;
}
}

text [pred] .cena_zlomu = nejlepsi_cena;
text [pred] .predchozi_zlom = nejlepsi_zlom;

}

*/



int main(void)

{
char buf[100];
int i, posledni, nejlepsi_zlom;
double nejlepsi_cena;

while (scanf("%s", buf) == 1)
{
text [pocet_slov].sl = strdup(buf);
text [pocet_slov].delka = strlen(buf);
pocet_slov++;

}

/* Urleme optimadlni chybu pro vSechny prefixy textu.

text [0] .cena_zlomu = 0;

text[1] .cena_zlomu = INFINITY;

for (i = 2; i < pocet_slov; i++)
nejmensi_chyba(i);

/* VyzkouSejme vSechy moZnosti pro posledni Fadek.
nejlepsi_cena = text[pocet_slov - 1].cena_zlomu;
nejlepsi_zlom = pocet_slov - 1;
posledni = text[pocet_slov - 1].delka;
for (i = pocet_slov - 2; i >= 0; i--)
{
posledni += 1 + text[i].delka;
if (posledni > 60)
break;
if (text[i].cena_zlomu < nejlepsi_cena)
{
nejlepsi_cena = text[i].cena_zlomu;
nejlepsi_zlom

}

ij;
}

vypis(nejlepsi_zlom);

return O;

}

*/



P-I-2 RusSeni stanic

Na vstupu jsme dostali souvisly neorientovany graf s IV vrcholy a M hranami.
Nejprve si rozmysleme, ze hledané poradi vrchold existuje pro kazdy mozny vstup:
k tomu staci ukazat, ze v kazdém souvislém grafu existuje vrchol, po jehoz odebrani
je zbyly graf stéle souvisly.

Takovy vrchol najdeme snadno tak, Ze v zadaném grafu uvazime nejdel$i moz-
nou cestu (pokud je takovych vice, vybereme libovolnou) a vezmeme jeden jeji krajni
vrchol u. Kdyby po jeho odebrani graf uz nebyl souvisly, musel by existovat vrchol w,
do kterého bychom se z druhého krajniho vrcholu v vybrané cesty nedostali. V pu-
vodnim grafu bychom se do néj dostali jen pres vrchol u a slozenim vybrané cesty
z v do u a cesty z u do w bychom dostali jesté delsi cestu, coz neni mozné, protoze
jsme vybrali nejdelsi. Odebranim vrcholu u tedy souvislost neporusime.

Jiz pomoci tohoto poznatku mizeme sestrojit algoritmus. Vyzkousime kazdy
vrchol, zda jeho odstranénim neporusime souvislost. AZ najdeme vhodny vrchol,
odstranime jej a postup opakujeme. V jednom kroku tedy vyzkousime O(N) vrcholi
a pro kazdy z nich v ¢ase O(N + M) otestujeme souvislost grafu tfeba pomoci
prohledavani do sitky. Krokt bude celkem N, takze se dostavame na ¢asovou slozitost
O(N?%- (N + M)).

K rychlejsimu feSeni se dostaneme drobnou tUpravou argumentu z prvniho od-
stavce. Abychom na$li vhodny vrchol k odstranéni, nemusime volit nejdelsi cestu
v celém grafu, staci zvolit libovolny vrchol a z néj prohledat graf a najit od néj nej-
vzdélenéjsi vrchol. Tento vrchol miizeme bez obav odstranit, protoze kdyby porusil
souvislost, byl by néjaky vrchol jesté dal od startovniho nez on, coz nelze. Takovyto
vrchol snadno najdeme pomoci prohledani grafu do sitky, bude to naptiklad ten,
ktery navstivime jako uplné posledni. Odstranujeme N vrcholi, tento postup tedy
provedeme N-krat, dostdvame tedy algoritmus bézici v ¢ase O(N - (N + M)).

Optimalné rychly algoritmus dostaneme, pokud si uvédomime, zZe prohledavani
do sitky provedené v predchozim feSeni neni tfeba provadét za kazdy odstranovany
vrchol, nybrz jej staci provést pouze jednou a zachovat si vrcholy grafu v potradi, v ja-
kém vstoupily do fronty. Tim mame vSechny vrcholy usporadané podle vzdalenosti
od jednoho konkrétniho vrcholu a tudiz je lze diky pozorovani v pfedeslém odstavci
jednoduse vypsat od nejvzdalenéjsiho vrcholu. Tim jsme snizili ¢asovou slozitost na
O(N + M).

Optimalni algoritmus snadno dostaneme i pomoci prohleddvani do hloubky.
Staci si uvédomit, ze kazdy souvisly graf ma kostru, ta je stromem a tudiz méa
list, jehoZ odstranénim neni porusend souvislost. Sta¢i tedy najit néjakou kostru
grafu a z té potom postupné odebirat listy. Jednu konkrétni kostru dostaneme pfimo
prohledanim grafu do hloubky. Vysledné potadi vrchol pak mtizeme ziskat rovnou
pfi prichodu, pokud dany vrchol vypiSeme, kdyZ se z néj rekurze vraci, nebot v tom
okamziku uz vSechny vrcholy ve stromé pod nim jsou vypsany a on je tim padem
listem.



/*** ReSeni prohledavanim do hloubky x**/

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <stack>

using namespace std;

#define MAXN 1000000
#define MAXM 10000000

/* Po&et vrchold a hran. */
int N, M;

/* Seznam hran grafu. */
struct edge { int u, v; } G[MAXM];

/* Sousedi vrcholu x jsou E[V[x]], E[V[x] + 1], ..., E[V[x+1] - 1] =/
int V[MAXN+1];
int E[2*MAXM];

/* Pomocné proménné pro prohledavani do hloubky. */
int used[MAXN];

int neigh[MAXN];

int camefrom[MAXN];

int main()
{
/* Nalteme graf a spoéitame si seznamy sousedd do pole E. */
scanf ("%d%d", &N, &M);
for (int i = 0; i < M; i++) {
scanf ("%d%d", &G[il.u, &G[i].v);
VI--G[i] .ul++;
VI--G[i].v]++;
}
for (int i = 0; i < N; i++)
V[i+1] += V[i];
for (int i = 0; i < M; i++) {
E[--VIG[i].ul] G[i].v;
E[--V[G[i].v]] = G[i].u;

}

for (int i = 0; i < N; i++) {
neigh[i] = V[il;

}
/* Prohledavani do hloubky. */
camefrom[0] = -1;

int curvert = O;

while (curvert != -1) {
used[curvert]++;
if (neigh[curvert] < V[curvert+1]) {
if (used[E[neigh[curvert]]] == 0) {
camefrom[E[neigh[curvert]]] = curvert;
neigh[curvert]++;
curvert = E[neigh[curvert]-1];
} else {
neigh[curvert]++;

}



} else {
printf ("%d%s", curvert + 1, (curvert == 0) 7 "\n" : " ");
curvert = camefrom[curvert];
}
}
return O;

}

/*** ReSeni prohledavanim do Sifky ***/
#include <cstdio>
#include <vector>

using namespace std;

#define MAXN 1000000
#define MAXM 10000000

/* Po&et vrchold a hran. */
int N, M;
/* Sousedi vrchold v grafu. x*/

vector<int> Graph[MAXN];

/* Pomocné promé&nné pro prohledavani do Sifky. */
int Queue[MAXN];

int Qidx;

bool inQueue[MAXN];

int main()

{
/* Nalteni vstupu. */
scanf ("%d%d", &N, &M);
for (int i = 0; i < M; i++) {
int u, v;
scanf ("%d%d", &u, &v);
u--; v-—;
Graph [u] . push_back(v) ;
Graph [v] .push_back(u) ;
}
/* Prohledavani do Sifky. x*/
Queue[Qidx++] = 0;
inQueue[0] = true;
for (int i = 0; i < Qidx; i++) {
int deg = (int) Graph[Queue[il]].size();
for (int j = 0; j < deg; j++) {
if (!inQueue[Graph[Queue[i]][j11) {
inQueue [Graph[Queue[i]] [j]] = true;
Queue [Qidx++] = Graph[Queue[il][j];
}
}
}
for (int i = Qidx - 1; i >= 0; i--) {
printf ("%d%s", Queueli]l + 1, (i > 0) 2 " " : "\n");
}
return 0;
}



P-I-3 Ztraceny paket

Omezeni na pamét ndm znemoziuji zpracovavat naraz vétsi mnozstvi prvki ze
vstupu, coz vylucuje naptiklad moznost si pro kazdé ¢islo pamatovat, zda jsme ho jiz
vidéli. Kdyby byla ¢isla na vstupu setiidéna dle velikosti, stacilo by je projit jednou a
hledat ,,diru“, tj. dvé nasledujici ¢isla na vstupu, které se lisi o 2. Jednim prijatelnym
feSenim (které miize ziskat az 7 bodi) je tedy si vstupni soubor setfidit s pouzitim
pomocnych soubori néjakou metodou nevyzadujici udrzovani t¥idéné posloupnosti
v paméti, napiiklad Mergesortem.

Takové Feseni ale vyZzaduje Cist a zapisovat soubory velikosti fadové n celkem
O(log n)-krat. Existuje i jednodussi a rychlejsi feseni s linedrni ¢asovou slozitosti
zalozené na vyhledavani chybéjiciho ¢isla metodou ptleni intervalt, které ale stale
vyzaduje pouziti pomocnych souborti.

Mnohem efektivnéji lze tlohu vyftesit s pouzitim jednoduchého pozorovani:
souCet posloupnosti éisel od 1 do n v libovolném pofadi je vizdy stejny (rovny
N = n(n + 1)/2, coz ale k FeSeni tlohy ani nemusime védét, jelikoZ tento soucet
miizeme prosté uréit pfimo sectenim v8ech téchto ¢isel v programu). Bude-li v této
posloupnost jedno ¢islo x chybét, bude se soucet od N lisit pfesné o x. Chybéjici
¢islo mizeme urcit jako

(soucet ¢isel od 1 do n) — (soudet ¢isel ve vstupnim souboru).

P1i vyjadfovani téchto souctli je tieba byt trochu opatrny kvili omezenému
rozsahu celodiselnych typi. Zakladni celociselny typ je Casto 32-bitovy, takze se do
néj vejde ¢islo n < 1000000 000, ale uz ne nutné soucet ¢isel od 1 do n. Toto mizeme
vyfesit provadénim vypoctt v 64-bitovém typu, nebo pouzitim jiné vhodné operace
misto séitani (naptiklad operace XOR), pro niz problém s pretecenim nenastava.
Piipadné si mizeme v§imnout, Ze algoritmus mize fungovat i v 32-bitovém typu, je-li
pro néj aritmetika definovéna jakoZto poéitani se zbytky modulo 232, tedy jestlize
a + b je vétsi nebo rovno 232 je vysledkem s¢itdni v ptislusném typu ¢islo (a +
b) mod 232 (takto je napiiklad definovdno chovani s¢itani pro neznaménkové typy

v programovacim jazyce C). V tom pfipadé vysledek vypocétu bude roven
((soucet ¢isel od 1 do n) — (soucet &isel na vstupu)) mod 232 = z mod 232,
To je oviem rovno z, jelikoz 0 < z < n < 232.

#include <stdio.h>

int main(void)

{
unsigned int i, n, s = 0, a;
scanf ("%u", &n);
for (i = 1; i <=n - 1; i++) {
scanf ("%u", &a);
s +=1i - a;
}
printf ("%d\n", s + n);
return O;
}



P-I-4 Magicka sit

Ukol 1: Uvazme sif NAE(z,y, a), NAE(a, t,0), ONE(0), NAE(t, t, 2) se vstupnimi
proménnymi z, y a z. Jestlize x = 1 nebo y = 1, pak mzeme polozit a = 0,
o=1at=1-—z ¢imz zaru¢ime splnéni vSech omezeni nezavisle na ohodnoceni z.
Jestlize x = y = 0, pak musime polozit a« = 0 = 1, diky éemuZ omezeni NAE(a, t, 0)
vynucuje t = 0 a omezeni NAE(t, t, z) vynucuje z = 1. Tato sit tedy pfijiméa pravé ta
ohodnoceni, kde x, y nebo z maji hodnotu 1, a proto simuluje omezeni OR(z, y, z).

Ukol 2: Sit NAE(a,z,r) piijima pravé ta ohodnoceni, kde a # x. Proto sit
NAE(a,z,x), NAE(D, z,x) vynucuje a # = a b # x, a tedy a = b. Existuje i feSe-
ni, v némz se v rdmci omezeni neopakuji proménné. Sit NAE(a, x,y), NAE(a, z, 2),
NAE(a,y, z) vynucuje, Ze nejvySe jedna z proménnych z, y a z ma stejnou hod-
notu jako a. Sit NAE(a,z,y), NAE(a,x,2), NAE(a,y, z), NAE(b, z,y), NAE(), z, 2),
NAE(b, y, z) toto zarucuje jak pro a, tak pro b, a proto neni mozné, aby ve spliiujicim
ohodnoceni méli a a b rizné hodnoty.

Ukol 3: Jestlize hodnoty a, b a c spliiuji omezeni NAE, tj. nejsou si vSechny
rovny, pak také hodnoty 1 —a, 1 — b a 1 — ¢ spliuji omezeni NAE. Uvazme libo-

volnou sit s proménnymi z1, ..., T,, pouzivajici pouze omezeni typu NAE. Jestlize
ohodnoceni x1 = aq, ..., T, = a, spliiuje vSechna omezeni této sité, pak je zfejmé
spliiuje i opa¢né ohodnoceni 1 =1 —ay, ..., z, = 1 — a,. Kdyby tato sit simulo-

vala OR(z1,22,x3), pak by existovalo ohodnoceni s hodnotami z1 = 29 = 25 = 1
prijimané touto siti. Nicméné pak i opacné ohodnoceni x; = x93 = 3 = 0 by bylo
prijimané siti, ale je odmitané omezenim OR(x1,x2,x3). To je spor, tedy Zadna sit
obsahujici pouze omezeni typu NAE nemtize simulovat OR.



