63. ro¢nik Matematické olympiady — 2013/2014

Resent ailoh stiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Buridan a kavarny

Zacéneme trividlnim fesenim: Pro kazdou z n? kfizovatek ovéiime, zda neexistuji
dvé kavarny se stejnou vzdalenosti od této kiizovatky tak, ze vyzkouSime vSechny
dvojice kavaren.

Vzdalenost dvou bod [x1,y1] a [z2, y2] ve étvercové miizce vypocitdme v kon-
stantnim Case jako |z — 2| + |y1 — y2|. Oznaéme pocet kavaren k, potom existuje
O(k?) dvojic kavéren. Nase prvni feseni ma proto asovou slozitost O(n?k?). Protoze
kavaren miize byt az tolik jako krizovatek, v nejhorsim pripadé dostavame slozitost
O(n®).

Je ale zbytecné zkouset vSechny dvojice kavaren — zajima nas pouze to, zda jsou
nékteré dvé kavarny stejné vzdaleny od vybrané kiizovatky. Staci tedy vygenerovat
seznam vzdalenosti k jednotlivym kavarnam, usporadat ho a potom jednim priicho-
dem ovérit, zda se v seznamu nachazi nékterd vzdalenost vicekrat. Tim dostaneme
feSeni v ¢ase O(n%klogk), coz miizeme shora odhadnout jako O(n*logn).

Podivejme se nyni, jaké vzdalenosti se v tomto seznamu mohou objevit. Jestlize
se néktera kavarna nachéazi pfimo na vybrané kfizovatce, jeji vzdéalenost je 0, coz
je zfejmé nejmensi mozna hodnota. Naopak, nejvétsi vzdalenost mezi sebou maji
dveé krizovatky v protilehlych rozich ¢tvercové sité — jsou vzdaleny 2n — 2. VSechny
vzdélenosti v seznamu jsou tedy celé ¢isla z rozsahu 0, 1, . . ., 2n—2, takze je dokdzeme
usporadat v linearnim ¢ase, napiiklad COUNTSORTem, a tim zlepsit ¢asovou sloZitost
na O(n2k).

Se stejnou ¢asovou slozitosti mtizeme tlohu vyftesit i snaze: Pro kazdou kfizo-
vatku budeme postupné prochazet vSechny kavarny, pro kazdou se podivame na jeji
vzdélenost a v poli booleovskych hodnot si poznamendme, Ze jsme takovou vzda-
lenost uz vidéli. Jakmile se nam néktera vzdalenost zopakuje, pravé zpracovavanou
kfizovatku prohlasime za nevhodnou pro Davida.

Jak jsme jiz uvedli, kavaren miize byt az n?, takze toto feSeni ma v nejhorsim
piipadé ¢asovou slozitost O(n?). Viimnéte si ale, ze kdy# je kavaren hodné (vice
nez 2n — 1), z4dné kiizovatka v Manhattanu nemtze Davidovi vyhovovat. Plyne
to pravé z toho, ze v celém Manhattanu existuje jen 2n — 1 riznych vzdalenosti.
Méame-li tedy 2n a vice kavaren, nemuze existovat zadna dobra kiizovatka — vzdy
totiz mame vice kavaren nez moznych vzdalenosti od ni, a proto musi nékteré dvé
kavarny lezet ve stejné vzdalenosti.*

* Hodnota 2n—1 je jen horni hranice. Naptiklad od stfedu Manhattanu se ostatni
kfizovatky nachézeji pouze v fadové n riznych vzdalenostech. Tedy napiiklad uz pro
n + 42 kavaren vznikne ve stfedu Manhattanu zéna kfizovatek, které jsou zarucené
Spatné. To ale nebudeme vyuzivat, vystacime se slabsim odhadem 2n — 1, ktery plati
pro vSechny kfizovatky.



Uvedené pozorovani nas vede k jednoduchému vylepseni: Je-li k vétsi nez 2n—1,
pro kazdou kfizovatku rovnou vypiSeme, ze na ni David nemtze bydlet. Pouze v opac-
ném pifpadé spustime nase feSeni s casovou slozitosti O(n%k). Casovou sloZitost
tohoto vylepSeného feSeni mizeme nyni shora odhadnout jako O(n?).

n
A

int (input())
[[int(x) for x in input().split()] for i in range(n)]

kavarny = []
for i in range(n):
for j in range(n):

if A[i][5]:
kavarny.append((i, j))
k = len(kavarny)
R = [[False]l * n for i in range(n)]

if k <=2 *xn - 1:
for i in range(n):
for j in range(n):
byla = [False] * (2 * n - 1)
R[i][j] = True
for ki, kj in kavarny:
d = abs(i - ki) + abs(j - kj)

if bylaldl:
R[i]1[j] = False
break

else:
bylal[d] = True

for x in R:
print(’ ’.join((’A’ if y else ’N’) for y in x))

Také ve vzorovém feSeni samostatné osetfime pripad s 2n a vice kavarnami.
Dale vSak budeme postupovat jakoby z opac¢né strany: Pro kazdou dvojici kavaren
najdeme ty kfizovatky, které jsou od obou kavéaren stejné vzdalené.

Obarvime si kfizovatky jako Sachovnici. Protoze se v Manhattanu mizeme
pohybovat jenom o jednu ulici ve ¢tyfech zdkladnich smérech, kazdym krokem se
zméni barva kfizovatky, na niz pravé stojime. To ale znamend, ze kdyz jsou dvé
kavarny stejné vzdalené od néjaké kiizovatky, potom tyto kavarny musi lezet na
kfizovatkach stejné barvy.

Vzdélenosti od prostfedniho policka. VSimnéte si,
ze stejné vzdalena policka maji stejnou barvu.
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Staci se tedy vénovat jenom dvojicim kavaren se stejnou barvou. Rozeberme
dva pripady.

Prvni pfipad: Kavarny lezi na stejné tthlopficce, tzn. urcuji ¢tverec. Lehce se
presvédcime, ze hledané kiizovatky (ty, které jsou stejné vzdalené od obou kavéren)
lezi na opacné uhlopficce tohoto ¢tverce a také ve dvou rohovych oblastech.

Sedou barvou jsou oznaceny kiizovatky stejné vzdalené
od obou kavéren (¢erné krouzky).

Druhy pfipad: Kavarny nelezi na stejné thlopficce, tzn. urcuji obdélnik. Potom
hledané krizovatky lezi na jedné lomené ¢are, znazornéné na néasledujicim ilustracnim
obrazku:

Krizovatky stejné vzdalené od obou kavaren ve druhém piipadé

Zbyva nam nalézt sjednoceni téchto oblasti pro vSechny dvojice kavaren. K to-
mu pouzijeme techniku z domaciho kola — prefixové soucty. Pro kazdou krizovatku
spocitame, kvili kolika dvojicim kavaren je tato kfizovatka pro Davida nevhodna.

Vezmeme nejprve obdélnikové oblasti. Jestlize kvili néjaké dvojici kavaren ne-
mize David bydlet v obdélniku s lev§m hornim rohem na kiizovatce [z1, y1] a pravym
dolnim rohem na kfiZovatce [, y2], do pomocného pole si zaznamendme nésledujici
hodnoty:



e +1 na kiizovatku [z1, yi]

e —1 na k¥izovatku [zo + 1, 31]

[
e —1 na kiizovatku [z1,y2 + 1]
[
e +1 na kiizovatku [zo + 1, y2 + 1]

KdyZ potom na tomto poli spoc¢itame dvojrozmérné prefixové soucty, dostane-
me jednotky pravé uvnit naseho obdélnika:

+1 -1 0 1 1 1 1 1 1 0 0

Prefixové soucty pro obdélniky

Stejné to funguje i s vice obdélniky — za kazdy nejprve pric¢teme ¢tyfi hod-
noty +1/—1 do pomocného pole a potom prefixovymi soucty zjistime pro kazdou
kiizovatku pocet obdélniki, které ji prekrylo.

Kromé obdélnikovych oblasti se musime vyporadat jesté s vodorovnymi a svis-
Iymi ¢arami — to jsou ale vlastné také obdélniky (s vyskou/sifkou jedna), takze
pro né funguje stejnd technika. Zbyvaji jesté sikmé cary. Ty vyfeSime podobné —
jednorozmérnymi prefixovymi soucty ve sméru diagonal.

+1 0 0 0 0 1 0 0 0

+1 0 1 0 0 0 1 0 0

Prefixové soucty pro uhlopficky

Na zavér jesté shrneme celé vzorové feseni. Je-li kavaren vice nez 2n — 1, vypi-
Seme sama N. V opacném pripadé pro kazdou dvojici kavaren najdeme krizovatky,
od nichz jsou tyto dvé kavarny stejné daleko. Hranice utvart, které tyto kiizovat-
ky tvori, si zaznamendme do pomocného pole (pro kazdou dvojici kavaren nadm to
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potrva jen O(1)). Nakonec spoc¢itdme prefixové soucty v pomocnych polich. Na za-
kladé toho budeme pro kazdou krizovatku védét, zda k ni existuje dvojice stejné
vzdalenych kavaren.

Celkova ¢asovd slozitost vzorového feseni je tedy O(n?).

n = int(input())
A = [[int(x) for x in input().split()] for i in range(n)]

kavarny = []
for i in range(n):
for j in range(n):
if A[i][5]:
kavarny.append((i, j))
k = len(kavarny)

def pridej_obdelnik(S, x1, y1, x2, y2):
if 0 <= x1 <= x2 < n and 0 <= y1 <= y2 < n:
Sly1l[x1] += 1
Sly1l[x2 + 1] -= 1
Sly2 + 11[x1] -= 1
Sly2 + 11[x2 + 1] += 1

def pridej_kus_uhlopricky(U, cislo, od, do):
if 0 <= od <= do < len(U[cislo]):
Ulcislo]l [od] += 1
Ulcislo]l [do + 1] -= 1

R = [[False] * n for i in range(n)]
if k<=2 *xn - 1:
# pomocné pole pro obdélniky
S = [[0] * (n + 1) for i in range(n + 1)]
# pomocna pole pro iuhlopricky
UH = [[0] * (n + 1) for i in range(2 * n - 1)]
UV = [[0] * (n + 1) for i in range(2 * n - 1)]
for k1 in range(len(kavarny)):
for k2 in range(kl + 1, len(kavarny)):
y1, x1 = kavarny[k1]
y2, x2 = kavarny[k2]
if x1 > x2:
x1, y1, x2, y2 = x2, y2, x1, yi
hlavni = (yl1 <= y2)
# lezi na stejné barvé?
if (x1 4 yl1) %2 1= (x2 + y2) % 2:
continue
if abs(xl - x2) == abs(yl - y2):
# kavarny lezi na spolecné idhlopricce
if hlavni:
pridej_obdelnik(S, 0, y2, x1, n - 1)
pridej_obdelnik(S, x2, 0, n - 1, y1)
pridej_kus_uhlopricky(UV, x1 + y2, yi1, y2)
else:
pridej_obdelnik(S, 0, 0, x1, y2)
pridej_obdelnik(S, x2, y1, n - 1, n - 1)
pridej_kus_uhlopricky(UH, x1 - y2 + n - 1, x1, x2)
elif abs(xl - x2) > abs(yl - y2):
# ... nelezi a opsany obdélnik je Sir$i nez vysSsi



posun = (abs(xl - x2) - abs(yl - y2)) // 2

if hlavni:
pridej_obdelnik(S, x1 + posun, y2 + 1, x1 + posun, n - 1)
pridej_obdelnik(S, x2 - posun, O, x2 - posun, yl - 1)
pridej_kus_uhlopricky(UV, x1 + y1 + posun + abs(yl - y2), y1, y2)

else:
pridej_obdelnik(S, x1 + posun, O, x1 + posun, y2 - 1)
pridej_obdelnik(S, x2 - posun, yl + 1, x2 - posun, n - 1)
pridej_kus_uhlopricky(UH, x1 - y1 + posun + abs(yl - y2) + n - 1,

x1 + posun, x2 - posun)

else:

# ... nelezi a opsany obdélnik je vy$8i neZ Sirsi

posun = (abs(yl - y2) - abs(xl - x2)) // 2

if hlavni:
pridej_obdelnik(S, 0, y2 - posun, x1 - 1, y2 - posun)
pridej_obdelnik(S, x2 + 1, y1 + posun, n - 1, yl1 + posun)
pridej_kus_uhlopricky(UV, x1 + yl + posun + abs(xl - x2),

y1l + posun, y2 - posun)
else:

pridej_obdelnik(S, 0, y2 + posun, x1 - 1, y2 + posun)
pridej_obdelnik(S, x2 + 1, y1 - posun, n - 1, yl - posun)
pridej_kus_uhlopricky(UH, x1 - y1 + posun + abs(xl - x2) + n - 1,
x1, x2)
for i in range(n):
for j in range(n):
if i > 0:
S[i1[31 += s[i - 11[j]
UVL§ + il[i] += UV[j + i1[i - 1]
if j > 0:
S[i1[3]1 += s[il[j - 1]
UH[j - i +n - 1]1[j] += UH[j - i + n - 1]1[j - 1]
if i > 0 and j > O:
S[i1[j] -= sli - 11[j - 1]
R[i1[j] = (S[il[j] == 0 and UH[j - i + n - 11[j] == 0 and UV[j + il[i] == 0)
for x in R:
print(’ ’.join((’A’ if y else ’N’) for y in x))

P-III-2 Pretahovani lanem

Strucny popis feseni: K dosazeni polynomialni ¢asové sloZitosti nam stac¢i pou-
Zit dynamické programovani, pfi némz si pamatujeme, kolik mladych a kolik starych
hract uz odeslo. Lepsi feSeni jsou zalozena na dodatecném pozorovani, ze vzdy exis-
tuje optimalni feSeni, ve kterém nejprve odchéazeji stafi a az potom mladi hraci.
Pro konkrétni pocet starych hraci, kteri odejdou, dokdzeme nalézt maximalni po-
¢et mladych bindrnim vyhledédvanim. Existuje jesté sikovnéjsi feseni, ale pii ném je
tfeba dat dobry pozor na detaily.
Predvypocet

V libovolném okamziku je kazdy z tymua tvofen souvislym tsekem hraca ze
vstupu. Abychom dokézali v konstantnim ¢ase urcit soucet sil hrac¢a v libovolném
takovém tseku, staci si pfedem spocitat prefixové soucty sil hra¢t. Formélné, necht
S1y...,8y, jsou sily hraca, které jsme dostali na vstupu (v pofadi od nejmladsiho
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hrace k nejstarsimu). Definujme py = 0 a Vi : p;11 = p; + Sit+1. Tyto hodnoty
spo¢itdme v Case O(n) a zjevné plati, Ze p; je soucet sil i nejmladsich hract.

Uvazujme nyni tsek hraci, ktery zacina i-tym a kondi j-tym nejmladsim. Sou-
Cet sil vSech hracu tohoto useku pak muzeme vyjadiit pomoci spocitanych prefixo-
vych souctd jako p; — pi—1.

(Poznamka: Existuji feSeni, kterd si poradi i bez tohoto pfedvypoétu — kdyz
zname sily obou tymt, dokdzeme v konstantnim c¢ase prepocitat, jak se zméni odcho-
dem jednoho z hract. Jelikoz ale uvedeny predvypocet umime provést v linedrnim
Case, tedy v podstaté zadarmo, budeme ho pro jednoduchost pouzivat i v fesenich,
kterd by se bez néj obesla.)

ZkouSime vSechny moZnosti

Zacneme jednoduchym rekurzivnim feSenim, které vyzkousi vSechny mozné
pribéhy turnaje (tedy vSechna mozna pofadi odchézejicich hrac¢ti) a vybere nejlepsi
z nich.

V kazdém kroku toto Feseni zkontroluje, zda jesté turnaj neskoncil, a pokud
ne, postupné vyzkousi obé moznosti pro néasledujici zménu (tj. jednou posle pryé
nejmladsiho a podruhé nejstarsiho z aktivnich hrac¢t). Pro kazdou z téchto moznosti
rekurzivné urci, jak nejdéle jesté mohl turnaj trvat, a vrati lepsi z obou moznosti
(plus jedna za aktuélni zapas).

Jakou ma toto Feseni Casovou slozitost? V nejhorsim mozném pripadé mize mit
turnaj az n — k 4+ 1 zapast. Kdyby toto nastalo pro kazdé mozné poradi odchodu
hraét, vyzkouseli bychom az 27~ rtznych pofadi, takze casové slozitost algoritmu
by byla ©(2"F). Tento nejhorsi mozny piipad skuteéné miize nastat — napiiklad
v pripadé tak strmého kopce, Ze dolni tym stale vyhrava, dokud ma aspon jednoho
hréce.
data = input().split()

N, K, Q = int( datal[0] ), int( datal[l] ), float( datal[2] )
S = [ int(x) for x in input().split() ]

P = [0]
for s in S: P.append( P[-1]+s )

def solve(lo,hi):
# vrati maximdlni polet zapasd pro turnaj,
# v némz je3té& hraji hraéi s &isly lo..hi-1 (&islovano od 0)
soucet_nahore = P[hi] - P[hi-K]
soucet_dole = P[hi-K] - P[lo]
if soucet_nahore > Q*soucet_dole + 1le-9:
# timto zapasem turnaj konci
answer = 1
else:
# turnaj bude pokracovat, zvolime lep$i moZnost, koho poslat pryé
al = solve(lo+1,hi)
a2 = solve(lo,hi-1)
answer = 1 + max(al,a2)
return answer

print( solve(O,N) )



Memoizace

Predchozi feSeni je neefektivni, protoZe v ném zbyteéné opakované hleddme
odpovéd na stejné otdzky. Rekurzivni funkce solve béhem vypoctu vold sama sebe
exponencialné mnohokrat. P¥itom ve skutecnosti je jen velmi mélo rizngch volani
funkce solve. Parametry lo a hi nabyvaji vzdy hodnot z rozsahu 0 az n. Navic
dokonce vzdy plati, Ze hi je aspon o k vétsi nez lo, jinak by uz turnaj davno skonéil.
Béhem celého vypoctu piedchoziho feSeni se tedy pocitd hodnota funkce solve jen
pro O((n — k)?) rznych vstupd.

Standardni technikou, jak takovy algoritmus zefektivnit, je memoizace: vzdy,
kdyz poprvé spocitame néjakou navratovou hodnotu funkce solve, zapamatujeme si
ji. A pokazdé, kdyz v budoucnosti program zavolé funkci solve se stejnymi parame-
try, misto opétovného vyhodnoceni funkce (pod tim si musime pfedstavit cely strom
rekurzivnich volani), jednoduSe v konstantnim ¢ase dame na vystup zapamatovanou
hodnotu.

Takto vylepSeny algoritmus bude az prekvapive efektivni. Jeho ¢asovou slozitost
mizeme odhadnout nésledovné. Pro kazdou platnou kombinaci parametrti 1o a hi se
télo funkce solve (tedy ta jeho ¢ast, kterou jsme méli jiz v pfedchozim feseni) vykona
nejvyse jednou. Samotné vykonani téla funkce solve probéhne v konstantnim case.*
Proto je celkova casova slozitost nejvyse pfimo imérnéd poctu ruznych vstupi, pro
néz potfebujeme funkci solve vyhodnotit, coz je O((n — k)?).

Implementace uvedend niZe mé o néco horsi ¢asovou slozitost O(n?) kvili ini-
cializaci tabulky, v niZz si pamatujeme vypocitané hodnoty. Toto by se samoziejmé
mohlo provést 1épe, ale bylo by to na tkor ¢itelnosti programu.

data = input().split()
N, K, Q = int( data[0] ), int( data[1] ), float( data[2] )

4]
(]

[ int(x) for x in input().split() ]

P = [0]
for s in S: P.append( P[-1]+s )

memo = [ [ None for hi in range(N+1) ] for lo in range(N+1) ]

def solve(lo,hi):
# vrati maximdlni pocet zapasd pro turnmaj,
# v némz jesté hraji hraci s &isly lo..hi-1 (Eislovéano od 0)

# kdyZz uz zname odpovéd pro tyto vstupy, rovnou ji vratime
if memo[lo] [hi] is not None:
return memo[lo] [hi]

# pokud tuto kombinaci (lo,hi) vidime poprvé, vyfeSime ji
soucet_nahore = P[hi] - P[hi-K]
soucet_dole = P[hi-K] - P[lo]
if soucet_nahore > Q*soucet_dole + 1le-9:
# timto zapasem turnaj konci
answer = 1

* Vsimnéte si, ze do tohoto konstantniho ¢asu nepocitame pripadné rekurzivni
volani. Ta totiz bud také vrati vystup okamzité, nebo je zapocitdme jindy.



else:
# turnaj bude pokracovat, zvolime lepS$i moZnost, koho poslat pryc
al = solve(lo+1,hi)
a2 = solve(lo,hi-1)
answer = 1 + max(al,a2)
# dfive nez vratime odpovéd, zapamatujeme si ji
memo [1o] [hi] = answer
return answer

print( solve(O,N) )
Dynamické programovani

Stejné feseni jako v predchozi ¢asti mizeme implementovat také itera¢né. Bu-
deme postupovat od nizsich po¢t hraca k vyssim. V okamziku, kdyz potfebujeme
zjistit, jak dlouho muze trvat turnaj, pokud jesté hraji hraci s Cislem 4 az 17, uz
zname nejdelsi mozné trvani turnaje hraného hraci s ¢isly 5 az 17, a také nejdel-
§1 mozné trvani turnaje s hrac¢i 4 az 16. Umime tedy v konstantnim case spocitat
optimalni délku trvani pro pravé zpracovavany turnaj.

Vsimnéte si, Ze implementace je v principu totozné s implementaci predchozi-
ho feseni — jenom rekurzivni volani funkce solve jsou v tomto pripadé nahrazena
pohledem do jiz vyplnéné ¢asti tabulky.

# naCteni a predzpracovani vypada stejné jako v predchozim reSeni

for delka in range(K,N+1):
for lo in range(N+1-delka):

hi = lo+delka

soucet_nahore = P[hi] - P[hi-K]

soucet_dole = P[hi-K] - P[lo]

if soucet_nahore > Q*soucet_dole + 1e-9:
# timto zapasem turnaj konci
answer = 1

else:

# turnaj bude pokracovat, zvolime lepS$i moZnost, koho poslat pryé
al = memo[lo+1] [hi]

a2 = memo[lo] [hi-1]

answer = 1 + max(al,a2)

memo [1o] [hi] = answer

print ( memo[0] [N] )
Zjednoduseni tlohy

Nez se pustime do lepsich Feseni, trochu si zjednodusime problém, ktery budeme
Tesit.

Nejprve oSetfime specidlni pripad, kdy turnaj skon¢i hned prvnim zapasem.
Nadale tedy budeme predpokladat, Ze existuje feseni tvorené alespont dvéma zapasy.

Vsimnéte si nyni predposledniho zapasu v optimalnim teseni. Po tomto zapase
musi byt jedno, ktery hrac¢ odejde — obé moznosti musi vést k zapasu, v némz horni
tym zvitézi. Kazdé optimalni feSeni tedy kon¢i posloupnosti ,,predposledni zapas —
kdokoliv odejde — posledni zapas — konec”. Tuto ¢ast feseni od této chvile budeme
ignorovat.



Formalné si nas problém upravime néasledovné: Pro konkrétni i a j fekneme, zZe
stav turnaje, v némz jsou aktivni hraci s ¢isly ¢ az j, je Zivy, pokud by nasledujicim
zapasem jesté turnaj neskoncil. Jinymi slovy, v Zivém stavu je jesté horni tym pfilis
slaby v porovnani s dolnim.

Misto ptivodni tlohy budeme nyni fesit ilohu ekvivalentni: nalézt nejdelsi po-
sloupnost odebirani hrac¢a (vzdy nejmladsiho nebo nejstarsiho) takovou, Ze vSechny
stavy turnaje, které béhem odebirani nastanou, jsou zivé — a to véetné stavu po
odebrani posledniho hrace.

Skoro optimalni FeSeni

Chceme-li nalézt jesté lepsi feSeni nez to, které jsme ziskali pouzitim memoiza-
ce, nemuzeme si dovolit ani se podivat na vSechny dosazitelné stavy béhem turnaje.
Potiebujeme tedy nalézt néjaké kritérium, které nam umozni soustfedit se jen na
nékteré z nich. P¥ipadné se misto konkrétnich stavi mizeme zamérit na hledani ur-
¢itych prubéhd turnaje. Nasim cilem je nalezeni néjakého tvrzeni typu ,Vzdy bude
existovat optimdlni pribéh turnaje, ktery splituje [tuto dodateénou vlastnost].*

Podivejme se tedy na to, v jakém poradi se vyplati hrace odebirat. Predpokla-
dejme, ze se nékdy odehréla néasledujici posloupnost udalosti:

® Jsme v zivém stavu Sy tvofeném hréci ¢ az j.

e Odesel nejmladsi hra¢ (&islo 7).

e Jsme v zivém stavu S; tvofeném hraci i + 1 aZ j. (To znamen4, Ze zépas,
v némz jsou dole hraci ¢+ 1 az j — k a nahote hraci j —k+1 az j, by jesté
horni tym nevyhral.)

e Odesel nejstarsi hrac (¢islo j).

® Jsme v zivém stavu Sy tvoreném hracii+ 1 az j — 1.

Zajiméa nas nyni stav Ss. Jelikoz je tento stav zivy, hrac¢i na vrchu kopce v na-
sledujicim zépase jesté nevyhraji. Ve stavu Sy jsou na vrchu kopce hradi s ¢isly j — k
az 7 — 1 a dole hradi s ¢isly ¢ + 1 az j — k — 1. Predstavme si, Ze bychom nejprve
poslali pry¢ hrace ¢islo j a az potom hrace ¢islo i. Co by se tim zménilo?

Stav So by se nezménil vitbec — stale bychom v ném méli hrace s ¢isly i + 1 az
j — 1. Zmeénil by se stav S7. V ném by dole stali hraci s ¢isly 7 az j — k — 1 a nahore
hréaci s ¢isly j — k az j — 1. Nyni pfijde dulezité pozorovani: také tento stav musi byt
Zivgy. Pro¢? Nebot je to stejny stav jako So, jenom mnavic méame dole hracde s ¢islem
1. Tim spise je tedy dolni tym dostatecné silny.

Tuto tvahu muzeme libovolné zopakovat. Kdyz tedy zacneme s libovolnym
feSenim, muzeme postupné zameénovat kroky, v nichz posilame pry¢ mladé hrace,
s kroky, v nichz posilame pry¢ staré. Na konci tak dostaneme stejné dobré feseni,
v némz nejprve posleme pry¢ nékolik starych hract a az ndsledné nékolik mladych.
Plati tedy tvrzeni: Vidy existuje optimalni feSeni nasi upravené ulohy, v némz nej-
prve posleme pry¢ nejstarsi hrace a az potom nejmladsi.

(Jinymi slovy: Predstavte si, ze uz vite, které staré a které mladé hrace posle
pry¢ optimalni feseni. Potom urcité muzeme poslat pry¢ nejprve ty staré — zatim
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totiz vSichni mladi, které chceme casem poslat pryc, jesté stoji dole a poméhaji
dolnimu tymu. Kdybychom mladé poslali pry¢ piilis brzy, jen tim dolnimu tymu
uskodime.)

Na zakladé pravé dokazaného tvrzeni snadno navrhneme feseni s ¢asovou slozi-
tosti O((n — k) log(n — k)). V tomto FeSeni postupné vyzkousime vSechny moznosti,
kolik nejstarsich hrac¢t postupné odebereme. Pfi tomto zkouseni nezapomeneme kon-
trolovat, zda jsou zivé vSechny stavy, jimiz prochazime béhem odebirani nejstarsich
hraca.

Kdyz uz mame pevné zvolen pocet p odebranych nejstarsich hrac¢it, mame vlast-
né pevné zvolenou k-tici hrach, ktefi budou stat na vrchu kopce v dobé, kdy budeme
odebirat nejmladsi hrace. Nejmladsi hrace ale nebudeme odebirat postupné po jed-
nom. Misto toho pouzijeme efektivnéjsi metodu: bindrnim vyhledavanim na intervalu
od 0 do n — k — p najdeme nejvétsi z takové, ze po odebrani p nejstarsich a nasledné
x nejmladsich hrach jesté stale budeme mit zivy stav.

# naCteni a predzpracovani vypada stejné jako v predchozim reSeni
def je_zivy(mladych,starych):
soucet_nahore = P[N-starych] - P[N-starych-K]
soucet_dole = P[N-starych-K] - P[mladych]
return soucet_nahore <= Q*soucet_dole + le-9
# oSet¥ime specidlni pi¥ipad, kdy turnaj konéi prvnim zapasem
if not je_zivy(0,0):
print (1)
from sys import exit
exit ()
odpoved = 0
for starych in range(O,N-K+1):
if not je_zivy(O,starych): break # tolik ¢i vice starych hrald uz nelze odebrat
lo, hi = 0, N-K-starych
# bindrné vyhleddvame -- invariant: lo mladjch jeSté miZeme odebrat, hi uZz ne
while hi-lo > 1:
med = (lo+hi)//2
if je_zivy(med,starych): lo = med
else: hi = med
odpoved = max( odpoved, lot+starych+2 )

print (odpoved)

Nespravna tuvaha

V tomto okamziku bychom se snadno mohli nechat zldkat néasledujici nesprav-
nou tvahou: Za¢neme tim, zZe najdeme optimalni pocet nejmladsich pro 0 nejstarsich.
Nyni budeme, stejné jako v predchozim feseni, pocet nejstarsich postupné zvysovat
a vzdy, kdyz je tfeba, poCet nejmladsich postupné snizovat. Takto dostaneme FeSeni
s linearni ¢asovou slozitosti.

Popsané feSeni sice ma linedrni ¢asovou slozitost, ale ivaha, ktera k nému vede,
je chybna. Predpokladame v ni totiz, ze vysSimu poc¢tu odstranénych starych hraca
musi nutné odpovidat nizsi nebo stejny pocet odstranénych mladych hrac¢i. To ale
viitbec neni pravda.
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Ukézeme si to na konkrétnim piiklads. M&me ¢ = 1.01 (tedy skoro rovinu) a
uvazujme napfiklad n = 10 lidi, pfi¢emz k = 3 nejstarsi jsou vzdy na vrchu kopce.
Sily (od nejmladsiho) necht jsou (47,1,1,1,1,1,1,1,3,1).

e Jestlize odejde 0 nejstarsich, mohou odejit 2 nejmladsi. Posledni zivy stav
mal+4+1+1+4+141naspodkual+ 3+ 1na vrchu kopce.
e Jestlize odejde 1 nejstarsi, mize odejit jen 1 nejmladsi. Posledni zivy stav
mél+1+1+4141naspodkual+ 1+ 3 na vrchu kopce.
® Jestlize ale odejdou 2 nejstarsi, mohou odejit opét az 2 nejmladsi. Posledni
zivy stav ma 1+ 1 + 1 na spodku a také 1 4+ 1 4+ 1 na vrchu kopce.
Optimalni FeSeni

Jak spravit tivahu z pfedchozi ¢asti? Pijdeme na to od konce. Za¢neme tim, ze
si zjistime, kolik nejvyse nejstarsich hract mtzeme pripustnym zptisobem odebrat.
Nasledné se pokusime udélat v podstaté totéz jako v predchozim FeSeni: budeme
postupné sniZovat pocet odebranych starych hract a pokazdé se budeme snazit zvy-
Sovat pocet odebranych mladych.

Jak jsme vidéli ve vySe uvedeném protipiikladu, mohou nastat situace, v nichz
bychom méli (pro udrzeni pfipustnosti feSeni) pocet odebranych mladych hréct sni-
zit. Co s takovymi situacemi? Jednoduse je budeme ignorovat a poc¢et mladych hract
nesnizime. Takova situace totiz zjevné nemtze predstavovat optiméalni feseni — sta-
rych i mladych hrac¢i bychom odebrali méné nez v jiném fesSeni, které jiz zname.

Takto dostaneme korektni FeSeni s ¢asovou slozitosti O(n).

# nalteni, pfedzpracovani, je_zivy() a oSet¥eni specidlniho pF¥ipadu
# jsou stejné jako dosud

mladych, starych = 0, 0

while je_zivy(mladych,starych+1l): starych += 1

while je_zivy(mladych+1,starych): mladych += 1
odpoved = mladych+starych+2

while starych > 0:
starych -= 1
if not je_zivy(mladych,starych): continue # p¥eskolime zjevné neoptimadlni moZnost
while je_zivy(mladych+1,starych): mladych += 1
odpoved = max( odpoved, mladych+starych+2 )

print (odpoved)

P-ITI-3 Mimozemské pocitace

V prvni poduloze stacila drobnd Gprava zadaného grafu. Ve druhé bylo mozné
postupné po jedné odstranovat hrany a ovéfovat, zda jsme tim neodstranili hledanou
cestu. Efektivnéjsi feseni ale dokdze vhodné odstranit vice hran najednou. Ve treti
poduloze bylo tfeba kazdy vrchol pivodniho grafu nahradit vice vrcholy v novém
grafu.

a) V této tloze jsme sméli jednou zavolat funkci cesta_s_hranou(n,E,u,v)
a pomoci tohoto volani jsme chtéli zjistit, zda nas graf G obsahuje hamiltonovskou
cestu.
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Kdybychom mohli volat funkci cesta_s_hranou vicekrat, bylo by feSeni jed-
noduché: stacilo by tuto funkci postupné zavolat tolikrat, kolik hran ma nas graf G,
pricemz jako uw a v mu vzdy dame vrcholy spojené jednou z hran. Nebo by stacilo
zvolit u = 0 a jako v postupné vyzkouset vSechny vrcholy, které jsou s vrcholem 0
spojené. My ale smime zavolat funkci cesta_s_hranou jen jednou.

Graf G ma vrcholy s ¢isly 0 az n—1. Pfidame do néj jesté dva vrcholy: n a n+1.
Tyto vrcholy spojime mezi sebou a navic vrchol n spojime s kazdym z vrcholt 0 az
n — 1.

Necht E oznacuje seznam hran takto upraveného grafu. Zavolame funkci ces-
ta_s_hranou(n+2,E,n,n+1). Tim zjistime, zda na$ upraveny graf obsahuje hamil-
tonovskou cestu, v niz je obsazena hrana mezi vrcholy n a n + 1.

Spravnost algoritmu je zjevna, staci si povSimnout, Ze v novém grafu kaZdd
hamiltonovska cesta musi obsahovat hranu mezi vrcholy n a n + 1 a Ze novy graf
ma néjakou hamiltonovskou cestu pravé tehdy, kdyz néjakou hamiltonovskou cestu
obsahoval pavodni graf.

b) Prvni feSeni (hodnoceni 3 body): Postupné projdeme vSechny hrany gra-
fu G. Pro kazdou hranu zopakujeme nasledujici proces: Odebereme ji z aktualniho
grafu a nasledné volanim funkce cesta ovéfime, zda v grafu jesté zistala néjaka
hamiltonovska cesta. Pokud ano, pravé zpracovavanou hranu nechdme odstranénou.
Kdyz ne, hranu vratime zpét.

Na konci tohoto algoritmu nédm ztistane pravé jedind hamiltonovska cesta.
Je zjevné, Ze ndm néjaka zlstane, nebot po kazdém kroku mame graf, v némz aspon
jedna cesta existuje. Také je zjevné, ze tam kromé této cesty uz nemohou byt zadné
jiné hrany — kazdou hranu jsme nékdy zpracovavali a kdyz v tom okamziku existovala
hamiltonovské cesta, na niz dana hrana nelezela, z grafu jsme ji odebrali.

Tento algoritmus potfebuje presné m volani funkce cesta. Pro husté grafy je
m fadové rovno n?.

b) Druhé feSeni (hodnoceni 5 bodiu): Ukazeme si ted feSeni, které vystaci
s O(nlogn) volanimi funkce cesta. Existuje vice podobné efektivnich feSeni, my
jsme si vybrali jedno, které se snadno implementuje. Hledanou hamiltonovskou ces-
tu budeme sestrojovat postupné, vrchol za vrcholem.

Na zacatku bychom potfebovali védét, kde nase cesta zacina. To vyfeSime tieba
tak, Ze si graf upravime stejné jako v feSeni podilohy a). Vime tedy, Ze prvni dva
vrcholy na hledané hamiltonovské cesté jsou vrcholy n+ 1 a n.

Necht z je posledni vrchol na té casti cesty, kterou jsme jiz sestrojili. Jak urcit
dalsi jeji vrchol? Z vrcholu z vedou v nasem grafu G néjaké hrany. Jedna z nich
je ta, kterou vchazi do x nami sestrojovana cesta. Ostatni vedou do novych, jesté
nenavstivenych vrchola. (Toto plati na zac¢atku, kdyz @ = n. Nasledné budeme pri-
bé&zné odstrafiovat nepotiebné hrany z G, takze to bude platit i v dalsich iteracich.)
Pottebujeme se rozhodnout, kterou z téchto hran bude nase cesta pokracovat.

To bychom dokézali urcit sekvencné, podobné jako v pfedchozim feSeni. Exis-

tuje ale efektivnéjsi zptsob, podobny binarnimu vyhledavani. Dokud budeme mit na
vybér vice nez jednu hranu, budeme opakovat nasledujici postup: Z G odstranime
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polovinu z kandidati na naslednou hranu a zavolame funkci cesta. Pokud graf stale
obsahuje néjakou hamiltonovskou cestu, pokracujeme piimo dale. Pokud nam volani
funkce cesta odpovi, Ze novy graf uz hamiltonovskou cestu neobsahuje, znamena to,
ze (kazdd moZnd) hledana hrana z = déle je mezi témi, které jsme pravé odstranili.
Vratime je tedy zpét do G — a misto nich odstranime tu polovinu hran z z, kterou
jsme puvodné v G nechali.

Takto pro konkrétni vrchol z jednim zavolanim funkce cesta snizime pocet
hran vedoucich z x pfiblizné na polovinu, pfi¢emz nadéle dostaneme graf obsahujici
aspoii jednu hamiltonovskou cestu. Kdyz tento postup opakujeme, po O(logn) vo-
lanich funkce cesta nadm ztistane ve vrcholu  (kromé hrany, po niz jsme do vrcholu
prisli) uz jen jedind hrana — a tak jsme pravé nasli nasledujici hranu na sestrojované
hamiltonovské cesté.

def sousedi(v,E):
sl = set( y for x,y in E if x==v )
s2 = set( x for x,y in E if y==v )
return [ z for z in sl+s2 ]

def najdi_cestu(n,E):
E += [ (n,x) for x in range(n) ] + [ (n,n+1) ]
cesta = [ n+1, n ]
for kolo in range(n):
kde = cestal[-1]
kam_muzeme = sousedi( kde, E )
kam_muzeme.remove( cestal[-2] )
ostatni_hrany = [ x,y for x,y in E if x!=kde and y!=kde ] + \
[ (kde,cestal[-2]) 1]
while len(kam_muzeme) > 1:
cnt = len(kam_muzeme)
k1, k2 = kam_muzeme[:cnt//2], kam_muzeme[cnt//2:]
if cesta( n+2, ostatni_hrany + [ (kde,x) for x in k1 ] ):
kam_muzeme = ki
else:
kam_muzeme = k2
vitez = kam_muzeme[0]
cesta.append( vitez )
E = ostatni_hrany + [ (kde,vitez) ]
return cestal[2:]

¢) Z ptvodniho orientovaného grafu G s n vrcholy sestrojime novy neoriento-
vany graf s 3n vrcholy — a to tak, ze kazdy ptuvodni vrchol nahradime tfemi novymi.

Misto kazdého vrcholu v tedy budeme mit tii vrcholy: vy (tzv. vstupni), vy (tzv.
stfedni) a vs (tzv. vystupni). Dvojice vrcholii v;vy a vav3 budou spojeny hranou.

Orientované hrany z puvodniho grafu zménime v novém grafu na neoriento-
vané hrany z prislusného vystupniho do pfislusného vstupniho vrcholu. Kdyz jsme
tedy napfiklad v puvodnim grafu méli hranu u — v, budeme mit v novém grafu
neorientovanou hranu usv;.
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