63. ro¢nik Matematické olympiady — 2013/2014
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-11-1 Podposloupnost

Nasim tukolem bylo nalézt nejdelsi souvisly usek zadané posloupnosti tak, aby
aritmeticky prameér prvki tohoto useku byl praveé k.

Prvni a nejsnadnéjsi feSeni, které nas napadne, je zkusit postupné kazdy sou-
visly tsek a spocitat jeho prameér. Staci tedy pouzit dva cykly, které budou urcovat
zacatek a konec tseku, ve tfetim cyklu pak spocitame soucet prvku tvoricich tento
tsek. Nasledné soucet vydélime poctem prvki a zkontrolujeme, zda je roven k.

int n, k;
int A[500]; // Vstupni posloupnost
int vyszac=0, vyskon=-1; // Zagatek a konec vjsledného useku

for (int zac=0; zac<n; zac++)

for(int kon=zac; kon<n; kon++) {
int soucet=0;
// S&itame prvky useku
for (int i=zac; i<=kon; i++) soucet += A[i];
if (soucet == k*(kon-zac+l) && vyskon-vyszac < kon-zac) {

vyszac=zac; vyskon=kon;

}

}

V programu vidite, Ze jsme vlastné déleni nikde nepouzili. Operace déleni je
totiz nepresna. Oznacime-li si s soucet prvka v tseku a p pocet prvka v tuseku,
miZeme upravit rovnici s/p = k na s = k - p. Tim dostaneme jednoduchy program,
ktery vSechno pocit4 naprosto presné. Jeho ¢asova slozitost je ©(n3).

ZlepSeni

Podle pravidel hodnoceni tlohy dostaneme za feseni s touto ¢asovou slozitosti
nejvyse 4 body. Je tedy tfeba vypocet urychlit. V predchozim programu jsme vyko-
navali zbytecnou praci, kdyz jsme pocitali soucet prvkt v kazdém zkoumaném useku
zvl4st. Opakované jsme totiz séitali stejné cisla.

Prvni dva cykly v programu znamenaji: nejprve zvolime zacatek useku zac a
potom pro tento zacatek postupné volime polohu konce tiseku kon. Proménna kon
se pritom vzdy zvysSuje o 1, coz znamend, ze se zkoumany tsek prodluzuje o jeden
novy prvek, ktery je na pozici kon. Soucet aktualniho tseku se tedy lisi od souctu
predchoziho tiseku pouze o hodnotu toho prvku, ktery do tseku pravé pribyl. Takto
dostavame Feseni, které postupné projde vsechny souvislé podposloupnosti a kazdou
z nich zpracuje v konstantnim ¢ase. Jeho ¢asova slozitost je proto ©(n?).

int n,k;
int A[5000]; // Vstupni posloupnost
int vyszac=0, vyskon=-1; // ZaZatek a konec vysledného useku



for (int zac=0; zac<n; zac++) {
// Prtbé&zné s&itame
int soucet=0;
for (int kon=zac; kon<n; kon++) {
soucet += A[kon];
if (soucet == k*(kon-zac+l) && vyskon-vyszac < kon-zac) {
vyszac=zac; vyskon=kon;

}
}

Vzorové feSeni

P1i hledani jesté lepsiho FeSeni se musime na nasi Glohu podivat trochu jinak.
Problémem je, ze zkoumame vice parametri najednou — potfebujeme znat soucet
tseku i pocet jeho prvki. Lepsi by bylo, kdyby stacilo sledovat jenom soucet tiseku
a pfimo z né€j vidét, zda ma tento tsek primér rovny hodnoté k.

Polozme si otazku, kdy ma néjaky tsek primér roven pravé k. Je jasné, Ze
tam nemuze byt prili§ mnoho prvkd mensich nez k, ale zaroven ani mnoho prvka
vétsich nez k. Musi v ném byt urcitd rovnovadha mezi prvky mensimi a vétsimi nez k.
Naptiklad posloupnost (1,3,4,4) mé primér 3, nebot dvé ¢tytky vyvazi pfitomnost
jednicky, kterd je o 2 mensi.

NapiSeme si nyni rovnici, kterou se snazime ovérit pro néjaky zkoumany tsek
¢isel a; az ap. Tato rovnice zni: a; +az+. . .+a, = pk, coz mizeme prepsat do tvaru
ay +az+ ...+ ap, — pk = 0. Nyni rozlozime ¢len —pk na p samostatnych clent —k a
rovnici upravime do podoby (a1 — k) + (az — k) + ... (ap — k) = 0. Vidime, ze kazdy
prvek zkoumaného tuiseku se zmensil pravé o k. Proto je-li nyni soucet zmensenych
hodnot roven 0, pak mé tsek prameér k.

Jinymi slovy feceno, kdyz od kazdého prvku odecteme k, snizime tim také pri-
meér libovolného tseku o k. Tedy tseky, které mély v ptivodni posloupnosti primér k,
odpovidaji usektm, které maji v upravené posloupnosti prumér 0. Pro¢ nam to po-
muze? Posloupnost mé totiz pramér 0 pravé tehdy, kdyZz ma soucet 0. A pfi hledani
useki, které maji soucet 0, uz nemusime hledét na jejich délku.

Zadanou posloupnost si tedy upravime tak, ze od kazdého prvku odecteme k.
Od této chvile budeme slovem ,posloupnost® oznacovat tuto novou posloupnost,
ve které hleddme tseky se souctem 0.

Zbyva provést jesté jeden myslenkovy krok. Soucet tsekid je mozné pocitat
i jingm zptsobem. Naplnime si pole P[0...n] takovymi hodnotami, aby prvek P[i]
udéval soucet prvnich ¢ prvka nasi posloupnosti. Prvky takového pole P nazyvame
prefixové soucty dané posloupnosti. Hodnoty pole P snadno spoéitdme v éase O(n)
jednim pruchodem: P[0] = 0 a kazdé dalsi P[i] uréime jako soucet P[i— 1] a nésledu-
jictho prvku posloupnosti. Kdyz potom potiebujeme zjistit soucet tiseku od pozice
zac do pozice kon, tuto hodnotu spoéitdme jako Plkon] — P[zac — 1].

Zvolime pevny konec tseku kon. Které zacatky pro tento zvoleny konec urcuji
useky se souGtem 0?7 Zacatek zac je vhodny pravé tehdy, kdyz Plkon] — P[zac —
1] = 0, tzn. kdyz P[zac — 1] = P[kon]. Abychom dostali tisek co nejdelsi, chceme
nalézt nejmensi zac s touto vlastnosti. Zjistovat piitomnost néjakého konkrétniho
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prvku umime snadno tfeba pomoci vyvazovaného binarniho stromu — v jazyce C++
je implementovany jako set nebo map.

Cely algoritmus bude probihat nasledovné. Nejprve odecteme od kazdého prv-
ku ptivodni posloupnosti ¢islo k. Postupné budeme volit stale vétsi a vétsi kon, které
bude urcovat, kde ma koncit nas tisek. Zaroven s tim si budeme pamatovat soucet
v8ech jiz zpracovanych prvki, tedy hodnotu P[kon]. V mapu budeme mit pro kazdou
predchozi prefixovou sumu uloZeno nejmensi ¢islo zac takové, Ze prvnich zac prvki
mé tento soucet. Pro kazdé kon se podivame do mapy, zda jsme jiz aktualni prefi-
xovy soudet P[kon| nékdy diive vidéli. Jestlize ano, dozvédéli jsme se pravé nejlepsi
zacatek odpovidajici aktudlnimu konci tiseku. Jestlize ne, tak si pro hodnotu P[kon]
zapamatujeme, ze poprvé byla dosaZena na pozici kon. Nakonec uz jenom vypiSeme
nejdelsi nalezeny tsek.

Celkové Gasova slozitost programu bude O(nlogn), nebot pro kazdy konec se
jen konstanta-krat podivime do mapu, jehoz operace trvaji O(logn) ¢asu. Pamétova
slozitost je O(n).

#include <cstdio>
#include <map>
using namespace std;

int main() {
// Na&teme vstup a rovnou upravime posloupnost
int n, k, A[100047];
scanf ("%d %d",&n,&k);
for (int i=0; i<n; i++)
{ scanf("%d",&A[i]); A[i]l -= k; }

// Prochazime posloupnost
map<int,int> M;
int prefix=0, vyszac=0, vyskon=-1;
M[0] = -1; // Zarazka (prefixové soulty jsou nezaporné)
for (int i=0; i<n; i++) {
prefix += A[i];
// Uvédomme si, Ze stejné ¢islo ma byt na pozici zac-1, takZe pfidame jesté 1
if (M.find(prefix) != M.end() && vyskon-vyszac+l < i-M[prefix])
{ vyszac=M[prefix]+1; vyskon=i; }
if (M.find(prefix) == M.end())
M[prefix]=ij;
}
printf ("%d %d\n",vyszac+1,vyskon+1) ;
return 0O;

}

Alternativni FeSeni

V poslednim kroku viibec nebylo tfeba pouzivat pokrocilou datovou strukturu.
(Je to ale pohodlné, proto jsme takové feseni uvedli nejdiive.) Misto mapu vystacime
i s obyCejnym tiidénim. Vezmeme si pole, jehoz prvky jsou usporadané dvojice ¢isel:
(0,0), (P[1],1),(P[2],2),...,(P[n],n). Toto pole uspotfddame — primérné podle prv-
ni soufadnice, tedy odpovidajiciho prefixového souctu, a sekundarné podle indexu,
ktery mu odpovida. V uspofadaném poli budou vSechny indexy, kterym odpovida
stejnd hodnota prefixového souctu, tvorit vidy souvisly tsek. Nejvzdalenéjsi dvojici
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indextu, kterym odpovida stejny prefixovy soucet, dokdZeme pomoci tohoto uspora-
daného pole snadno urcit v linedrnim case.

P-II-2 Body v roviné

Zakladni pomalé FeSeni

Zacnéme s pomalejSim, ale zjevné funkénim fesenim. Jednoduchou moznosti je
zvolit néjakou kone¢nou mnozinu kandidatd na vhodné délici pfimky. Potom staci
vzdy pro kazdy ¢erny bod vyzkousSet vSechny kandidaty a zjistit, zda néktery z nich
vyhovuje. Vhodnymi kandidaty mohou byt naptiklad ptimky, které prochazeji dveé-
ma bilymi body. Algoritmus potom vypada tak, ze pro kazdou dvojici bilych bodu
vyzkousime, zda cerny bod lezi na opacné strané pfimky nez vSechny ostatni bilé
body. Cerny bod na pifmce lezet nesmi, u bilych bodii to nemusime ani testovat,
nebot podle zaddni zadné t¥i bilé body nelezi na pfimce.

Testovani, zda néjaky bod X lezi na primce Y Z, napravo, nebo nalevo od ni,
miuzeme provést napriklad pomoci znaménka vektorového souc¢inu vektori Y Z a Y X.
Takovyto algoritmus by pro kazdou z fadové n? dvojic biljch bodt testoval fadové n
bodd, a to vSechno by provadél opakované pro kazdy cerny bod, tedy ¢-krat. Jeho
vyslednd ¢asova slozitost by proto byla O(qn?).

Soucasti spravného feseni by ovSem mél byt také dikaz, ze nase mnozina kan-
did4ta skutecné postacuje. Presnéji, potiebujeme dokazat, Ze pokud existuje (néja-
ka libovolnd) rozdélujici pfimka, potom také jedna z ndmi zvolenych piimek bude
vyhovovat. Vezméme si tedy libovolnou vyhovujici pfimku. Mtzeme ji ,posouvat
smérem od ¢erného bodu, dokud pfimka neprotne néktery bily bod. (V tomto oka-
mziku jsme tedy jiz dokézali, ze pokazdé, kdyz existuje rozdélujici primka, existuje
také rozdélujici pfimka prochézejici nékterym bilym bodem.)

Pokud jsme méli Stésti, pravé nalezena pfimka prochazi dvéma bilymi body.
Jestlize tomu tak neni, za¢neme primku otacet kolem toho bilého bodu, kterym
prochézi. Nejprve zvolime kladny smér otaceni. Mohou nastat dvé moznosti. Bud
otacena primka nejprve "narazi” na druhy bily bod a nasli jsme vyhovujici primku,
nebo nejprve narazi na ¢erny bod, pfipadné zaroven na bily a ¢erny bod. V takovém
pfipadé ji budeme otacet opaénym smérem. A protoze otacejici se primka pokryje
celou rovinu dfive, nez opét narazi na ¢erny bod, musi tentokrat nejprve narazit na
bily bod. Tim je dtkaz ukoncen.

Prvni predvypocet

Pravé uvedené feseni provadi mnoho zbytecné prace. Napiiklad je zjevné, ze
pfimka s bilymi body po obou svych stranidch nebude nikdy vyhovovat. Takové
primky tedy neméa vibec smysl opakované testovat pro kazdy cerny bod.

Nejlepsi bude zbavit se téchto Spatnych pfimek hned na zacatku. Na zacatku
vypoétu tedy provedeme ptredvypocet v ¢ase O(n?) a pro kazdou piimku uréenou
dvéma bilymi body zjistime, zda vSech n—2 zbyvajicich bilych bod1 lezi na jedné jeji
strané, nebo ne. Tim ndm ztstane jen k < n? pfimek, které maji viechny bilé body
na jedné strané. Pro kazdy ¢erny bod nyni staci zkontrolovat pouze jeho polohu viici
kazdé z k primek. Takto dostaneme feSeni s celkovou ¢asovou slozitosti O(n3 + gk).
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Cely predvypocet ale dokdzeme provést jesté mnohem efektivnéji, a navic bude
hned jasné, Ze hodnota k bude vzdy malé. Primky, které mé smysl testovat, budou
totiz presné odpovidat jednotlivym stranam konvexniho obalu vsech bilych bodu
(takze jich bude nejvyse n).

Nam bude dokonce stacit jedna implikace: Jestlize vSechny ostatni bilé body
lezi na stejné strané od piimky vedouci body A a B, pak tsecka AB tvoii stranu
jejich konvexniho obalu. Toto zjevné plati, a proto kazda pfimka v nasi mnoziné
kandidatt je skutecné prodlouzenim nékteré strany konvexniho obalu.

Plati ale i opa¢na implikace, a proto kazda strana konvexniho obalu odpovida
néjaké mozné rozdélujici pfimce. Jestlize totiz tsecka AB tvoii stranu konvexni-
ho obalu, musi vSechny ostatni bilé body leZet na stejné strané od ni. (DokéZeme
sporem: kdyby body C a D lezely na opa¢nych stranach pfimky AB, potom cely
Ctyruhelnik CADB je soucésti konvexniho obalu, coz je spor s tim, ze AB je jeho
strana.)

V domaécim kole jsme se naudili, jak sestrojit konvexni obal v ¢ase O(nlogn).
Této znalosti mizeme nyni vyuzit k vyraznému zlepSeni casové slozitosti naseho
algoritmu. Ten se bude skladat ze dvou fazi:

1. Vezmeme n bilych bodd a v ¢ase O(nlogn) sestrojime jejich konvexni
obal. Tim jsme ziskali mnozinu nejvyse n primek, které staci dale testovat.

2. Pro kazdy ¢erny bod postupné vyzkousSime kazdou z piimek nalezenych
v prvnim kroku: vezmeme vzdy libovolny tfeti bily bod a podivame se, zda
lezi na opacné strané primky. Kazdy ¢erny bod proto zpracujeme v case

O(n).

Celkova Gasova slozitost tohoto algoritmu je tedy O(nlogn + gn).

Alternativni implementace druhé ¢asti algoritmu: Muzeme vyuzit toho, Ze al-
goritmus pro sestrojeni konvexniho obalu nam jeho strany najde usporadané po
obvodé. Kdyz pijdeme po konvexnim obalu napfiklad proti sméru hodinovych rudi-
cek, vime, Ze bilé body mame stale nalevo od testované primky. Staci proto testovat,
jestli ¢erny bod lezi napravo od ni.

Vzorové feSeni

Z pozorovani o konvexnim obalu dokonce vyplyva, ze rozdélujici pfimka exis-
tuje pravé tehdy, kdyz se ¢erny bod nachazi vné konvexniho obalu. Jakmile totiz
zkoumany ¢erny bod lezi vné obalu, mizeme pouzit vétu o separujici piimce z fesSeni
domaciho kola. Samotny ¢erny bod je také konvexni mnozinou. Opacné implikace je
zjevna.

Jak zjistit lépe nez v linedrnim case, zda lezi ¢erny bod v konvexnim dtvaru?
Dobré zptisoby jsou opét zaloZeny na vhodném predvypoctu. Je tieba roziezat si
dany atvar na vhodné kousky néjak systematicky rozlozené vedle sebe a nasledné pro
kazdy ¢erny bod binarné vyhledat ten spravny kousek, v némz by mohl lezet. Existuje
vice konkrétnich implementaci, mtizeme napriklad rozfezat nas utvar svislymi fezy
vedoucimi pres vSechny jeho vrcholy.



My si ukdzeme jednu z implementacné nejjednodussich moznosti. Jeden vrchol
naseho konvexniho k-thelnika si oznac¢ime jako specidlni a oznac¢ime ho S. Z néj
vychazeji dvé strany: strana a do bodu, ktery oznadime A, a strana b do bodu B.
Predstavme si nyni k£ — 1 poloptfimek, které vedou z bodu S pres kazdy z ostatnich
vrchold (véetné vrcholi A a B).

AN

\

Tyto polopfimky nam rozdéli rovinu na k — 1 thld: jeden vypukly, ktery ne-
obsahuje vnitfek nasSeho k-tihelnika, a k — 2 zbyvajicich. Vypukly thel si mtizeme
predstavit jako sjednoceni dvou polorovin: jedné urcené stranou a a druhé urcené
stranou b. V kazdém ze zbyvajicich thla ta ¢ast, kterd patii do naseho k-tihelnika,
tvori trojuhelnik. Dvé strany trojuhelnika lezi na nasich poloprimkéach, tfeti tvori
vzdy jedna ze stran k-thelnika.

Jak nyni zpracujeme konkrétni ¢erny bod? Zacneme tim, Ze ovéfime, zda lezi
v jedné z prazdnych polorovin urcenych stranami a a b. Jestlize ano, nasli jsme
rozdeélujici primku a konéime. Jestlize ne, ¢erny bod se nachazi nékde v thlu ASB.
Tento thel méme rozdélen na k — 2 mensich. Pomoci O(log k) otdzek tvaru ,lez bod
nalevo od této poloprimky?“ umime bindrnim vyhleddvanim urcit ten tthel, v némz
¢erny bod lezi. Nasledné uz jenom staci vzit stranu naseho konvexniho obalu, ktera
doty¢énému thlu odpovidé, a podivat se, zda bod lezi na jeji spravné strané. (Kdyz
se nahodou stane, ze ¢erny bod lezi pfesné na jedné z naSich polopfimek, miZeme
ho zafadit do libovolného z hli uréenych doty¢nou polopfimkou.)

Sestavili jsme tedy algoritmus pracujici v éase O(nlogn + qlogk). A protoze
k < n, mizeme jeho ¢asovou sloZitost dale shora odhadnout jako O((n + ¢)logn).

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
using namespace std;

// Bod
struct point {

long long x, y;

point (long long x=0, long long y=0) : x(x), y(y) {}
};



// Operator < na uspofadani bodd
bool operator< (const point &A, const point &B)
{ return A.x <B.x || ( A.x == B.x & A.y < B.y ); }

// Vektorovy sou&in: vrati >0 / O / <0 podle toho, zda OAB zata&i proti sméru
// ruii&ek / jde rovn& / zatali po sméru
long long cross(const point &0, const point &A, const point &B)

{ return (A.x-0.x)*(B.y-0.y)-(A.y-0.y)*(B.x-0.x); }

// Skalarni sou&in: pro 0O, A, B na p¥imce vrati >0 jestliZe jsou A a B
// na stejné strand 0, <O jestliZe jsou na opalénych stranach

long long dot(const point &0, const point &A, const point &B)

{ return (A.x-0.x)*(B.x-0.x)+(A.y-0.y)*(B.y-0.y); }

// Konvexni obal pomoci Grahamova algoritmu;
// pfedpoklada, Ze P je uspofadané zleva doprava
vector<point> convex_hull(vector<point> P) {
int n = P.size(), k = 0;
vector<point> H(2*n) ;
for (int i = 0; i < n; i++) {
while (k >= 2 && cross(H[k-2], H[k-1], P[i]) <= 0) k--;
H[k++] = P[i];
¥
for (int i = n-2, t = k+1; i >= 0; i--) {
while (k >= t && cross(H[k-2], H[k-1], P[i]) <= 0) k--;
Hlk++] = P[i];
¥
H.resize(k-1);
return H;

}

// Binarni vyhledavani: vrati pofadové Cislo usecky, kterad urcuje pfimku obsahujici
// &ernjy bod (feleny téz sysel), resp. 0O, pokud je Eerny bod vlevo, 1078, jestlize
// je vpravo
long long binsrch(point& sysel, vector<point>& hull, unsigned long long size) {
if (cross(hull [0], hull [1], sysel) < 0O) return O;
if (cross(hull [0], hull [size-1], sysel) > 0) return 1e8;
long long lower = 1, upper = size - 1;
while (upper - lower > 1) {
if (cross(hull [0], hull [(lower+upper) / 2], sysel) > 0)
lower = (lower + upper) / 2;
else
upper = (lower + upper) / 2;
}
return lower;

}

int main() {
int N; cin >> N;
vector<point> P(N);
for (int n=0; n<N; ++n)
cin >> P[n].x >> P[nl.y;
sort(P.begin(), P.end());
vector <point> hull = convex_hull(P);
int Q; cin >> Q;
point sysel;
long long answer;



for (int i = 0; i < Q; ++i) {
cin >> sysel.x >> sysel.y;
answer = binsrch(sysel, hull, hull.size());

if (answer == 0) {
cout << hull [0].x << ? ? << hull [0].y << 7 73
cout << hull [1].x << ? > << hull [1].y << endl;

} else if (answer == 1e8) {
cout << hull [0].x << ’ ? << hull [0].y <<’ 73
cout << hull.back().x << ’ ’ << hull.back().y << endl;

} else if (cross(hull [answer], hull [answer + 1], sysel) < 0) {
cout << hull [answer].x << ’ ’ << hull [answer].y << ’ ’;
cout << hull [answer + 1].x << ’ ’ << hull [answer + 1].y << endl;

} else {
cout << "Primka neexistuje" << endl;

}

¥
return 0;

P-I1-3 Poditacova sit

Mame souvisly graf, v némz je stejny pocet vrcholt a hran. Chceme vybrat
co nejvice jeho hran tak, aby s Zddnym vrcholem nesousedilo vice vybranych hran.
Jinymi slovy, hleddme maximéalni parovani v grafu.

Protoze vrcholi a hran je stejny pocet, v grafu je jisté obsaZen pravé jeden
cyklus. Libovolna kostra grafu ma totiz n—1 hran a nejsou v ni zadné cykly. Kdyz k ni
pridame chybéjici n-tou hranu, vznikne zminény jediny cyklus. Nékde v nasem grafu
je tedy nékolik vrchold spojenych do cyklu a na kazdy z nich mize byt pfipojeno
nékolik stromd, v nichz uz zadné cykly nejsou.

Vyfesime nejprve jednodussi tllohu: predstavme si, Ze mame pouze strom, tzn.
souvisly graf s n vrcholy a n — 1 hranami. V ném hleddme maximéalni parovani. Na
takto zjednodusenou tlohu se da pouzit dynamické programovéni. Nejprve strom
zakorenime — libovolny jeho vrchol prohlasime za kofen stromu. Potom budeme po-
stupn€ od list stromu smérem ke kofeni prochézet vSechny jeho vrcholy. V kazdém
vrcholu v nas bude zajimat, jaké nejlepsi parovani lze nalézt v podstromu pod vrcho-
lem v. Spo¢itdme si v ném vzdy dvé ¢éisla: A(v) udéva velikost nejlepsiho parovani,
které miize pouzit i samotny vrchol v, zatimco B(v) urcuje velikost takového nejlep-
siho parovani, v némz vrchol v pouZit nesmime (nebot chceme do pérovéani zafadit
hranu, kterd spojuje vrchol v s jeho otcem).

Jak spoéitdme ¢islo B(v)? Kdyz bude vrchol v spojen se svym otcem, urcité
nebude spojen s zddnym ze svych synti. Staci tedy secist hodnoty A(c) vSech synt
vrcholu v.

Jak spocitdme ¢&islo A(v)? Tentokrat musime vzit maximum z vice moznosti,
jak miize parovani vypadat. Prvni moznosti je, Ze v nespojime s zadnym z jeho
synt, takze velikost parovani bude opét rovna souétu hodnot A(c) vSech jeho synt.
Druhou moznosti je, ze hranu mezi vrcholem v a nékterym z jeho syni v zafadime
do parovani. Velikost takového parovani uz nebude rovna souctu vSech A(c), ale ze
souctu odpadne hodnota A(u) a naopak misto ni pfibude 1 + B(u).
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Jestlize budeme prochazet strom zdola nahoru a pro kazdy vrchol v si zapa-
matujeme cisla A(v) a B(v), cely vypocet provedeme v linedrnim ¢ase. Vysledkem
potom bude ¢islo A(r) v kofeni celého stromu 7.

Vratme se nyni k piivodni dloze. Zkoumany graf neni stromem, ale je v ném
navic jeden cyklus. Vyhledame tento cyklus a zvolime v ném jednu libovolnou hranu.
Tato hrana bud v parovani bude, nebo nebude. Jestlize tam nebude, mtzeme ji
z grafu hned odstranit a ztistane nam strom, pro ktery jiz zndme feseni. Jestlize tam
bude, jeji koncové dva vrcholy urcité nebudou sparované s zadnym jinym vrcholem,
takze muzeme odstranit z grafu vSechny ostatni hrany, které z téchto dvou vrchola
vedou. Tim se graf rozpadne na nékolik stromi, které jiz opét umime vyfesit. Staci
tedy vyzkouSet uvedené dva pfipady a vybrat z nich maximum. Uvazované pripady
jsou jen dva, a proto celé feseni mé nadale linearni ¢asovou i pamétovou slozitost.

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

int N;

vector<vector<int> > sousedi;
vector<bool> visited;
vector<int> A, B;

int cyklus_a, cyklus_b;

// Prohledavani do hloubky pro nalezeni cyklu v pivodnim grafu
void dfs_najdi_cyklus(int v, int parent) {
if (visited[v]) {
cyklus_a = v;
cyklus_b = parent;
return;

}

visitedl[v]

1;

for (unsigned i = 0; i < sousedilv].size(); i++) {
int ¢ = sousedilv][i];
if (¢ == parent) continue;
dfs_najdi_cyklus(c, v);
if (cyklus_a !'= -1 && cyklus_b != -1) return;
}
}

// Vypo&ita pro vrchol v hodnoty A[v] a B[v]
void vypocitej_vrchol(int v, int parent) {
B[v] = 0;
for (unsigned i = 0; i < sousedil[v].size(); i++) {
int ¢ = sousedilv][i];
if (c == parent) continue;
vypocitej_vrchol(c, v);
Blv] += Alcl;
}

Alv]l = Bvl;
for (unsigned i = 0; i < sousedilv].size(); i++) {
int u = sousedilv][il;



if (u == parent) continue;
Alv] = max(A[v], Blv] - A[ul + (1 + B[ul));
}
}

// Zjisti velikost maximdlniho parovani za pfedpokladu, Ze graf neobsahuje cykly
int maximum_na_stromech() {

A.assign(N, -1);

B.assign(N, -1);

int vysledek = 0;
for (int v = 0; v < N; v++) {
if (Alvl == -1 && B[v] == -1) {
vypocitej_vrchol(v, -1);
vysledek += A[v];
}
}

return vysledek;

}

void vyrad_z_vectoru(vector<int>& v, int hodnota) {
vector<int>::iterator pozice = find(v.begin(), v.end(), hodnota);
if (pozice != v.end()) v.erase(pozice);

}

int main() {

cin >> N;

sousedi.resize(N);

visited.resize(N, 0);

for (int i = 0; i < N; i++) {
int a, b; cin >> a >> b; a--; b-—;
sousedi [a] . push_back(b) ;
sousedi [b] . push_back(a) ;

}

// Najdeme néjaké dva vrcholy, které jsou v cyklu a sousedi
cyklus_a = cyklus_b = -1;
dfs_najdi_cyklus(0, -1);

// MoZnost 1: hranu (cyklus_a, cyklus_b) nevybereme do parovani
// (takZe ji miZeme z grafu hned odstranit a zistane jen strom)
vyrad_z_vectoru(sousedi[cyklus_al], cyklus_b);
vyrad_z_vectoru(sousedi[cyklus_b], cyklus_a);

int moznostl = maximum_na_stromech();

// MoZnost 2: hranu (cyklus_a, cyklus_b) vybereme do parovani
// (takZe ostatni s nimi ani nemusi sousedit a zdstane jen les)
for (int i = 0; i < N; i++) {
vyrad_z_vectoru(sousedi[i], cyklus_a);
vyrad_z_vectoru(sousedi[i], cyklus_b);
}
sousedi[cyklus_a].clear();
sousedi[cyklus_a] .push_back(cyklus_b);
sousedi[cyklus_b].clear();
sousedi[cyklus_b] .push_back(cyklus_a);
int moznost2 = maximum_na_stromech();
cerr << cyklus_a << "," << cyklus_b << " " << moznostl << "," << moznost2 << endl;
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int vysledek = max(moznostl, moznost2);
cout << vysledek << endl;
}

Jiné korektni feseni je zaloZeno na hladové myslence: Dokud mame v grafu
néjaky vrchol u stupné 1, mtizeme jedinou hranu uv vedouci z vrcholu u zaradit do
vytvareného parovani a nésledné odstranit z grafu vrcholy u, v a vSechny ostatni
hrany vedouci z v, které uz do feseni zafadit nemiiZeme.

Diikaz: Uvazujme libovolné optimalni parovéani. Je-li v ném pouzita hrana uw,
jsme hotovi. Pokud ne, musi v ném byt pouzita néjaka jina hrana vw, jinak bychom
hranu wv mohli do parovani pfidat a dostali bychom lepsi parovani. Potom ale mii-
zeme hranu vw z parovani vyfradit a misto ni tam pfidat pravé hranu wv. Tim jsme
zjevné opét dostali korektni parovani a navic stejné velikosti, tedy také optimalni.

Vyse uvedeny postup budeme stéle opakovat, dokud nedostaneme graf, ktery
jiz zaddné vrcholy stupné 1 nema. Obecné mohou nastat dva ptipady: Jestlize ndm
uz nic z grafu nezbylo, mame nalezeno maximalni parovani grafu. Mohl nam ale
jesté zustat graf, ktery ma vsechny vrcholy stupné aspon 2. Pro nas puvodni graf ze
zadani tlohy nastava tento druhy pfipad: ztistane ndm nevyfeSeny pravé nas jediny
cyklus v grafu (v némz maji vSechny vrcholy stupen pfesné 2). Cyklus ale vyfesime
snadno: méa-li k& vrcholl, pak jeho nejlepsi parovani mé zjevné velikost |k/2].

P1i implementaci sta¢i pamatovat si stupné jednotlivych vrcholt a jakmile stu-
peni nékterého vrcholu klesne na 1, zafadime tento vrchol do fronty na zpracovéni.

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
using namespace std;

int N;

vector< vector<int> > sousedi;
vector<int> stupen;
vector<bool> pouzil;

int main() {

cin >> N;

sousedi.resize(N);

stupen.resize(N, 0);

pouzil.resize(N, false);

for (int i=0; i<N; ++i) {
int a, b; cin >> a >> b; a--; b--;
sousedi[a] .push_back(b); ++stupenlal;
sousedi [b] .push_back(a); ++stupen[b];

}

queue<int> Q;
for (int i=0; i<N; ++i) if (stupen[il==1) Q.push(i);

int reseni = 0;
while (!Q.empty()) {
int kde = Q.front(); Q.pop();
if (pouzillkde] || stupen[kde] == 0)
continue; // Tento vrchol jsme pouzili nebo zablokovali
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int sous = -1;
for (int a : sousedil[kde]) if (!pouzil[al]) sous=a;

pouzil[kde] = pouzil[sous] = true;
++reseni;
for (int a : sousedil[kde])
if (!pouzillal) { --stupen[al; if (stupen[al==1) Q.push(a); }
for (int a : sousedil[sous])
if (!pouzil[al) { --stupen[al; if (stupen[al==1) Q.push(a); }
¥
int na_cyklu = 0;
for (int i=0; i<N; ++i)
if (!pouzil[il && stupen[i]>1) ++na_cyklu;
reseni += (na_cyklu/2);

cout << reseni << endl;

}

P-II-4 Mimozemské pocitace

Podiloha A (3 body)

Mimozemstané ndm dodali sadlovy KSP, jehoZ funkce housenka (n,E) rozhoduje
problém existence housenkové kostry v daném neorientovaném grafu. Pomoci této
funkce chceme rozhodnout, zda graf G' obsahuje néjakou hamiltonovskou cestu.

Vlastnost ,graf obsahuje housenkovou kostru“ si mtizeme ekvivalentné zfor-
mulovat takto: ,graf obsahuje takovou cestu, Ze kazdy vrchol grafu, ktery na této
cesté nelezi, s ni sousedi“. To uz se zacind podobat hamiltonovské cesté, ale s jednim
rozdilem — cesta nemusi prochazet vsemi vrcholy, staci jit kolem nékterych z nich.

Abychom vyfesili zadanou ulohu, potiebujeme vymyslet vhodnou tpravu za-
daného grafu G, pro kterou plati: Jestlize pivodni graf G obsahoval hamiltonov-
skou cestu, bude upraveny graf G’ obsahovat housenkovou kostru. A naopak, jestlize
G 7adnou hamiltonovskou cestu neobsahoval, ani upraveny graf G’ housenkovou
kostru obsahovat nesmi.

Existuje velmi jednoducha transformace s pravé uvedenou vlastnosti: ke kaz-
dému vrcholu v v grafu G priddme novy vrchol v a hranu vv'.

Pokud v puvodnim grafu existovala hamiltonovskéa cesta, pak v upraveném
grafu zjevné existuje housenkova kostra: stac¢i odstranit vSechny hrany kromé jedné
hamiltonovské cesty v ptivodnim grafu a téch hran, které jsme do grafu G pridali.

Piedpokladejme naopak, ze upraveny graf G’ obsahuje housenku. Jak mitzZe
vypadat jeji ,hlavni“ cesta? Vrcholy, které jsme ptidali do G, maji vSechny stupen 1,
proto se takovy vrchol miize nachazet jediné na zacatku, nebo na konci cesty. Zbytek
cesty tedy nutné tvori nékteré vrcholy puvodniho grafu GG. No a co by se stalo, kdyby
mezi nimi néktery vrchol v chybél? Potom s nim sousedici vrchol v' nelezi ani na
nasi cesté, ani s ni nemiize sousedit, coz je spor. Proto jestlize G’ obsahuje housenku,
jejl ,hlavni“ cesta nutné odpovidé hamiltonovské cesté v pivodnim grafu G.
def cesta(n, E):

for i in range(n): E.append( (i, n+i) )
housenka(2*n, E)
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Poduloha B (3 body)

Mimozems$tané ndm dodali sdlovy KSP, jehoz funkce housenka (n,E) rozhoduje
problém existence housenkové kostry v daném neorientovaném grafu. Pomoci této
funkce chceme rozhodnout, zda graf G obsahuje néjakou hamiltonovskou kruznici.

V podiloze A jsme si ukazali, jak lze funkci cesta(n,E) naprogramovat pomoci
funkce housenka(n,E). Z doméciho kola vime, jak 1ze funkci kruznice (n,E) imple-
mentovat pomoci funkce cesta(n,E). Kdyz tyto dva postupy slozime dohromady,
mame podualohu B vyfesenou.

Detailnéjsi popis za¢neme pripomenutim, jak fungovala transformace z domé-
ctho kola. Z grafu G vytvofime novy graf G’ tak, ze pfiddme vrchol n, ktery bude
kopii vrcholu 0; dale pfidame vrcholy n+1 an+2 a hrany mezi 0 an+ 1 a mezi n
a n + 2. Takto sestrojeny graf G’ obsahuje hamiltonovskou cestu pravé tehdy, kdyz
G obsahoval hamiltonovskou kruznici.

Jestlize nemame k dispozici funkci cesta(n,E), ale madme funkci housen-
ka(n,E), musime nasledné na graf G’ pouzit konstrukei z feseni podilohy A: kazdy
vrchol G’ dostane nového kamardda, ktery s nim bude spojen hranou. Pro takto
sestrojeny graf G” plati: G” obsahuje housenkovou kostru pravé tehdy, kdyz graf G’
obsahoval hamiltonovskou cestu.

Celé feseni bude tedy vypadat nasledovné: vezmeme vstupni graf GG, z ného
vytvofime G’, z ného dale ziskdme graf G”, a ten zaddme do naseho salového KSP.
Pokud KSP rozsviti zelené svétlo, znamend to, ze G” obsahuje housenkovou kostru,
a tedy G obsahuje hamiltonovskou kruznici. Naopak Cervené svétlo znamena, ze
G hamiltonovskou kruznici neobsahuje. Pfesné toho jsme chtéli dosdhnout.

def kruznice(n, E):
# Sestrojime si seznam sousedld vrcholu 0

sousede0 = []
for x, y in E:
if x==0: sousedeO0.append(y)

if y==0: sousede0.append(x)

Do grafu pridame novy vrchol n, ktery je kopii vrcholu 0
+= [ (n, x) for x in sousedeO ]

#
E
# a jeSté dva nové vrcholy, které slouzi jako konce cesty
E += [ (0, n+1), (n, n+2) ]
#
#

Nakonec zavoléme funkci cesta(), kterd rozsviti spravné svétlo
(zde voland funkce cesta() je naSe funkce z Fe3eni podulohy A)
cesta(n+3, E)

Podiloha C (4 body)

Mimozemstané nam tentokrat dodali kuffikovy KSP, jehoz funkce existu-
je_pokryti(k,n,m,Z) rozhoduje problém existence pokryti mnozinami, které méa
velikost nejvyse k. Pomoci tohoto kuffikového KSP chceme nalézt nejmensi mozny
pocet zaku, ktefi jsou predsedou aspon jednoho zajmového krouzku.

Reseni tlohy je zalozeno na jednoduchém pozorovani: KSP, ktery mame k dis-
pozici, umi témér piimo Fesit nasi tlohu, jenom si ji musime vhodné zformulovat.
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Na vstupu jsme dostali ke kazdému krouzku seznam zakt, ktefi ho navstévuji.
Tuto informaci si ale dokazeme reprezentovat i opacné: pro kazdého zaka z sestrojime
mnozinu krouzk K (z), do nichz chodi.

Predstavme si nyni, Zze postupné vybirame zaky, ktefi budou patfit do rady
predsedt. Vzdy, kdyz néjakého vybereme, udélame z néj predsedu vsech krouzka, do
nichz chodi a které jesté pfedsedu nemaji. Jakmile tedy vybereme takovou skupinu
zakl, ze kazdy krouzek v ni ma zastoupeni, budeme mit platnou radu predsedi.

Otazku ze zadani tedy mizeme polozit nasledovné: , Kolik nejméné z mnozin
K (z) musime vybrat, aby jejich sjednoceni obsahovalo vSechny krouzky?“

A toto je presné otdzka na velikost pokryti mnozinami. Pomoci kuffikového
KSP, ktery mame k dispozici, dokdZeme spravnou odpovéd nalézt na O(log z) otazek
pomoci binarniho vyhledavani.

# Nacteme iddaje o krouZcich, prevedeme je na ddaje o Zacich
Z = int(input()) # polet zakid

K = int(input()) # poet krouzkd

#

Pro kazdého Zdka seznam jeho krouzki

krouzky = [ [l for z in range(Z) ]

for k in range(X):

krouzek = [ int(x) for x in input().split() ]

for x in krouzek: krouzkyl[x].append(k) # Zadk x navitévuje krouZek k

# Budeme binarné vyhledavat minimalni polet Zaki-predsedd
# na zacatku vime, Ze O predsedi je mdlo a Ze Z urlité staci
malo, dost = 0, Z
while dost > malo+1:
stred = (malo + dost) // 2
if existuje_pokryti( stred, K, Z, krouzky ): dost = stred
else: malo = stred

print(dost)
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