63. ro¢nik Matematické olympiady — 2013/2014

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni tloh méte 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. ReSeni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pfi soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potfeb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

e Popis reseni, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodiiujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho feSeni
(Casova a paméfova slozitost). Slovni popis FeSeni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zépisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na Vase feseni predchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska reseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-ITI-1 a P-III-2 je tfeba uvést zapis algo-
v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozumitelném
pseudokédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani
v poli, t¥idéni apod. V tloze P-III-3 je nutnou soucésti feseni program,
ve kterém budete vyuzivat volani funkci ,,mimozemskych pocitaca KSP«.

Za kazdou tlohu mizete ziskat maximalné 10 bod. Hodnoti se nejen spravnost fese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (v€etné zdtivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce.

P-III-1 Buridan a kavarny

Buridaniv osel je znamy filozoficky myslenkovy experiment. Predstavte si, Ze
hladového osla postavite pfesné doprostied mezi dvé kupky sena. Osel by si sice dal
seno, ale jelikoz je situace dokonale symetrickd, nemé se podle ¢eho rozhodnout, zda
jit doleva nebo doprava. A tak zlistane stat na misté, az chudak zdechne hlady.

Davida uz znate z doméaciho kola. Stale si hleda ubytovani na Manhattanu.
Nyni si ale uvédomil, Ze mu hrozi stejny problém jako Buridanovu oslovi: pokud by
existovaly dvé kavarny, které jsou od jeho bytu stejné vzdéleny, mohlo by se mu stat,
ze se mezi nimi nebude umét rozhodnout a nedopadne to dobre.

Pro jednoduchost si Manhattan predstavime jako ¢tvercovou sit, po niz se lze
pohybovat pouze ¢tyfmi zdkladnimi sméry. V nékterych miiZzovych bodech (tzn. na
nékterych kiizovatkach) jsou kavarny — v kazdém bodé nejvyse jedna.
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SoutéZni tloha

Vstupem programu je mapa Manhattanu. Pro kazdou kfizovatku urcete, zda
tam David mtze bydlet — tzn. zda neexistuji zddné dvé kavarny, které by byly stejné
vzdaleny od dané kiizovatky.

Popis vstupu

Na prvnim fadku je rozmér n Ctvercové sité, kterda predstavuje Manhattan —
sif tvoii n vodorovnych a n svislych cest. Mame tedy presné n? kiiZovatek. Zbytek
vstupu tvori n fadkt, na kazdém z nich je n ¢isel oddélenych mezerami: 1 predstavuje
kiizovatku s kavarnou, 0 krizovatku bez kavarny.
Popis vystupu

Vypiste n fadkl a na kazdém z nich n znakt oddélenych mezerami: pro kazdou
ki¥izovatku bud ‘A’, pokud tam David muZe bydlet, nebo ‘N’, pokud tam bydlet
nemuze.
Hodnoceni

Plnych 10 bod dostanete za feseni s asymptoticky optimalni ¢asovou slozitos-
ti. Za pomalejsi spravné reSeni muzete dostat 3 az 9 boda podle konkrétni casové
slozitosti.

Priklady

Vstup Vystup
5 AAAAA
10010 AAAAN
00000 NNNNA
00000 AAAAA
00001 AAAAA
00000

Vstup Vystup
3 N NN
101 N NN
000 N NN
101

Vstup Vigstup
2 A A
01 A A
00



P-I11I-2 Pretahovani lanem

V Sikmé Lhoté se kon4 tradiéni turnaj v pietahovani lanem. Jelikoz ale v této
obci neni nikde zadné rovina, turnaj probihd na tuboci kopce. Sklonu kopce odpo-
vida koeficient ¢ > 1. Do turnaje se pfihlasilo n hract. V poradi od nejmladsiho
k nejstarsimu dostali ¢isla 1 az n. Silu hrace i oznac¢ime jako s;.

Na zacatku turnaje jsou vSichni hraci aktivni. Turnaj se skldda z nékolika za-
past. Kazdého zapasu se Gcastni vSichni dosud aktivni hrac¢i a na zapas se rozdéli
do dvou tymi. Horni tym (na vrchu kopce) tvofi k nejstarSich aktivnich hract,
dolni tym (na spodku kopce) tvoii vSichni ostatni. Tym tahajici lano smérem vzhi-
ru je zjevné v nevyhodé: vyhraje pravé tehdy, kdyz soucet jejich sil je ostfe vétsi
nez g-nasobek souctu sil tymu tahajiciho lano smérem doli. Turnaj konéi, jakmile
v nékterém zapasu zvitézi horni druzstvo.

Po kazdém zéapasu jeden z hracu prestane byt aktivni. Je to vzdy bud nejmladsi
aktivn{ hraé (ktery jiz musi jit domt), nebo nejstarsi aktivni hraé (ktery odejde
do hospody). Hodnota k se neméni, takze kdyz po zépasu odejde nejstarsi hrac,
v néasledujicim zapasu bude za horni tym hrat i nejstarsi z hracn, kteri dosud hrali
za dolni tym.

v 2

Souté&zni tloha

Na vstupu dostanete pocet hracu n, jejich sily si,...,s,, koeficient strmosti
kopce ¢ a velikost horniho tymu k. Napiste program, ktery vypocita, kolik nejvyse
zapasi se muze v celém turnaji uskutecnit. Jinymi slovy, vas program by mél nalézt
takové potradi odchazejicich hrac¢t, pfi némz prvni vyhra horniho tymu nastane co
nejpozdéji.
Popis vstupu a vystupu

Na prvnim radku vstupu jsou zadana celé ¢isla n, k a raciondlni ¢islo q. Mtzete
predpokladat, ze 1 < k < n, ze ¢ > 1 a ze vSechny vaSe vypocty s Cislem ¢ davaji
presné vysledky.

Na druhém fadku je n kladnych celych ¢isel sq, ..., s,: sily jednotlivych hraca.
Mizete predpokladat, ze se jejich soucet vejde do bézné celociselné proménné.

Na vystup vypiste jediny fadek a na ném jedno celé ¢islo — maximalni mozny
pocet zapasu v turnaji.
Hodnoceni

Za teSeni s exponencialni casovou slozitosti vzhledem k n ziskite nejvyse 3
body. Za libovolné spravné feseni s polynomidlni ¢asovou slozitosti vzhledem k n

dostanete alespoii 5 bodt. Casovou sloZitost optiméalniho Fefeni vdm neprozradime.
Nezapomeiite zduvodnit spravnost svého algoritmu!



Priklady

Vstup: Vijstup:
52 1.01 4

40 70 1000 30 20

Tento kopec je skoro rovina, horni tym témér neni zvyhodnén. Nahore zacinaji hraci
se silou 30+20 = 50 a dole hraci se silou 4047041000 = 1110. Jelikoz 1110 x 1.01 >
50, dolni tym prvni zapas snadno vyhraje.

Turnaj bude trvat nejdéle tehdy, kdyz po prvnim zépasu odejde nejmladsi hraé¢ (se
silou 40) a po druhém zdpasu odejde opét nejmladsi hrac¢ (se silou 70). Po tietim
zapasu je uz jedno, kdo odejde — na ¢tvrty zapas totiz ziistanou nahore dva hraci a
dole nikdo, takze horni tym jisté vyhraje.

Vstup: Vijstup:
127 2.0 4
249533488616

Jeden mozny optimélni pribéh zdpasii: po prvanim zapasu odejde nejmladsi (sila 2),
po druhém nejstarsi (sila 6), po tfetim zase nejmladsi (sila 4). Ke ¢tvrtému zdpasu
na vrchu kopce nastoupi hraci se silou 3+ 3 +4+ 8+ 8 4+ 6 + 1 = 33, zatimco dole
budou jen hraci se silou 9 + 5 = 14. Protoze 14 x 2.0 < 33, ¢tvrty zapas uz vyhraje
horni tym a turnaj skonci.



P-III-3 Mimozemské pocitace

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je identicky se studijnim textem z doméaciho a krajského kola. V katalogu
problému uvadime pouze hamiltonovskou cestu a kruznici, jiné problémy nebudou
v tomto kole potieba.

SoutéZni tloha

a) (1 bod) Mimozemstané nam dodali salovy KSP, ktery rozhoduje problém
existence hamiltonovské cesty obsahujici predepsanou hranu. Tento KSP ma tedy
funkci cesta_s_hranou(n,E,u,v), kterd dostane jako parametry pocet n vrchold
grafu, seznam F jeho hran a dvé ¢isla vrchold u a v. Jestlize v daném grafu existuje
hamiltonovska cesta, na niz vrcholy u a v nasleduji bezprostiedné po sobé, KSP
rozsviti zelené svétlo, jinak rozsviti ¢ervené svétlo. Tuto funkci mizete pouzit pouze
jednou a jejim zavolanim vypocet vaseho programu skondi.

Na vstupu dostanete neorientovany graf G. NapiSte program s polynomialni ¢a-
sovou slozitosti, ktery rozsviti zelené nebo ¢ervené svétlo podle toho, zda G obsahuje
aspon jednu hamiltonovskou cestu.

b) (5 bodi) Mimozemstané nam dodali kuffikovy KSP, ktery rozhoduje pro-
blém existence hamiltonovské cesty. Tento KSP ma tedy funkci cesta(n,E), kterd
dostane jako parametry pocet n vrcholi grafu a seznam E jeho hran. Na vystupu
tato funkce vraci True nebo False podle toho, zda v grafu existuje aspon jedna
hamiltonovské cesta. Funkci cesta muizete volat vicekrat.

Na vstupu dostanete neorientovany graf GG, ktery obsahuje hamiltonovskou ces-
tu. Napiste pomoci tohoto kuffikového KSP program, ktery v polynomialnim case
(nepoditaje pfitom volani funkce cesta) najde v G jednu hamiltonovskou cestu.

Pozor! Pocet bodt, které dostanete, bude zaviset na tom, kolik fadové volani
funkce cesta vaSe feSeni v nejhorsim piipadé potiebuje.

¢) (4 body) Mimozemstané ndm dodali sdlovy KSP, ktery rozhoduje problém
existence hamiltonovské cesty. Tento KSP ma tedy funkci cesta(n,E), ktera dostane
jako parametry pocet n vrcholu grafu a seznam F jeho hran. Jestlize v daném grafu
existuje hamiltonovska cesta, KSP rozsviti zelené svétlo, jinak rozsviti ¢ervené svétlo.
Tuto funkci mizete pouzit pouze jednou a jejim zavolanim vypocet vaseho programu
skondi.

Na vstupu dostanete orientovany graf G. Kazda hrana tohoto grafu ma tedy
urcen jeden smér, ve kterém po hrané mizeme jit. Napiste program s polynomiélni
¢asovou slozitosti, ktery rozsviti zelené nebo cervené svétlo podle toho, zda GG obsa-
huje aspoii jednu orientovanou hamiltonovskou cestu. (Tedy hamiltonovskou cestu,
ktera kazdou svoji hranu pouZije ve spravném sméru.)



Programovaci jazyky

Ve svych feSenich mizete pouzivat libovolny strukturovany programovaci ja-
zyk. Vhodné si zvolte potfebné datové struktury. Napiiklad v Pascalu by funkce
z podilohy a) mohla vypadat nasledovné:

type hrana = array[0..1] of longint;
procedure cesta_s_hranou(n, m: longint; E: array of hrana; u, v: longint);

V jazyce C++ mizeme pouzit bud pole:
void cesta_s_hranou(int n, int m, int E[][2], int u, int v);
Nebo tfeba vektor dvojic:

void cesta_s_hranou(int n, vector< pair<int,int> > E, int u, int v);



Studijni text

Studijni text uvedeny na dalSich stranach se odkazuje na nékolik problémii,
Jjako napiiklad ,existence hamiltonovské kruznice“. Seznamime se proto nejprve se
struc¢nou definici téchto problémii.

Neorientovany graf je uspofadand dvojice (V, E), kde V je konefnd mnozina
objektt zvanych vrcholy grafu a E je koneénd mnozZina neusporadanych dvojic vr-
cholt; jeji prvky nazyvame hrany grafu. Graf si miizeme predstavit jako silni¢ni sit:
V' je mnozina mést a E je mnozina dvojic mést spojenych silnicemi. Pocet vrchola
budeme znacit n, pocet hran oznac¢ime m. Jednotlivé vrcholy budeme ¢islovat od 0
don—1.

Problém: Hamiltonovska cesta z u do v

Je dan neorientovany graf G a jeho dva rizné vrcholy u a v. Existuje v grafu G
cesta, kterd zac¢ina ve vrcholu u, konéi ve vrcholu v a navstivi kazdy vrchol grafu G

pravé jednou?

e.° ee
(0) © od
2w G.a

Graf vlevo obsahuje hamiltonovskou cestu z 1 do 2: mizeme jit postupné pres
vrcholy 1, 0, 4, 3, 5 a 2.

Graf vpravo hamiltonovskou cestu z 1 do 2 neobsahuje: kdyZ chceme navs$tivit
vrchol 3, pijdeme dvakrat pres vrchol 4.

Problém: Hamiltonovska kruZnice

Je dan neorientovany graf G s n > 3 vrcholy. Existuje v grafu G kruznice, ktera
navs$tivi kazdy vrchol grafu G pravé jednou?

Graf vlevo obsahuje hamiltonovskou kruznici: za¢neme tfeba v 1 a postupné
jdeme do 0, 2, 5, 3, 4 a zpét do 1. Graf uprostfed ani graf vpravo hamiltonovskou
kruznici neobsahuji.



KSP — konkrétni semiorganické pocitace

PiSe se rok 2113. Nasi Zemi pfed né€kolika lety kontaktovala vyspéla mimozem-
ska rasa z planety Zbluiik. Mimozemstané nas zasobuji sv§mi konkrétnimi semiorga-
nickymi pocitaci (KSP), které umi Fesit rizné konkrétni vypocetni problémy. Nasim
cilem je integrovat tyto KSP do normalnich pocitact a pfinutit je tak resit nase
problémy.

Mimozemskym pocitaciim ale viibec nerozumime, vSechny snahy o jejich ro-
zebrani byly netspésné. Muzeme je vyuzit jedingym zpisobem — zadat jim vstupni
data a pockat na vysledek. Zajimavé je, ze u KSP nezalezi na velikosti vstupnich dat
ani na konkrétnim problému, ktery dany KSP fesi. Kdyz libovolny KSP spustime
s libovolnymi vstupnimi daty, vysledek dostaneme vzdy pfesné za 47 setin sekundy.
(Pfi odhadovani ¢asové sloZitosti programu toto povaZzujeme za konstantu.)

Kuffikovy KSP

Mimozemstané nam dodéavaji dva druhy KSP: kufrikové a sdlové.

Kuffikovy KSP ma tvar kufiiku se dvéma porty. Do jednoho pfipojime kabel
se vstupem, do druhého naopak kabel, po némz nam KSP posle sviij vystup. Kuffi-
kovy KSP tedy muzeme pouzit v nasem programu libovolné mnohokrat s rtznymi
vstupnimi hodnotami.

Priklad

Mimozemstané nam dodali kuffikovy KSP, ktery rozhoduje problém existence
hamiltonovské cesty z u do v. Tento KSP pocitd funkci cesta(n,E,u,v), kterd
dostava jako parametry pocet m vrcholt grafu, seznam F jeho hran a dvé ¢isla
vrcholtt u a v. Parametr F je seznam m dvojic ¢isel, kazdé z rozsahu od 0 don — 1.
Na vystupu tato funkce vraci True nebo False podle toho, zda zadany graf obsahuje
prislusnou hamiltonovskou cestu.

Nagim tkolem je napsat program, ktery bude v polynomialnim case fesit pro-
blém existence hamiltonovské kruznice. Na vstupu dostaneme neorientovany graf
s n > 3 vrcholy a mame zjistit, zda obsahuje hamiltonovskou kruznici.

Analyza zaddani

1. Program na vstupu dostane n (pocet vrcholii grafu) a F (seznam hran
grafu).

2. Vykona néjaké vypocCty, pfi nichz muze libovolné pouzivat funkci cesta.

3. Vrati na vystupu True nebo False podle toho, zda vstupni graf obsahuje
hamiltonovskou kruznici.

Resent

def kruznice(n,E):
for (x,y) in E:
# pro kazdou hranu (x,y) v seznamu hran E:
newE = [ (u,v) for (u,v) in E if (u,v) !'= (x,y) ]
# NewE obsahuje vSechny hrany kromé (x,y)
if cesta(n,newE,x,y): return True
return False



Postupneé si pro kazdou hranu (z,y) zadaného grafu polozime otazku: , Existuje
hamiltonovskd kruznice prochézejici hranou (z,y)?“ Kdy takova kruznice existuje?
Praveé tehdy, kdyz ve zbytku grafu existuje hamiltonovska cesta z x do y. Vytvorime
si tedy novy seznam hran newE, do kterého vloZime vSechny hrany kromé (x,y), a
na takto upraveny graf zavolame funkci cesta naseho kuffikového KSP.

Jestlize v puvodnim grafu néjaka hamiltonovska kruznice existuje, nas program
jinajde a vrati odpovéd True, jakmile vyzkouSime nékterou z hran tvoficich kruznici
jako (z,y). Naopak, jestlize nas program odpovi True, pak v pivodnim grafu existuje
hamiltonovska cesta z néjakého vrcholu x do néjakého vrcholu y. Tato cesta spolec¢né
s hranou (x,y) tvofi hledanou kruznici. N&§ program tedy skute¢né déla to, co mé.

Casova slozitost popsaného programu je ©(m?), kde m je pocet hran zadaného
grafu. ProtoZe v neorientovaném grafu plati m < n(n — 1)/2, mizeme nasi ¢asovou
slozitost shora odhadnout jako O(n?).

Pozndmka

Existuje i efektivnéjsi feseni. Staci si uvédomit, ze pred hledanim hamiltonovské
cesty z  do y viibec nemusime odstrafiovat hranu (z, y) z grafu. Hamiltonovska cesta
z x do y v grafu s n > 3 vrcholy ji stejné nemtze obsahovat. Staci tedy pro kazdou
hranu (z,y) zjistit, zda plati cesta(n,E,x,y).
Salovy KSP

Salovy KSP je obrovsky a jeho jedingm vystupem jsou dvé svétla — ervené a
zelené. S timto vystupem dale nepracujeme.
Priklad

Mimozemstané ndm dodali sadlovy KSP, ktery rozhoduje problém 3-partitnosti.
Tento KSP ma4 funkci tri_partitnost(X), ktera rozsviti zelené nebo Cervené svétlo
podle toho, zda posloupnost X je 3-partitni — tedy zda se jeji prvky daji rozdélit do
tri skupin se shodnym souctem.

Na vstupu dostanete posloupnost kladnych celych ¢isel A. Napiste program
s polynomialni ¢asovou slozitosti, ktery rozsviti zelené nebo cervené svétlo podle
toho, zda je posloupnost A 2-partitni (tzn. zda miZzeme prvky posloupnosti A rozdélit
do dvou skupin se shodnym souétem).

Analyza zaddani

1. Program na vstupu dostane posloupnost ¢isel A.

2. Vykona néjaké vypocty a vytvori néjakou novou posloupnost ¢isel X.

3. Na konci (kazdé mozné vétve) vypoctu jednou zavold funkci
tri_partitnost (X), ktera rozsviti spravné svétlo.

Resent

def dva_partitnost(A):
s = sum(A)
if s2 == 0: # s/2 je zbytek po déleni s dvéma
X=A+[s//21] # // je celoCiselné déleni
else:



X = [1] # [1] je posloupnost,
# ktera urCité neni 3-partitni
tri_partitnost(X)

Necht jsme dostali vstupni posloupnost A = (ay,...,a,). Spoéitdme si jeji
soucet s.

.....

notou s/2. Takto upravenou posloupnost posleme do KSP. Ten ndm odpovi, zda je
tato posloupnost 3-partitni. Jenze upravené posloupnost je 3-partitni pravé tehdy,
kdyz byla puvodni posloupnost 2-partitni. KSP tedy za nas pravé vyresil zadanou
ulohu.

Proc¢ plati vyse uvedena ekvivalence? V nové posloupnosti X je soucet vSech
prvki roven 3s/2. Jestlize je tedy X 3-partitni, pak kazda ze skupin, na néz X roz-
délime, mé soucet rovny piesné s/2. Potom ale nutné jednu z téchto t¥i skupin tvoii
samotny pfidany prvek s hodnotou s/2. Nase novéa posloupnost je proto 3-partitni
préaveé tehdy, kdyz je mozné ostatni prvky rozdélit do dvou skupin se stejnym souctem
— tzn. pravé tehdy, kdyz je puvodni posloupnost A 2-partitni.

Je-li s liché, vime rovnou, ze musime odpovédét NE. Do KSP proto chceme
poslat libovolny vstup, pro ktery dd KSP zdpornou odpovéd. Takovym vstupem je
tfeba X = (1) nebo X = (1,1,2).

Casova slozitost tohoto programu je linedrni vzhledem k délce posloupnosti X.
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