62. ro¢nik Matematické olympiady — 2012/2013

Ulohy dstiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni tloh méte 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. ReSeni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pfi soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

e Popis fesSeni, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zddvodriujici jeho sprdvnost (pfipadné dtikaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a paméfova slozitost).
Slovni popis feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
Vase feSeni predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autor-
ska reseni se odkazovat muzete.

® Zapis algoritmu. V tlohich P-ITI-1 a P-ITI-2 je tfeba uvést zapis algo-
v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostatecné srozumitelném
pseudokddu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztaht, vyhledava-
ni v poli, tfidéni apod. V tloze P-III-3 je nutnou soucasti feseni zapis
log-space programu.

Za kazdou ulohu mizete ziskat maximélné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
FeSeni, ale také kvalita jeho popisu (véetné zdtivodnéni spravnosti) a efektivita zvo-
leného algoritmu. Algoritmy posuzujeme podle jejich Casové sloZitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti rustu této funkce. V zadéani kazdé tlohy najdete limity na velikost vstup-
nich dat. Mizete je vyuzit k odhadu, jak dobré je vase feseni. Na pocitaci pracujicim
rychlosti miliarda instrukei za sekundu dokon¢i vzorové feseni vypocet s libovolnymi
povolenymi vstupnimi daty nejvyse za nékolik sekund.

P-III-1 Vodovodni sit

V zemi za devatero horami a devatero fekami ispésné zavedli elektiinu a nyni
by chtéli napojit vSechny domécnosti na zdroj kvalitni pitné vody. Ve vytipovanych
méstech postavili vodarny a nyni hodlaji vybudovat vodovod mezi mésty.

Poucena ze zmatki, které nastaly pti budovani elektrické sité, vrchni planovaci
komise nejprve vSech N mést v zemi ocislovala od 1 do N a nechala vyprojektovat
vodovod, ktery by spojil i-té a (i+1)-ni mésto, kde i = 1,..., N—1. Kdyz vSak secetli
naklady, zjistili, ze na postaveni vSech téchto vodovodu statni pokladna nestaci.

Komise se na vas proto obratila s prosbou, abyste navrhli, které z vodovodu
vynechat, ovSem tak, aby bylo stale zajisténo zasobovani vSech mést pitnou vodou.
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Souté&zni tloha

Je ddno N mést, kterd jsou ocislovana od 1 do N. U mést, ve kterych stoji
vodarna, je dano, kolik vody muze tato vodarna vyprodukovat navic oproti spotiebé
daného mésta. U ostatnich mést je pak zadano, jaka je jejich spotieba vody. Pro
kazdou dvojici mést s Cisly ¢ a ¢ + 1, kde ¢ = 1,..., N — 1, je urceno, kolik stoji
vybudovat vodovod mezi témito mésty.

Vasim tkolem je nalézt mnozinu vodovodu, které zajisti dostate¢né zasobovani
vSech mést vodou a zaroven cena na jejich vybudovani bude co nejmensi. Vami
nalezend mnozina vodovodu tedy musi spliiovat nasledujici: pokud nebude postaven
vodovod mezi mésty i — 1 a ¢ a mezi mésty j a j+1 (1 < i < j < N), pak
mnozstvi vody, kterou vyprodukuji vodarny ve méstech s ¢isly ¢ az j, je alesponi
soucet spotieby vody v téchto méstech.

Popis vstupu

Prvni fadek vstupu obsahuje jedno celé ¢islo IV, které udava pocet mést. Dal-
gich N — 1 radku obsahuje kazdy dvé cela ¢isla a; a b;, i = 1,..., N — 1. Posledni
radek obsahuje jedno celé ¢islo ay. Pokud a; > 0, pak vodarna v i-tém mésté mize
vyprodukovat a; jednotek vody navic oproti spotiebé tohoto mésta. Pokud a; < 0,
pak v i-tém mésté neni vodarna a jeho spotfeba vody je —a;. Cena vybudovani
vodovodu mezi i-tym a (¢ + 1)-nim méstem je b;, vzdy plati b; > 1.

MuzZete predpokladat, Ze plati 1 < N < 1000000, Zszl la;| < 2000000000,
SN @i >0a YN b < 2000000 000.

Povsimnéte si, Ze podminka Zivzl a; > 0 garantuje existenci FeSeni (p¥i propo-
jeni vSech mést vodovody).
Popis vystupu

Vystup obsahuje jeden fadek s jednim celym c¢islem, které udava nejmensi moz-
nou cenu, kterou je tieba zaplatit za vybudovani vodovodu tak, aby byly splnény
podminky uvedené v soutézni tloze.
Hodnoceni

A7 2 body ziska feSeni, které dokaze tlohu efektivné vytesit pro N = 20. Az
6 bodu ziska feseni, které dokaze tlohu efektivné vyfesit pro N = 1000. Plnych 10
bodu ziska FeSeni, které dokaze tilohu efektivné vytesit pro N = 1000 000.
Priklad
Vstup: Viystup:
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Nejlevnéji Ize vybudovat vodovodni sit tak, ze se propoji prvni az ¢tvrté mésto; paté
meésto ziistane izolovano.



P-I1I1I-2 Vdavky

Kral Chytrolin II. se rozhodl provdat svou dceru. Protoze ale nechtél vypadat
jako jeho otec Hamoun IV., Tekl, Ze ji nedd nejbohatsimu princi, nybrz K-tému
nejbohatsimu princi. Princezna Nadhernina byla vyhldSend svou krasou, a tak se
seSly obrovské zastupy zdjemct a zbyvalo jen vybrat vhodného prince.

JelikoZz mé kral k dispozici N radct, rozdélil prince do N skupin, kazdému radci
pridélil jednu skupinu a prikdzal mu, at v8echny prince ve své skupiné sefadi sestupné
podle jejich bohatstvi. Bohuzel ale zjistil, Ze i kdyZ méa prince rozdélené a sefazené,
stéle neni jednoduché vybrat K-tého nejbohatsiho. Chce dostat svému jménu, takze
potfebuje ukazat, ze jeho rozhodnuti rozdélit a sefadit prince bylo nadmiru chytré
a ze najit zenicha pro svou dceru je uz jenom malic¢kost. Bohuzel jméno je jenom
jméno, a proto mu nezbylo nic jiného, nez se obratit na vas, samoziejmé pod prisahou
naprosté diskrétnosti.

Souté&zni tloha

Navrhnéte algoritmus, ktery krali pomize po rozdéleni princtt do skupin a
sefazeni jednotlivych skupin sestupné podle bohatstvi najit K-tého nejbohatsiho
prince, tj. takového, Ze pravé K — 1 princt je bohatsich (pfedpokladejte, ze zadni
dva princové nejsou stejné bohati). Protoze princii je opravdu hodné a jejich majetek

je nevyjadritelny Cisly, je mozné se pouze dotazovat radci, zda je bohat$i princ A
nebo B.

Popis vstupu
Vstupem pro vas algoritmus jsou dvé ¢isla N a K, kde N je pocet posloupnosti

a K oznacuje, kolikdtého nejbohatsiho napadnika hleddme. Dale méate k dispozici
funkci

int bohatsi(int s1, int il, int s2, int i2);
pripadné
function bohatsi(sl, il, s2, i2: integer): boolean;

simulujici rddce. Tato funkce vraci 1, resp. true, pravé kdyz je princ na pozici i1
ve skupiné s1 bohatsi nez princ na pozici i2 ve skupiné s2. Jednotlivé skupiny i
princové v jednotlivych skupinéch jsou ¢islovani vzdy od 1. V kazdé skupiné je ale-
spoit K princt (jelikoz jsou v ramci skupin sefazeni sestupné dle bohatstvi, princové
na pozicich K + 1 a vyssich nejsou pro vysledek tlohy duleziti).
Popis vystupu

Program by mél vypsat dvé éisla s a i, kterd urcuji skupinu s a pozici ¢, na
které se nachazi K-ty nejbohatsi princ.
Hodnoceni

A7 2 body ziska feseni, které dokaze ulohu efektivné vytesit pro N = 2 a
K = 100000. Az 6 bodu ziskd feSeni, které dokaze tlohu efektivné vyfesit pro

N = 10000 a K = 1000000. Plnych 10 bodt ziskad feseni, které dokaze ulohu
efektivné vytesit pro N = 10000 a K = 1000000 000.

3



Priklad
Méjme néasledujici skupiny princii (pro nazornost uvadime i jejich bohatstvi
vyjadiené penézi):

1. skupina: 20 K¢, 15 K¢, 10 K¢
2. skupina: 18 K¢, 16 K¢, 8 K¢
3. skupina: 14 K¢, 7 K¢, 4 Ké

Budeme hledat 3. nejbohatsiho prince, tedy N =3 a K = 3.

Pokud bychom zavolali napf. bohatsi(1,2,2,3), dostali bychom 1, resp. true
(15 Ké > 8 K¢&), pokud bohatsi(3,3,2,1) dostali bychom 0, resp. false (4 K¢ <
18 K¢).

Spravny vysledek je s =2 a i = 2 (16 K¢).



P-II1I-3 Log-space programy

V této tloze budeme pracovat s programy s logaritmickou prostorovou slozi-
tosti neboli log-space programy. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim tlohy je
popséano, jak takové programy funguji. Studijni text je identicky s textem z doméciho
i krajského kola. Pfipomenime, ze v této tloze nebudeme hodnotit ¢asovou slozitost
vasich TeSeni, nemusite ji proto ani urcovat.

SoutéZni tloha

a) (4 body) Permutace n ¢isel je posloupnost P[1],..., P[n], v niZ se kazdé
z Cisel 1,...,n vyskytuje pravé jednou. Na takovou permutaci mtizeme pohlizet jako
na orientovany graf, jehoZ vrcholy jsou ¢isla 1,...,n a hrana vede vzdy z vrcholu 4
do P[i].

To znamena, ze kazdému vrcholu prifadime pravé jednu hranu vedouci dovnitt¥
a pravé jednu vedouci ven. Takové grafy jsou tvofené disjunktnimi cykly, pfiCemz za
cyklus pocitame i hranu, kterd za¢ina i konci v tomtéz vrcholu.

Napiste log-space program, ktery pro zadanou permutaci zjisti, kolika cykly
je tvorena. Vstupem je pole P[1..n] reprezentujici permutaci, vystupem je jedina
celociselna proménna ¢ — pocet cykli permutace P.

Piiklad: Necht n = 6 a P[1...6] = (3,6,5,4,1,2). Tato permutace je tvofena
cykly (1,3,5), (2,6) a (4), takze vysledkem programu je ¢ = 3.

b) (6 bodi) Strom je souvisly neorientovany graf bez cyklt. Napiste log-space
program, ktery pro zadany strom a dva jeho vrcholy u a v vypocita vzddlenost z u
do v, tedy pocet hran na nejkratsi cesté stromem z u do v.

Vstup tvoii t¥i celodiselné proménné n, u, v (kden > 0,1 < u < v < n) a
dvé pole A[1..n-1] a B[1..n-1]. Zde n udéava pocet vrchol stromu. Vrcholy jsou
¢islovany od 1 do n. Pole A a B popisuji hrany stromu — pro kazdé i =1,...,n—1
jsou vrcholy A[i] a B[i] spojeny hranou. Vystup tvoii celo¢iselnd proménna d, do
které prifadte vypoctenou vzdalenost mezi v a v.

Priklad: Necht n = 5, A[1...4] = (1,4,3,3), B[1...4] = (4,2,4,5). Jestlize
u =3 a v =>5, pak vysledek je d = 1, nebof mezi vrcholy 3 a 5 vede hrana. Jestlize
u =25 a v =1, pak vysledek je d = 3, nebot z vrcholu 5 do vrcholu 1 vede nejkratsi
cesta pres vrcholy 3 a 4.



Studijni text

Zname-li vice algoritmu Tesicich tutéz tilohu, obvykle povazujeme za lepsi ten,
ktery ma mensi casovou slozitost. Prostorovou slozitost pouzivame az jako vedlejsi
kriterium, alesponi dokud nejsou pamétové naroky programu absurdné vysoké. Zkus-
me tentokrat poradi dulezitosti obratit a zajimat se predevsim o prostorové naroky
algoritmu.

Budeme psat log-space programy. Tak budeme fikat obyc¢ejnym programtim
zapsanym v Pascalu ¢i Cécku, které splnuji nasledujici podminky:

e Kazda proménnd v programu je celodiselného typu (int, integer, apod.)
a jeji hodnota je polynomidlni ve velikosti vstupu. Tim myslime, Zze abso-
lutni hodnota ¢&isla nepfesahne ¢ - n”, kde n je velikost vstupu programu
(pocet ¢isel na vstupu) a ¢ a k néjaké konstanty nezavislé na vstupu. Ma-
7eme tedy pouzivat napiiklad hodnoty z rozsahu —n...n, —3n°...3n®
nebo —10...10, ale uz ne 0...2".

® Pascalské typy char a boolean budeme také povazovat za celociselné.

e 74dné dalsi typy (napf. pole a ukazatele) nejsou povoleny.

¢ Jedinou vyjimku tvoii vwstup a vystup. Vstup programu bude dostupny
v uréenych proménnych (obvykle polich), ze kterych smi program pouze
¢ist. Podobné vystup ulozime do smluvenych proménnych a mame do nich
povoleno pouze zapisovat (specidlné tedy nesmime vystupni proménnou
zvysit o 1 pomoci ++ nebo inc, protoze tyto operace kombinuji zapis se
¢tenim). Cisla na vstupu budou vzdy polynomialné velkd, aby bylo mozné
ukladat je do pracovnich proménnych.

® Program nepouziva rekurzi.

Priklad 1: Maximum z pole ¢isel mtizeme hledat nasledujicim log-space programem:

var n: integer; { vstup: pocet &isel }
A: array [1..n] of integer; { vstup: zadana &isla }
m: integer; { vystup: pozice maxima }
i, j: integer; { pracovni proménné }
begin
jo=1;
for i := 2 to n do
if A[i] > A[j] then
j = 1i;
m := j;
end;

Proménné i a j se pohybuji v rozsahu 1...n, ostatni proménné jsou vstupni,
popfipadé vystupni. Pozadavky definice log-space programu jsou tedy splnény.
Priklad 2: Néasledujici log-space program nalezne v poli ¢islo, které se tam vyskytuje
nejcastéji:

var n: integer; { vstup: pocet &isel }
A: array [1..n] of integer; { vstup: zadana ¢&isla }



m: integer; { vystup: pozice nejletnéjsiho }

i, j, c, cmax: integer; { pracovni proménné }
begin
cmax := 0;
for i := 1 to n do
begin

{ Spo&itame, kolikrat se vyskytuje A[il }

c :=0;

for j := 1 to n do

if A[j] = A[i] then
Cc := c+l;

{ Je to vic neZ dosavadni maximum? }
if ¢ > cmax then
begin
cmax := c;
m := i;
end;
end;
end;

Opét si snadno rozmyslime, ze hodnoty pracovnich proménnych i, j, ¢ a cmax
nepresahnou n.

Motivace

Jisté vas napadne otazka, pro¢ jsme zavedli log-space programy prave takto.
Jsou totiz vérnym modelem algoritmt s logaritmickym mnozstvim pracovni paméti,
tedy s paméti O(logn), kde n je velikost vstupu. Prostorovou sloZitost programi
ovSem mérime presnéji, nez je v olympiadé obvyklé, totiz v bitech.

Jeden bit paméti nabyva 2 moznych stavi, pomoci 2 bitt mizeme rozlisit 4
rizné stavy a obecné pomoci k bitt 2% stavii. Napiiklad 8-bitova proménna tedy
miize nabyvat 28 = 256 riiznych hodnot, takze do ni miizeme ukladat &isla v rozsahu
0...255, nebo treba —100...155 — pocatek intervalu si mtizeme zvolit libovolné.
A obracené: pokud proménna v programu nabyva hodnot 1...k, potfebujeme na
jeji ulozeni [log, k] bith paméti; pro rozsah j...k je to [logy(k — j + 1)] bitt.
Jelikoz log, n* = klog, n, polynomialné velk4 ¢isla jsou presné ta, ktera se vejdou
do logaritmického mnozstvi paméti.

Pole by se teoreticky do logaritmického prostoru mohlo vejit, ale bylo by po-
tfeba, aby soucet velikosti vSech polozek byl logaritmicky. To splniuje napiiklad pole
log n ¢isel konstantniho rozsahu, nebo naopak konstatni pocet polozek logaritmické
velikosti. MoZnosti jsou tedy znacné omezené, a proto jsme pro jednoduchost pole
v nasich log-space programech viibec nepovolili.

Jesté nesmime zapomenout na to, Ze pamét potiebujeme i k voldni podpro-
grami, (procedur a funkci). Musime si totiz uloZit, kam se z podprogramu vrétit
(k tomu staéi rozlisit konstantné mnoho moznosti), a zapamatovat si lokalni pro-
ménné podprogramu. Pokud program neni rekurzivni, nebudou paméfové naroky
vyssi, nez kdyby vSechny proménné byly globalni. Pokud bychom ovSem rekurzi
pouzili, museli bychom vzit v ivahu, Ze jedna proménna muze soucasné existovat
ve vice instancich, takze se mnozstvi pameéti vynasobi hloubkou rekurze. Rekurze by
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se tedy vesla do logaritmické paméti jen ve specidlnich ptipadech, takze ji v zadjmu
jednoduchosti také nepovolujeme.

Na zéavér si vSimnéme, ze k feSeni obou nasich piikladd by mensi nez logarit-
mické mnozstvi paméti nestacilo. Jelikoz vstup je zadédn v poli, potfebujeme umét
indexovat prvky tohoto pole, tedy vytvaret indexy v rozsahu 1...n, a k uloZeni
téchto indext je logaritmicky prostor potfeba.



