61. ro¢nik Matematické olympiady — 2011/2012

Resent 1iloh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Bezpecna planeta

Vsimnéte si, ze definici bezpeéné planety muzeme preformulovat nisledovné:
bezpecéné jsou ty planety, z nichz neni mozné docestovat na planetu typu 0 nebo 1.
Jinymi slovy, planeta neni bezpecnd pravé tehdy, kdyz z ni lze docestovat na planetu
typu 0 nebo 1.

Mnozinu vSech planet, které nejsou bezpetné, muzeme tedy sestrojit jedno-
duchym prohledavanim zadané sité teleportli. Zacneme na vsech planetach typu 0
a 1 a postupujeme z nich proti sméru teleportti. Jestlize planeta x neni bezpecna a
existuje teleport z y do x, potom ani planeta y neni bezpe¢na. Mnozinu bezpec¢nych
planet néasledné ziskame jako doplnék mnoziny planet, které nejsou bezpecné.

Nyni uréime vSechny snesitelné planety. K tomu sta¢i pouzit druhé prohleda-
vani, opét proti sméru teleportt. Tentokrat zacneme na vSech bezpecnych planetach
a budeme postupovat pouze pres planety typu 1 a 2. Takto jisté najdeme vSechny
planety, z nichz se 1ze dostat na nékterou bezpecnou planetu, aniz bychom cestou
navstivili néjakou neobyvatelnou planetu.

V naem programu pouzivame v obou piipadech prohledavani do $iiky. Casova
i paméfova slozitost naseho Feseni je zjevné linedrni vzhledem k velikosti vstupu,
tedy ©(n 4+ m).

Existuje i jiné, komplikovanéjsi feseni se stejnou ¢asovou slozitosti. Mnozinu
bezpecnych planet mtuzeme sestrojit tak, ze v zadaném grafu uréime silné souvislé
komponenty. Planeta je bezpecnd pravé tehdy, kdyz jeji komponenta obsahuje samé
planety typu 2 a navic plati, ze kazdy teleport vedouci z této komponenty vede na
bezpec¢nou planetu.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
using namespace std;

int N, M;
vector<int> typy;
vector< vector<int> > teleporty;

vector<bool> prohledej(const vector<int> start, bool muzeO) {
vector<bool> navstivil(N+1,false);
queue<int> Q;
for (unsigned i=0; i<start.size(); ++i) {
navstivil[ start[i] ] = true;
Q.push( start[i] );
}
while (!Q.empty()) {

int kde = Q.front(); Q.popQ);
for (unsigned i=0; i<teleportylkdel.size(); ++i) {



int kam = teleporty[kde] [i];

if (!muzeO && typyl[kam]==0) continue;
if (navstivil[kam]) continue;
navstivil [kam] = true;

Q.push(kam) ;

return navstivil;

}

int main() {
cin >> N >> M;
typy.resize(N+1);
for (int n=1; n<=N; ++n) cin >> typyl[nl;
teleporty.resize(N+1);
while (M--) {
int x, y;
cin >> x >> y;
teleporty[y] .push_back(x);
}

// Prvni prohledavani: z planet typu O a 1 pfes cokoliv
vector<int> startil;

for (int n=1; n<=N; ++n) if (typy[nl<2) startil.push_back(n);
vector<bool> nebezpecne = prohledej(startl,true);

// Druhé prohledavani: z bezpelnjch planet pfes typ 1 a 2
vector<int> start2;

for (int n=1; n<=N; ++n) if (!nebezpecne[n]) start2.push_back(n);
vector<bool> snesitelne = prohledej(start2,false);

// Vypis vysledku
cout << "bezpecne:";

for (int n=1; n<=N; ++n) if (!nebezpecne[n]) cout << " " << n;

cout << endl << "snesitelne:";

for (int n=1; n<=N; ++n) if (nebezpecne[n] && snesitelne[n]) cout << " " << n;
cout << endl;

return 0;

}

P-I-2 NalozZena lod’

Prvni feseni, které vétsinu lidi napadne, je pfimocary ,hladovy* postup. Dokud
jsme jesté neposlali vSechny balicky, opakujeme: najdeme nejvétsi kapsli, jakou jesté
muZzeme pouzit, naplnime ji balicky a posleme. Toto Feseni ale neni spravné, jelikoz
nemusi pouzit nejmensi mozny pocet kapsli. Mohli jste si vSimnout, Ze tfeba pro
druhy z pfikladt uvedenych v zadani existuje lepsi feSeni nez to, které ziskame
timto hladovym postupem. Budeme na to tedy muset jit jinak.

Rozumné malo bali¢ku

Ukazeme si nejprve feseni, které bude fungovat pro rozumné maly pocet balic-
ki k. Potom predvedeme, jak lze toto feSeni vylepsit, aby fungovalo i pro obrovské
pocty balickii. Reseni bude zaloZeno na myslence dynamického programovani. Oznac-
me M|[z] nejmensi pocet kapsli potfebny k pfepravé piesné z balickt. Pro vypocet
hodnot M [z] snadno najdeme rekurzivni vztah. Méme-li pfepravit = balickd, musime
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si nejprve vybrat néjakou kapsli ¢ a tou poslat a; bali¢ki (pficemz musi byt a; < x).
Poté nam zustane jesté x — a; neposlanych balicku a k jejich pfepravé potiebujeme
dalsich M[z — a;] kapsli. Formalné muiZeme tento vztah zapsat nasledovné:
M[z] =1+ min M[z — a;].
a; <x

Nesmime zapomenout na pocateéni podminku M[0] = 0 (nebof na 0 balicka
zjevné staci 0 kapsli). Minimum je v uvedeném vztahu proto, Ze si miZzeme vybrat,
jakou kapsli pouzijeme, a tak zvolime tu, ktera je v dané situaci pro nas nejvyhod-
néjsi.

Pomoci tohoto vztahu mizeme spoéitat konkrétni hodnotu M[x] v éase O(n),
jestliZe uz zndme vSechny hodnoty MJ0...z — 1]. Budeme-li tedy postupné pocitat
hodnoty M(1], M[2], ..., MIk], dostaneme program, ktery bude mit ¢asovou slozitost
O(nk).

Popsanym postupem ur¢ime hledanou hodnotu M k], tedy optimalni podcet
kapsli potfebny na prepravu k balicki, ale to nam nestac¢i. My navic potfebujeme
sestrojit jeden konkrétni rozvrh prepravy, ktery pouziva pravé tolik kapsli. K tomu
sta¢i pamatovat si pro kazdé x to ¢islo ¢, pro néz je M[x — a;] minimélni — tedy
poradové ¢islo kapsle, kterou je nejvyhodnéjsi pouzit, kdyz méame presné x balicka.
Existuje-li vice moznosti, zapamatujeme si jednu libovolnou z nich.

Pomoci takto zapamatovanych informaci jiz snadno sestrojime jedno optimalni
feSeni. Zacneme s k balicky. Podivame se na optimalni velikost kapsle pro k balic¢-
ki a pouzijeme ji. Tim se ndm pocet zbyvajicich balickii zmens$i na néjaké k’. Pro
néj se opét podiviame na optimalni velikost kapsle, pouzijeme ji, a tak dale, do-
kud pocet zbyvajicich balicktt neklesne na nulu. Casova slozitost této ¢asti feseni je
O(k), nebot v kazdém kroku pocet zbyvajicich bali¢ka klesé a kazdy krok vykoname
v konstantnim case.

Tato faze vypoctu je tedy zanedbatelnd oproti vypoétu hodnot M]0. .. k]. Cel-
kova ¢asova slozitost naseho algoritmu proto zistdva O(nk).

Velky pocet balicku

Prfedchézejici feseni pfi omezeni n < 30 pfestava byt prakticky pouzitelné
jiz pro k = 108. Nase vylepseni tohoto feseni bude zalozeno na myslence, Ze pro
obrovské k se nam jisté vyplati pouzit mnohokrat nejvétsi kapsli.

Jak ale takové tvrzeni dokézat? Predstavte si, ze mame napiiklad dvé kapsle
— jedna je na 5 balick®, druha na 7 balickti. Urc¢ité se nam nevyplati pouzit 7-krat
mensi z nich; misto toho pouzijeme radéji 5-krat tu vétsi a tim usettime dvé kapsle.
Zobecnénim tohoto prikladu dostavame nésledujici tvrzeni: Pro kazdé ¢ < n plati,
ze kapsli ¢islo ¢ pouzijeme v kazdém optimalnim feSeni méné nez a,-krat.

Toto tvrzeni lze jesté zesilit. VyuZijeme pomocnou vétu z teorie ¢isel: Necht
S1, - - -, S¢ jsou prirozena Cisla. Potom néjaka jejich neprazdna podmnozina ma soucet
délitelny cislem t.

Diikaz: Uvazujme t+ 1 souctt 0, s1, s1+ S2, az s1+. ..+ s¢. Nékteré dva z nich,
necht to jsou s1+...+s; as1+...+s; (pro ngjakd 0 < i < j <t), ddvaji nutné po
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déleni ¢islem ¢ stejny zbytek. Potom ale s;41 + ...+ s; je délitelné ¢islem ¢, takze
jsme nasli vyhovujici podmnozinu.

Co pro nas z této véty vyplyva? To, ze v kazdém optimalnim FeSeni nejvyse
(an — 1)-krat pouzijeme jinou neZ nejvétsi kapsli. Pokud bychom totiz pouzili a,
mensich kapsli, pak podle pravé dokazané véty existuje jejich podmnozina, jejiz
soucet je délitelny ¢islem a,,. Misto doty¢nych mensich kapsli by proto bylo mozné
a vyhodnéjsi nékolikrat pouzit nejvétsi kapsli.

Hledani optimalniho feseni mizeme tedy rozdélit do dvou krokt. Nejprve si
pro kazdy pocet balickt od 0 do a? spoéitame, jak ho lze nejlépe prepravit, aniz
bychom pouzili posledni kapsli. Mezi takto spoc¢itanymi fesenimi se jisté nachézi i
¢ast toho celkové optimalniho. Potom uz jenom vyzkouSime vSechny mozné pocty
pouziti nejvétsi kapsle, které ptripadaji do tvahy, a vybereme z nich nejlepsi feseni.
Tento postup méa ¢asovou slozitost O(na?).

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
// Naiteni vstupu a vypolet hranice, po kterou pob&zi dyn. prog.
int N; cin >> N;
vector<long long> A(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> A[n];
long long K; cin >> K;

long long K1 = A[N-1]*A[N-1];
if (K<K1) K1=K;

// Vjpo&et optimdlnich FeSeni pro malé poéty balicki
vector<long long> best(K1+1,1LL<<62), how(K1+1,-1);
best [0]=0;
for (int k=1; k<=K1; ++k)
for (int n=0; n<N-1; ++n)
if (Aln] <= k)
if (best[k-A[n]l+1 < best[k])
best [k]=best [k-A[n]]+1, howl[k]=n;

// Vjpocet optimdlniho FeSeni pro K balickd
long long bestsum = K+1, K2=-1;
for (int k=0; k<=K1; ++k)
if ((X-k)%A[N-1]1==0)
if (best[k]+(K-k)/A[N-1] < bestsum)
bestsum = best[k]+(K-k)/A[N-1], K2=k;
// Vypis FeSeni
cout << bestsum << endl;
vector<long long> B(N,0);
B[N-1] = (K-K2) / A[N-1];
while (K2) { ++B[how[K2]]; K2 -= A[how[K2]]; }
for (int n=0; n<N; ++n) cout << B[n] << (n==N-1 ? "\n" : " ");
return 0;



P-I-3 Skladnik
Reseni ¢asti a)

Nejvice starosti nam zpusobuje skutecnost, Ze jednotlivé druhy zbozi na vstupu
maji jména — znakové Fetézce, které musime zpracovavat. Kdyby se misto nich pou-
zivala k oznaceni druhil zbozi malé prirozena d¢isla, stacilo by pouzit v feSeni prvni
podulohy obycejné pole. Takto ale potfebujeme datovou strukturu, kterd nam umoz-
ni efektivné udrzovat mnozinu fetézcu a pro kazdy z nich si navic pamatovat néjaké
udaje (v naSem piipadé pijde o jedno celé ¢islo — aktudlni podet kusit dotyéného
zbozi ve skladu).

Jednim moZznym efektivnim fesenim je pouzit datovou strukturu zvanou pis-
menkovy strom (anglicky trie, ¢ti tri — nazev je odvozen od slova retrieval). Pismen-
kovy strom je zakofenény strom, v némz kazdy vrchol mé nejvysSe 26 synt a hrany
do synt jsou oznadeny riznymi pismeny (od a do z). Kazdému vrcholu v odpovida
jedna cesta z kofene dolu a tou je jednoznacné urceno slovo, které odpovida danému
vrcholu. (Toto slovo si ,pfecteme” na hranich, po nichz jdeme z kotene do v.)

Do pismenkového stromu dokadzeme snadno ulozit mnozinu slov. Jednoduse
vytvorime vSechny vrcholy, které jsou tfeba k tomu, abychom si mohli na cesté
z kofene doli ,,precist kazdé z naSich slov. Oznacime ty vrcholy, v nichz nékteré
z ulozenych slov kon¢i. V nasem pfipadé dokonce ani nepotfebujeme nic explicitné
oznacovat. Staci si v kazdém vrcholu trie pamatovat jedno celé ¢islo: pocet kusii zbozi
s prislusnym nézvem, které mame ve skladu. Ve vrcholech, jejichz fetézce nepopisuji
zbozi ve skladu, budou jednoduse nuly.

Strom odpovidajici skladu, v némz je 1 X os, 5 X osma, 7 X oko a 3 X pes, by
vypadal takto:

7 kazdého vrcholu vede ve skute¢nosti dolt az 26 hran — ty, které nikam nevedou
(NULL pointery), jsme pro prehlednost nekreslili. Dvojitym krouzkem jsou vyznaceny
vrcholy, kde nékteré ze slov koné¢i. V nich jsou uvedena ¢isla, kterd odpovidaji po¢tim
kust prislusného zbozi ve skladu. V ostatnich vrcholech jsou ulozeny nuly.

Kromé samotného pismenkového stromu na vyfeseni podilohy a) uz nepotiebu-
jeme témér nic dalsiho. Postac¢i ndm dvé celociselné proménné, v nichz si pamatujeme
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aktualni pocet riznych druht zbozi ve skladu a aktualni pocet vsech kust ve skladu.
Tyto hodnoty dokézeme vzdy po zpracovani kazdého radku ze vstupu v konstant-
nim ¢ase snadno prepocitat. Pfi praci s pismenkovym stromem zpracujeme libovolny
znakovy Fetézec v ¢ase pfimo mérném jeho délce, tedy v éase O(¢). Takova je proto
i celkova Casova slozitost zpracovani kazdého radku vstupu.

#include <iostream>
#include <cstring>
using namespace std;

struct trie {

int

struct vrchol {

int pocet;

vrchol *syn[26];

vrchol() { pocet=0; memset(syn, 0, sizeof(syn)); }
};

vrchol *root;
int celkem_druhu;
long long celkem_kusu;

trie() { root = new vrchol(); celkem_druhu = celkem_kusu = 0; }

void update(const string &S, int add) {

// Najdeme a je-1li t¥eba, vytvo¥ime odpovidajici vrchol

vrchol *kde = root;

for (unsigned i=0; i<S.size(); ++i) {
int idx = S[i]-’a’
if (! kde->syn[idx]) kde->syn[idx] = new vrchol();
kde = kde->syn[idx];

}

// Upravime uloZenou hodnotu

celkem_kusu += add;

if (kde->pocet == 0) ++celkem_druhu;

kde->pocet += add;

if (kde->pocet == 0) --celkem_druhu;

main() {
trie T;
int zmena;
string nazev;
while (cin >> zmena >> nazev) {
T.update(nazev,zmena) ;
cout << "kusu: " << T.celkem_kusu << ", druhu: " << T.celkem_druhu << endl;
}

return O;

Prévé uvedené feSeni nemé optimélni pamétovou sloZitost. Mtizeme ho vylepSit

nasledovné: vzdy, kdyz ze skladu odstranime posledni kus néjakého druhu zbozi,
smazeme ty vrcholy pismenkového stromu, které jsou v dané chvili zbyte¢né. Tim
ziskdme TeSeni, jehoZ pamétova slozitost je O(¢t), tedy linedrni vzhledem k souétu
délek nazva téch druhu zbozi, které jsou aktualné ve skladu.
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Reseni ¢asti b)

Jednou moznosti, jak 1ze tuto podulohu Tesit, je pouzit FeSeni ¢ésti a) a jenom
si navic pamatovat, od kterého druhu zbozi je momentalné ve skladu nejvice kust.
Takové feseni ale prilis efektivni nebude. Jak vypada jeho nejhorsi pripad? Ten
nastane vzdy, kdyz ze skladu odebereme nékolik kusii toho druhu zbozi, kterého
je v dané chvili nejvice. Jelikoz o poctech kusii ostatnich druht zbozi nic nevime,
musime je vSechny prohlédnout. V nejhor$im mozném piipadé tedy budeme muset
nalézt nejvétsi hodnotu mezi ¢ zdznamy, coz lze provést s Gasovou slozitosti O(¢t).

Jak se muzeme tomuto nepfiznivému piipadu vyhnout? Zaznamy o zbozi ve
skladu se vyplati udrZovat usporddané podle aktudlniho poctu kusi. Pri kazdé ope-
raci obétujeme trochu ¢asu na ,uklid“ — pferovnani zdznamu tak, aby byly nadale
usporadany. Odménou ndm bude jistota, ze kazdy pozadavek zpracujeme rozumné
rychle, bez nutnosti prohlizet zbyte¢né mnoho zaznam.

V nové datové struktuie potfebujeme umét efektivné provadét dvé operace.
Prvni z nich je nalézt zaznam odpovidajici konkrétnimu druhu zbozi a zménit v ném
pocet kusti. Druhou potfebnou operaci je uréeni zaznamu, ktery ma momentalné nej-
vétsi pocet kusi. Nejjednodussim fesenim bude k pismenkovému stromu pridat jesté
druhou datovou strukturu: haldu. Popis haldy zde neuvadime. Zajemcim doporu-
¢ujeme napiiklad text na adrese http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty.

V haldé budeme mit ulozen pro kazdy druh zbozi jeden zéznam, v ném si
budeme pamatovat ndzev daného druhu a pocet jeho kusi. Zaznamy v haldé budou
usporadany podle zadani — tedy primarné podle poctu kust a sekundarné podle
abecedy. Obé nase datové struktury budou mezi sebou navic provazany: v kazdém
vrcholu pismenkového stromu si budeme pamatovat, kde je ulozen jemu odpovidajici
zdznam v haldé (pokud existuje) a v kazdém zdznamu haldy si budeme pamatovat,
kterému vrcholu pismenkového stromu odpovida.

Zpracovani jedné instrukce ze vstupu bude vypadat nasledovné:

® Precteme ze vstupu jeden fadek s instrukei.
® Podle druhu zbozi najdeme odpovidajici vrchol v pismenkovém stromé.

® Pomoci adaje, ktery si v daném vrcholu pismenkového stromu pamatuje-
me, najdeme odpovidajici zdznam v haldé.

® V nalezeném zaznamu patfi¢né upravime pocet kusti daného druhu zbozi.

® Zménou udaje v predchazejicim kroku jsme mohli porusit podminku hal-
dy. Zménény zdznam proto v pripadé potfeby presuneme haldou nahoru
nebo dolu tak, abychom opét dostali platnou haldu.

s v 2

Nejpomalejsi ¢asti Feseni je posledni krok, v némz upravujeme haldu. Pocet za-
znamu v haldé je ¢, jeji hloubka je tedy O(logt). Tolikrat miize byt potieba zménény
zaznam presunout o uroven vyse nebo nize. Pokazdé musime presouvany zaznam po-
rovnat se zdznamem bezprostiedné nad nim a se dvéma zaznamy bezprostfedné pod
nim, na kazdé toto porovnani je tieba O(¢) ¢asu — v ptipadé rovnosti pocti kust je
totiz nutné porovnat i nazvy zbozi. Celkova Casovéa slozitost upravy haldy je proto

O(llogt).



#include <iostream>
#include <cstring>
#include <vector>
using namespace std;

struct vrchol {
vrchol *syn[26], *otec;
int index_halda;
vrchol(vrchol* otec=NULL) : otec(otec)
{ index_halda=-1; memset(syn, O, sizeof(syn)); }

};

struct zaznam {
vrchol *trie_vrchol;
string nazev;
int pocet;
zaznam(vrchol *tv, string n, int p) : trie_vrchol(tv), nazev(n), pocet(p) { }

};

struct trie {
vrchol *root;

trie() { root = new vrchol(); }

vrchol *find(const string &S) {
// Najde a je-li t¥eba, vytvofi vrchol odpovidajici Fet&zci S
vrchol *kde = root;
for (unsigned i=0; i<S.size(); i++) {
int idx = S[il]-’a’;
if (! kde->syn[idx]) kde->syn[idx] = new vrchol(kde);
kde = kde->syn[idx];

}
return kde;
}
1
bool operator< (const zaznam &A, const zaznam &B) {
if (A.pocet != B.pocet) return A.pocet < B.pocet; return A.nazev > B.nazev;
}
struct halda_a_trie {
trie T;

vector<zaznam> H; // halda

void vymen(int x, int y) {
// Vyméni v haldé zaznamy na pozicich x a y, zaroveii pat¥iéné upravi trie
vrchol *tx = H[x].trie_vrchol, *ty = H[y].trie_vrchol;
swap(H[x],H[yD);
tx->index_halda = y; ty->index_halda = x;
}

int uprav_haldu(int x) {
// Pfesouva prvek x nahoru nebo dolié podle pot¥eby, dokud neni halda OK
while (true) {
int y=x;
if (x>0 && H[(x-1)/2]<H[y]) y=(x-1)/2;
if (2xx+1 < H.size() && H[yl<H[2*x+1]) y=2*x+1;
if (2*x+2 < H.size() && H[yl<H[2*x+2]) y=2%x+2;
if (y !'= x) { vymen(x,y); x=y; } else break;



}
return x;

}

void update(const string &nazev, int add) {
vrchol *kde = T.find(nazev);
// Upravime zadznam v haldé, neni-li tam, nejprve ho vytvofime
if (kde->index_halda==-1) {
kde->index_halda=H.size();
H.push_back(zaznam(kde,nazev,0)) ;
}
H[ kde->index_halda ].pocet += add;
int x = uprav_haldu(kde->index_halda);
// Pokud jsme zmensili po&et na nulu, vymaZeme zaznam z haldy
if (H[x].pocet==0) {
vymen(x,H.size(D-1);
H[H.size()-1] .trie_vrchol->index_halda=-1;
H.pop_back() ;
uprav_haldu(x);

};

int main() {
halda_a_trie HT;
int zmena;
string nazev;
while (cin >> zmena >> nazev) {
HT.update (nazev,zmena) ;
if (HT.H.empty() || HT.H[O].pocet==0) cout << endl;
else cout << HT.H[0].nazev << " " << HT.H[O].pocet << endl;
}

return 0;

Misto haldy by také bylo mozné pouzit vyvazovany binarni vyhledavaci strom.
V programovacich jazycich, které maji tuto datovou strukturu obsazenu ve stan-
dardni knihovné, se toto feseni implementuje snaze. Jeho ¢asové slozitost je stejné.
Rychlejsi FeSeni €asti b)

Existuje ovsem efektivnéjsi zptisob, jak tlohu vyfesit. Opét pouzijeme pismen-
kovy strom, ale navic si do kazdého jeho vrcholu poznamendme maximum z pocti
kusi vSech pfedméti, které ve stromu lezi pod timto vrcholem. (Pokud je pfimo
v tomto vrcholu néjaky predmét, také ho zapocitame.)

Tyto hodnoty je snadné udrzovat: Kdykoliv zménime pocet kusii ulozeny v né-
jakém vrcholu stromu, potfebujeme prepocitat ta maxima, ktera lezi na cesté od to-
hoto vrcholu do kofene stromu. Postupujeme tedy stromem od zménéného mista
smérem nahoru a kazdému navstivenému vrcholu upravime maximum na maximum
z jeho pocitadla a maxim ulozenych v jeho synech.

Takto definovand maxima pfitom muZzeme vyuzit k nalezeni nejéetnéjsiho druhu
zbozi. Jeho ¢etnost C je totiz rovna maximu ulozenému v kofeni stromu. I jeho jméno
je snadné zjistit. Maximum v nékterém ze synu kofene je totiz rovno ¢islu C' pravé
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tehdy, nachazi-li se v podstromu pod timto synem néktery z nejéetnéjsich druht.
A jelikoz nas zajimé abecedné nejmensi druh zbozi, vybereme si nejlevéjsi takovy
podstrom. V ném muzeme pokracovat stejnym zptisobem, . .., az narazime na vrchol,
jehoz pocitadlo je rovno C'. To je hledany druh zboZi a cesta, po niZz jsme tam dosli,
urcuje jeho jméno.

Zbyva odhadnout asovou slozitost. Reseni ¢asti a), z n&jz vychézime, zpracuje
jeden fadek vstupu v case O(¢). My jsme do néj pfidali ipravu maxim a hledani
nejéetnéjsiho predmétu. Oboji prochazi po jedné cesté v pismenkovém stromu a ta
miize byt dlouh4 nejvyse ¢. Casovou sloZitost jsme tedy nezhorsili.

#include <iostream>
#include <cstring>
using namespace std;

struct trie {
struct vrchol {
int pocet;
int max;
vrchol *otec;
vrchol *syn[26];
vrchol() { pocet = max = 0; otec = NULL; memset(syn, O, sizeof(syn)); }
};

vrchol *root;
trie() { root = new vrchol(); }

void update(const string &S, int add) {
// Najdeme a je-1li t¥eba, vytvo¥ime odpovidajici vrchol
vrchol *kde = root;
for (unsigned i=0; i<S.size(); ++i) {
int idx = S[i]-’a’;
if (! kde->syn[idx]) {
kde->syn[idx] = new vrchol();
kde->syn[idx]->otec = kde;
}
kde = kde->syn[idx];
}

// Upravime uloZenou hodnotu a pfepoCitéme maxima
kde->pocet += add;
while (kde) {

kde->max = kde->pocet;

for (int i=0; i<26; i++)

if (kde->syn[i] && kde->syn[i]->max > kde->max)
kde->max = kde->syn[i]->max;
kde = kde->otec;

}

void vypis_max() {
vrchol *kde = root;
int max = root->max;

// Nasledujeme maximum a vypisujeme pfitom Fetézec
while (kde->pocet != max) {
int i = 0;
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while (!kde->syn[i] || kde->syn[i]->max != max)
i++;
cout << (char)(’a’ + i);
kde = kde->synl[il;
}

cout << ’ ? << max << endl;

};

int main() {

trie T;

int zmena;

string nazev;

while (cin >> zmena >> nazev) {
T.update(nazev,zmena) ;
T.vypis_max();

}

return 0;

}

P-I-4 Zlomkové programy

a) Testovani rovnosti
Na vstupu je ¢islo n tvaru 2¥3Y5, pricemz x,y > 0. Nasim tkolem je napsat
zlomkovy program, ktery ho pfevede na ¢islo 5, jestlize © = y, resp. na ¢islo 7, pokud
Zakladem programu bude zlomek 1/6. Pokazdé, kdyZ ho pouzijeme ve vypoctu,
zmensime tim x i y o jedna. Je-li tedy na zacatku x = y, nic dalsiho ani nepotiebu-
jeme: po x nasobenich aktudlni hodnoty zlomkem 1/6 dostaneme ¢islo 5 a mizeme
skoncit.

Co se stane, kdyz x # y? Program tvofeny jedinym zlomkem 1/6 by se po
kone¢ném poctu krokt zastavil, az by mu dosla prvocisla jednoho typu. Pokud by
napiiklad bylo x > y, vypocet by skondil s vyslednou hodnotou 2*~Y5.

Jakmile nastane tato (nebo opacnd) situace, potiebujeme v prvoéiselném roz-
kladu naseho ¢isla vytvorit 7 a nasledné se zbavit vseho kromé této 7. Prvni krok
nam zajisti zlomky 7/(2-5) a 7/(3-5) a druhy krok zlomky 1/2 a 1/3. Ty musi byt
uvedeny az na konci programu, aby nebyly pouzity diive.

Cely zlomkovy program tedy vypada takto:

(l o1 l)
6 100 15" 2’ 3)°
Piiklad vypoétu pro n = 24345:
24345 Ly 93335 Ly 92325 L, olgly Ly 5
P¥iklad vypoétu pro n = 22355:
92355 L, olgis L, 335 3, 327 5, gl B, 7
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b) Déleni dvéma

Na vstupu je ¢islo n tvaru 273, pficemz = > 0. Nasim tkolem je napsat zlom-
kovy program, ktery ho prevede na ¢islo tvaru 2¥, kde y = |z/2].

Jako ,,pomocnou proménnou“ mizeme vyuzit exponent néjakého dalsiho prvo-
¢isla, naptiklad ¢isla 7. Nabizi se moZnost zafadit do programu zlomek 7/4. Kazdé
jeho pouziti snizi v aktudlni hodnoté mocninu 2 o dva a zaroven zvysi mocninu 7
o jedna. Casem bychom se takto méli dopracovat bud k aktuilni hodnoté 217Y3,
nebo 7Y3, podle parity ¢isla x.

Zlomek 7/4 v programu ale pfimo pouZit nemtizeme. Potfebujeme totiz, aby
nas vypocet ve vhodnou chvili skonc¢il. Kdyz ale mame na konci vypocétu vytvorit
vyslednou aktualni hodnotu, kterd je mocninou 2, vypocet by neskondcil, nebot by
se na ni mohl znovu pouzit zlomek 7/4.

Vyuzijeme tedy ¢islo 3, kterym je vstup délitelny. P¥itomnost prvocisla 3 v ak-
tualni hodnoté budeme chapat jako signal, Ze jsme jesté v prvni fazi vypoctu, kdy
zaménujeme dvojky za sedmicky. Misto jmenovatele 4 budeme proto pouzivat jme-
novatel 4 - 3 = 12. Zlomek 7/12 vsak stéle je$té neni tim, co potfebujeme — mohl
by se pouzit jenom jednou, nebot jeho pouzitim odstranime prvoéislo 3 z rozkladu
aktualni hodnoty. Potfebujeme jesté umét toto odstranéné prvocislo vratit zpét.

Fungovat bude napiiklad néasledujici konstrukce: misto jednoho zlomku 7/4
pouzijeme dvojici zlomki (7-5)/(4 - 3) a 3/5. Postupné pouziti téchto dvou zlomk
bude mit stejny efekt, jako pouziti zlomku 7/4, ale miZe se provést pouze tehdy,
kdyz je aktudlni hodnota délitelna tiemi.

Nyni uz jenom staci dofesit uklid. Za tyto dva zlomky pfidame do programu
zlomky 1/6 a 1/3, které nés zbavi délitele 3 a ptipadného posledniho délitele 2, jestli-
ze x bylo liché. Takto dostaneme program, ktery ¢islo 273 pievede na ¢islo 7Y, kde
y = |z/2]. Na zévér zbyva jesté zménit vSechny sedmicky na dvojky jednoduchym
zlomkem 2/7.

Cely zlomkovy program vypada nasledovné:

3% 3 1 1 2
12757 6" 3 7)°

Ptiklad vypoétu pro n = 273:
973 Ly 95715 2, 95713 1, 93725 2, 93723 1,

1, oly3s 2, oly3g 3, g3 4, olg2 1, 9291 4, o3
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