61. ro¢nik Matematické olympiady — 2011/2012

Ulohy tstredniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni iloh méte 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. ReSeni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. P¥i soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomticky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého p¥ikladu musi obsahovat:

¢ Popis FesSeni, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zdivodriugict jeho spravnost (pfipadné dikaz spréavnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho Feseni (Casovd a paméfova slozitost).
Slovni popis feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
Vase Teseni predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autor-
ské reseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-ITI-1 a P-ITI-2 je tfeba uvést zapis algo-
v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozumitelném
pseudokdédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztaht, vyhledava-
ni v poli, tfidéni apod. V tloze P-III-3 je nutnou soucasti Feseni zapis
zlomkového programu.

Za kazdou ulohu mizZete ziskat maximalné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu (v€etné zduvodnéni spravnosti) a efektivita zvo-
leného algoritmu. Algoritmy posuzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. podle
zavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce. V zadani kazdé tlohy najdete limity na velikost vstup-
nich dat. Muzete je vyuzit k odhadu, jak dobré je vase feSeni. Na pocitaci pracujicim
rychlosti miliarda instrukei za sekundu dokon¢i vzorové feseni vypocet s libovolnymi
povolenymi vstupnimi daty nejvyse za nékolik sekund.



P-III-1 Odpovéd’

Nejprve si pfipomenme, ze pojem medidn posloupnosti liché délky oznacuje jeji
prvek prostiedni podle velikosti. Jinymi slovy, je to ten prvek, ktery by byl pfesné
uprostied, kdybychom danou posloupnost usporadali. Naptiklad medidnem posloup-
nosti (3,1,4,1,5) je ¢islo 3 a medidnem posloupnosti (9,2, 6,5, 3,5, 8) je ¢islo 5.

Po mnoho let se hledala odpovéd na zakladni otazku Zivota, vesmiru a viibec.
Nakonec tuto odpovéd pocita¢ k tomu urceny skuteéné vypocital. Byla vsak po-
mérné prekvapiva: 42. Az tehdy mnozi pochopili, Ze radéji nez odpovéd méli hledat
samotnou otazku.*

Yv_ 2

SoutéZni tloha
Je dano celé ¢islo n a dale posloupnost tvorend n celymi ¢isly. Pravé jedno
z téchto cisel je rovno 42. Kazdé ze zadanych Cisel se vejde do bézné celociselné
proménné. Muzete napiiklad pfedpokladat, Ze éisla jsou z rozsahu od —10° do 10°.
Napiste program na zjisténi, kolik ma tato posloupnost souvislych podposloup-
nosti, které maji lichou délku a zaroven medidn rovny 42.

Priklad
Vstup: Vystup:
10 6

-5 13 42 88 37 41 43 100 50 72
Je to téchto 6 podposloupnosti:

(42),
(42,88, 37),

(42,88,37,41,43),

(13,42, 88),
(13,42,88,37,41,43,100) a

(=5, 13,42, 88, 37, 41, 43, 100, 50).

Hodnoceni

Umyslné neuvadime z4dné omezeni na velikost hodnoty n. Va$ program dostane
tim vice bodfi, ¢im lepsi bude jeho ¢asova slozitost vzhledem k n.

* Pokud vam tato slova nic nefikaji, doporucujeme vam knihu od Douglase
Adamse s ndzvem Stopafiv pruvodce po galaxii (v originale The Hitchhiker’s Guide
to the Galaxy). S FfeSenim této tilohy vaAm znalost knihy samoziejmé nijak nepomtize.
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P-I1I-2 Piekupnik

7Z krajského kola znate zlodéje, ktery si ze své loupezné vypravy odnesl sbirku
modeli vesmirnych lodi a chyst4 se ji prodat prekupnikovi na ¢erném trhu. Chce za
ni dostat presné s korun. Cislo s je kladné a celé.

Pri placeni se uziva n druhit minci. Kazdy druh minci ma kladnou celocisel-
nou hodnotu. VSechny tyto hodnoty jsou pomérné malé. Placeni probiha stejné jako
v bézném obchodé: Kupujici nemusi zaplatit pfesnou castku. Muze zaplatit vice a
nasledné si nechat od prodavajiciho vratit nazpét rozdil. Pfedpokladéame, ze proda-
vajici i kupujici maji dostateény pocet kusti od kazdého druhu minci.

Zlodéj i tentokrat spécha, a proto chce, aby cela obchodni transakce probéhla
co nejrychleji. Platba ¢astky s se musi provést tak, aby celkovy pocet kusi minci
pouzitych pri placeni byl co nejmensi.

Soutézni tloha

Na prvnim fadku vstupu je zadana celociselnd hodnota s, kterou chce zlodéj
dostat, a pocet druhtt minci n. Druhy fadek obsahuje kladna cela ¢isla ¢, ca, . .., ¢ —
hodnoty jednotlivych druhi minci. Tyto hodnoty jsou usporfadany vzestupné. Navic
je vidy c¢; = 1, aby bylo mozné zaplatit libovolnou ¢astku.

Program vypise na vystup dva radky, z nichz kazdy obsahuje n ¢isel. Na prvnim
fadku bude pro kazdy druh mince uveden pocet kusi, které pouzije prekupnik na
zaplaceni, na druhém fadku budou podobnym zptisobem zapsany pocty minci, které
zlod€éj prekupnikovi vrati nazpét. Poradi vypsanych hodnot bude odpovidat poradi
minci ze vstupu.

Pokud existuje vice feSeni s optimalnim celkovym poc¢tem pouzitych minci,
naleznéte jedno libovolné z nich.

Priklady

Vstup: Vystup:
8 4 0001
12510 0100

Céstka 8 se jednou minci zjevné zaplatit nedd, ale dvéma mincemi to uZ jde: pie-
kupnik zaplati 10 a zlodéj mu vrati 2.

Vstup: Vystup:
10 3 020
156 000



Hodnoceni

Dbejte na to, aby vase feSeni bylo v prvni fadé korektni — tedy aby vzdy naslo
optimalni zptisob placeni. Nekorektni feseni budou hodnocena velmi pfisné.

U vétsiny typu FeSeni je dulezitou soucasti FeSeni diukaz jeho spravnosti. Za
feSeni bez uvedeného dikazu miZzete ztratit znacnou ¢ast boda (podle toho, nakolik
spravnost FeSeni je nebo neni zjevnd).

® Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které efektivné vytesi vstupy s n < 100,
cn <1000 a s < 10'8.

e A7 8 bodu ziskite za FeSeni, které efektivné vytesi vstupy s n < 100,
cn <1000 a s < 108.

® A7z 5 bodu ziskate za TeSeni, které efektivné vytesi vstupy s n < 50, ¢, <
1000 a s < 1000.

® A7 3 body ziskate za kazdé korektni feSeni bez ohledu na jeho ¢asovou
slozitost.



P-II1-3 Zlomkové programy

V letosnim ro¢niku olympiddy se setkavame se zlomkovymi programy. Ve stu-
dijnim textu uvedeném za zadanim této ulohy je popsano, jak zlomkové programy
pracuji a jak se programuji. Studijni text je identicky s textem z domaciho a kraj-
ského kola.

Soutézni alohy

Soutézni tloha se sklada ze tfi podiloh oznacenych a, bl, b2. U podiloh bl
a b2 se ocekava, ze si vyberete a vyfesSite jednu z nich. Budete-li fesit obé, do
vysledného hodnoceni se vim zapocitd pouze ta z nich, za kterou dostanete vice
bodu. Za jakékoliv spravné feSeni podulohy b2 ziskate alespon 4 body. Pokud tedy
umite vytesit podilohu b2, neni tfeba fesit podalohu bl.

a) Median (3 body). Na vstupu je ¢islo n tvaru 273Y5%, pficemz x,y,z > 0.
Napiste program, ktery ho pievede na &slo 7median(z,y,2)
Medidnem tfi ¢isel je prostfedni z nich podle velikosti. Kuptikladu:

median(2,5,8) = 5, median(8,2,5) =5,
median(3,3,7) = 3, median(3,2,3) = 3.

V4s$ program tedy napiiklad ¢islo n = 28325° prevede na éislo 7°.

b1) Kvadrat (3 body). Na vstupu je ¢islo n tvaru 2%-47, pficemz x > 0. Napiste
program, ktery ho prevede na ¢islo 3@*),
Tedy napriklad:

e Gislo n = 47 = 2° - 47 program pievede na ¢islo 3° = 1,
o ¢&islo n = 2% - 47 program pievede na ¢islo 316.

b2) Odmocnina (7 bodu). Na vstupu je ¢islo n tvaru 2%, pficemz x > 0. Napiste
program, ktery ho pfevede na ¢islo 3, kde y = [\/z].

Znaceni | z] pfedstavuje horni celou ¢ast ¢isla z, tzn. nejmensi celé ¢islo, které je
vétsi nebo rovné z. Naptiklad [4,7] = 5, [47] =47, [V16] = [4] =4 a [v/22] =5.

Proto:

e islo n = 216 program pievede na ¢islo 34,
e ¢&islo n = 222 program pievede na &islo 3°.

Hodnoceni

P#i hodnoceni tlohy bude prihlédnuto také k casové sloZitosti vasich zlomko-
vych programi, tzn. k poctu krokd vypoctu v zavislosti na parametrech x, y a z.
Pokud bude vas program provadét rddové vice krokti nez vzorové feseni, dostanete
nejvyse 2 body za podulohu a, nejvyse 2 body za podualohu bl, resp. 4-6 boda za
podulohu b2.



Studijni text

Zlomkové programy slouzi k vypocétu nékterych funkci na pfirozenych éislech.
Zlomkovy program ma velmi jednoduchy zapis — je to konecna posloupnost zlomk1,
tedy kladnych raciondlnich éisel (zq, ..., 2;).

Vypocet zlomkového programu probiha po jednotlivych krocich. Béhem vypo-
¢tu si udrzujeme jediné celé ¢islo a, tzv. aktudlni hodnotu. Na zacatku vypoctu se
tato hodnota rovna hodnoté na vstupu. V kazdém kroku vypoctu najdeme nejmensi
i takové, ze a - z; je celé Cislo, a zménime aktualni hodnotu na a - z;. Pokud takové ¢
neexistuje, vypocet kondci.

Priklad 1: UkaZeme si program, ktery pro vstup n = 2* (kde = > 0) dava vystup 3Y,
kde y = z mod 3.

Jednim takovym programem je posloupnost (1/8,9/4,3/2). Slovné si popiSeme
pribéh vypoctu tohoto programu: Dokud to jde, zmensuj = o 3. Kdyz uz to nejde,
méame v a Cislo 1, 2, nebo 4, a pfevedeme ho tedy snadno na 1, 3, nebo 9.

Napiiklad pro n = 1024 = 2% se hodnota a bude ménit takto:

910 L o7 o941, 9 3,3

(Cislo nad sipkou je poradovym ¢islem zlomku, kterym jsme a v daném kroku na-
sobili.)

Pro pfesnost dodejme, ze velmi zalezi na poradi jednotlivych zlomki. Napiiklad
program (9/4,3/2,1/8) by z ¢isla 2* vyrobil ¢islo 37. Zlomek 1/8 by se pfi vypoétech
tohoto programu nikdy nepouzil.

Jiné vyhovujici programy jsou (1/8,3/2), (3/2,1/27) a (1/27,3/2). Rozmyslete
si, pro¢ kazdy z nich fesi spravné Priklad 1.

Piiklad 2: Co spocita program (2/2) pro vstup n = 4?7 A co spo¢ité pro vstup n = 77

Castou chybou je odpovédét, Ze pro vstup n = 4 se tento program zacykli, ale
pro vstup n = 7 se vypodet programu zastavi, nebot 7 neni délitelné dvéma. Sprév-
nou odpovédi ale je, ze v obou pripadech pobézi vypocet programu do nekonecna.
Zajimaji nas totiz jenom hodnoty zlomki, nikoli jejich zdpis. Zlomek 2/2 pfedstavuje
raciondlni ¢islo 1, takze 7-(2/2) = 7-1 je celé éislo.

Abyste se ve svych feSenich takto nespletli, doporuc¢ujeme vam psat vSechny
zlomky v zakladnim tvaru. Pro posloupnost zlomki zapsanych v zakladnim tvaru
plati, ze v kazdém kroku vypoctu hleddme nejmensi ¢ takové, ze jmenovatel i-tého
zlomku déli beze zbytku aktudlni hodnotu.

Ptiklad 3: Ukazeme si program, ktery pro vstup n = 221 (kde = > 0) dava vystup
37+2,

Cislo zadané na vstupu je uréité sudé a neni délitelné zadnym prvocislem riiz-
nym od 2. Pouzijeme prvocislo 11 jako pfiznak, ze uz nejsme na zacatku vypoctu.
V prvnim kroku tedy piepiseme é&islo 221! na 2732 - 11. Toho dosdhneme zlomkem
32.11/2 =99/2.



Jakmile se objevi v prvociselném rozkladu aktudlni hodnoty prvocislo 11, zna-
mena to, ze prvni krok vypo¢tu mame uspésné za sebou. Muzeme tedy dale klid-
né ,ménit dvojky na trojky“. To mutzeme zajistit napiiklad posloupnosti zlomki
(3-13)/(2-11) a 11/13. Vsimnéte si, Ze nesta¢i pouzit jeden zlomek 33/22. Neni-li

Postupné se takto dostaneme k ¢&slu 377211, V této situaci uz staci jenom
vydélit aktudlni hodnotu ¢islem 11 a mtzeme skondit.

Musime dat pozor na to, abychom ve zlomkovém programu vyse popsané zlom-
ky spréavné sefadili: (39/22,11/13,1/11,99/2). V prvnim kroku vypoctu se jisté po-
uzije posledni zlomek. Od této chvile je aktudlni hodnota délitelna ¢islem 11 nebo
13. Stfidavé se proto pouzivaji prvni dva zlomky, dokud se nedostaneme do situace
a = 3*+211. Pak uz se prvni ani druhy zlomek pouzit neda. Pouzije se proto tieti
zlomek, ¢imz ziskdme hodnotu a = 3°2 a vypocet zjevné skonéi.

Poznamka: V zapisu podobnyjch feSeni jako v pfikladu 3 neni nutné citatele a jme-
novatele zlomkl roznasobovat. Své feSeni miZete uvést ve tvaru

3-13 11 1 32.11
2.117 137 117 2 ‘



