60. ro¢nik Matematické olympiady — 2010/2011
Resent ailoh krajskeho kola kategorie P

P-II-1 Vlak

Nejdiive kratce zminime pfimocaré feseni. VyzkousSime jednoduse odebrat po-
stupné vSechny mozné podmnoziny vagdnii a vybereme z nich minimalni takovou, ze
zbylé vagény tvoii palindrom. Toto feSeni viak vyzaduje vyzkouseni 2V podmnozin,
coz je neumérné mnoho.

Zkusme tlohu vyftesit po krocich. Predpokladejme, Ze umime vyfesit ptripad,
kdy ndm magicky zmizely nékteré vagény. Pokud si budeme vlak predstavovat jako
posloupnost Vi, .y = aiazas...an—1an, pak V;.; je vlak tvofeny a;a;t+1...a5-1a;.

Podivejme se, jak lze z feSeni pro vlaky kratsi délky vytvorit feSeni pro cely vlak.
Pokud a; = an, pak muzeme predpokladat, Ze se oba vagény vyskytuji v optimalnim
feSeni pro cely vlak. Staci tedy k feSeni pro vlak V5 ,_1 pfidat vagény a; a ay.
Pokud a; # an, pak se oba vagény nemohou vyskytovat v feSeni pro cely vlak a
nejlepsim Fesenim pro cely vlak je lepsi z feSeni pro vlaky Vi ,—1 a Vo, 4.

Na této myslence je postaveny algoritmus, ktery bézi v ¢ase O(N?). Ulohu
vyfesime dynamickym programovanim ptes vSechny podvlaky. Na zacatku vime, ze
vlak délky 1 je palindromicky, a tedy je sam sobé optimalnim feSenim. Poté uréime
feSeni pro vSechny podvlaky délky 2, pak délky 3 a nakonec nalezneme Feseni pro
cely vlak.

Kdyby néam stacila jen informace o nejvétsi mozné délce vlaku, vystacili bychom
s linedrni paméti — pamatovali bychom si jen fesSeni pro vlaky délek o jedna a o dvé
mensi. Nicméné kdyz potfebujeme vypsat i konkrétni vynechané vagény, vyroste
nam pamét na kvadratickou.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX 50050

int N;

int ch = 0;

char vlak[MAX];

char novy_vlak[MAX];

struct podvlak {
int prvni, posledni;
int delka;

} *xpodvlaky;

int main(int argc, char ** argv)
{

// pfe&teme vstup

scanf ("%d", &N);

scanf ("%s", vlak);

// trivialni vlak délky 1
if (N == 1) { printf("0\n\n"); return 0; }



// inicializace -- podvlaky délky 1
podvlaky = calloc(N, sizeof(struct podvlak *));
podvlaky[0] = calloc(N, sizeof(struct podvlak));
for (int i=0;i<N;i++) {
podvlaky[0][i].prvni = i;
podvlaky[0] [i].posledni = i;
podvlaky[0][i].delka = 1;
}

// samotna dynamika
for (int d=1;d<N;d++) {
podvlaky[d] = calloc(N-d, sizeof (struct podvlak));
for (int j=0;j<N-d;j++) {
// vyber lep8i z pfedchozich podvlaki

int ktery;

if (podvlaky[d-1][j].delka > podvlaky[d-1][j+1].delka)
ktery = j;

else
ktery = j+1;

// na okrajich je stejny vagén
if ((vlak[j]l == vlak[j+d]) &&
// zkusime pouzit vlak, kterj obsahuje oba vagény z okraje
((d ==17 0 : podvlaky[d-2][j+1].delka) + 2 >
podvlaky[d-1] [ktery] .delka)){
podvlaky[d] [j].delka = (d == 1 7 O :
podvlaky[d-2] [j+1].delka) + 2;
podvlaky[d] [j].prvni = j;
podvlaky[d] [j].posledni = j+d;

}

else {
podvlaky[d] [j].delka = podvlaky[d-1] [ktery].delka;
podvlaky[d] [j].prvni = podvlaky[d-1] [ktery].prvni;
podvlaky[d] [j].posledni = podvlaky[d-1] [ktery].posledni;

}

}

int delka = 0;
int levy = podvlaky[N-1][0].prvni;
int pravy = podvlaky[N-1][0].posledni;

// Do nového vlaku nakopirujeme jen ty vagdény, které tvo¥i palindrom
while (1) {
novy_vlak[podvlaky [pravy-levy] [levy] .prvni] =
vlak[podvlaky [pravy-levy] [levy] .prvnil;
novy_vlak[podvlaky [pravy-levy] [1levy] .posledni] =
vlak[podvlaky [pravy-levy] [levy] .posledni];
int 1t = levy+l, rt = pravy-1;
if ((delka += 2) >= podvlaky[N-1] [0].delka) break;
levy = podvlaky[rt-1t][1t].prvni;
pravy = podvlaky[rt-1t][1t].posledni;
}

// VypiSeme vagény, které jsme vyhodili (indexovano od 1)
printf ("%d\n", N - podvlaky[N-1][0].delka);
for (int d=0,i=0;i<N;i++) {



if (novy_vlak[i] == 0) {
printf ("%d", i+1);
if (++d + podvlaky[N-1][0].delka < N) printf(" ");
}
}
printf("\n");

Pozndmka: Kvadratické paméti se lze vyhnout i v obecném pripadé sikovnym
pouzitim metody Rozdél a panuj. VSimneme si, ze kdyz budeme vytvaiet nejdelsi
palindrom postupnym odpojovanim vagént od kraje vlaku (coz pfesné nase FeSeni
déld), nutné musime potkat situaci, v niz bude délka aktudlniho vlaku pravé | N/2|
nebo |N/2| + 1.

Podobné jako jsme v prostoru O(N) dovedli spoéitat, jak dlouhé je optimalni
feSeni, muzeme v tomtéz prostoru zjistit i to, jak bude vypadat tento polovi¢ni
podvlak na cesté k optiméalnimu feseni. Optimalni feSeni pro vlak oS~y (kde § je onen
polovi¢ni podvlak) se tedy musi sklddat s optimalniho feSeni pro vlak 8 spojeného
s optimalnim feSenim pro vlak axvy, kde * je vagoén, ktery neni povoleno odebrat.

Jingmi slovy, v ¢ase ©(N?) jsme tlohu ptevedli na dvé tilohy poloviéni velikosti,
takze pro ¢asovou sloZitost celého algoritmu musi platit rovnice T'(N) = ©(N?) +
2T(N/2), kterd m4 feseni T(N) = ©(N?). Casova sloZitost je tedy stale kvadratickd
a prostoru jsme spotiebovali pouze linearné.

P-II-2 Jablonovy sad

Asi nikoho moc nepiekvapi, Ze hledanym tutvarem je konvexni obal mnoZiny
bodid v roviné — kazdy strom s jablky budeme pokladat za bod. Pro¢ tomu tak je?
Pokud bychom vzali jakykoliv nekonvexni itvar, ma jeho konvexni obal mensi obvod
a pfitom ho cely obsahuje, a tedy i vSechny zadané body. A konvexni obal je naopak
podmnozinou v8ech konvexnich utvart, ve kterych lezi zadané body.

Nalézt konvexni obal zadané mnoziny bodt v roviné je celkem znamy problém,
pro ktery existuje algoritmus pracujici v é¢ase O(N -log N).
Zopakujme si tedy néktera tvrzeni, ktera pro konvexni obal plati:
e Nejlevéjsi a nejpravéjsi bod (nejmensi a nejvétsi soufadnice x) lezi na
hrané obalu.

e Hrany u v8ech vrchold sviraji vnitini thel mensi (nebo roven) 180°.

Konvexni obal mtzeme rozdélit na horni a dolni ¢ast, zacatkem obou casti
bude nejlevéjsi bod, koncem pak nejpravéjsi. Jesté se pozastavme nad piipadem, ze
nejlevéjsich (resp. nejpravéjsich bodi) je vice — piikladem je obdélnik rovnobézny
s osami. Zakazme si tedy pfitomnost svislych hran v konvexnim obalu, protoze se
vyskytuji pouze na levém a pravém okraji.

Za zacGatek horni resp. dolni ¢asti obalu (fikejme jim poloobaly) zvolime nej-
hotejsi resp. nejspodnéjsi z nejlevéjsich boda. Analogicky budeme postupovat pro
konce téchto poloobalti. V piipadé obdélniku bude hornim poloobalem pouze jeho
horni strana rovnobézna s osou x, dolnim poloobalem pak spodni strana rovnobézna
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s osou x. Ptate se: kam se podély strany rovnobézné s osou y? Tyto ,,opomenuté*
svislé hrany jsou vzdy spojnici zacatkt resp. koncti horniho a dolniho poloobalu.
Casto se stane, Ze zacatky téchto poloobalt splyvaji, délka této spojnice je potom
nulova.

Kdybychom konvexni obal po¢itali jen jednou pro pevné zadanou mnozinu bo-
dd, nejprve bychom si body set¥idili zleva doprava a postupné jimi doplnovali horni
a dolni poloobal. Fundamentalni ¢asti bézného algoritmu je feSeni momentu, kdy
jsme pridanim nového bodu do poloobalu zpitsobili, ze nas predchiidce svira vniti-
ni thel vétsi nez 180°. Tohoto predchiidce z poloobalu odebereme a tuto kontrolu
zopakujeme na svém novém levém predchidci. Takto mizeme klidné odebrat skoro
vSechny body, az kromé prvniho, nejlevéjsiho.

My nahlédneme, Ze z tohoto postupu lze snadno vyjit. Po pfidani nového bodu
poopravime dany poloobal jak smérem vlevo tak vpravo.

Zaméfme se na tuto otdzku: Mame hotovy konvexni obal (tedy oba poloobaly)
a snazime se pridat jeden bod. Pokud je pfidany bod uvniti obalu, neni co fesit.
Pokud je vné, budeme muset obal o tento bod doplnit. Dokonce lze s jistotou fici,
ze bude jednim z vrcholi nového konvexniho obalu.

Predpokladejme tedy, ze novy bod lezi nad hornim poloobalem; pro spodni
poloobal budeme postupovat symetricky. Protoze body na poloobalu jdou za sebou
presné podle poradi svych z-ovych souradnic, podivame se nejprve, mezi které dva
body poloobalu se novy bod zacleni. Zatim predpokladejme, Ze novy bod neni ani
nejlevéjsim ani nejpravéjsim bodem ze vsech, které budou v hornim poloobalu. Pfi-
danim nového bodu do posloupnosti bodi na hornim poloobalu se mohly stat dveé
véci: bud vSechny vrcholy sviraji vnitini Ghel mensi (nebo roven) 180° a vSechno je
v poradku, nebo se tento predpoklad u nékterého bodu porusil. Jediné dva body,
u kterych mize byt nyni thel vétsi nez 180°, je pfimy predchidce (levy soused) a pii-
my naslednik (pravy soused) naSeho nového bodu. Co se tyka levého piredchudce,
napravu této chyby uz zname z predchoziho algoritmu — budeme prosté své primé
predchtidce zahazovat tak dlouho, dokud bude jejich vnitini tthel neptfipustny. Pro
pravého souseda budeme postupovat analogicky.

Snadno se dovtipime, Ze pokud bude levy i pravy soused po aplikaci tohoto
postupu svirat spravny tthel, médme poloobal korektné doplnény o novy bod. Noveé
pfridany bod totiz z principu nemiize svirat nepfipustny thel a u ostatnich bodi se
nic nezménilo. Pri kazdém pridani, resp. odebrani vrcholu si sta¢i pouze prubézné
ukladat, o kolik se zménil obvod konvexniho poloobalu.

Pokud byl nové pridany bod nejlevéjsi resp. nejpravéjsi, mizeme prosté vyne-
chat kontrolu vnitfniho thlu pro odpovidajici (neexistujici) sousedy. Jenom méjme
na paméti, ze jsme si zakazali svislé hrany v poloobalu, takze pokud napiiklad novy
nejlevéjsi bod ma stejnou souradnici  jako levy zacatek horniho poloobalu a pritom
nelezi vyse, bez obav ho zahodime.

Nyni se podivejme, jak tento algoritmus implementovat. Pfedné potiebujeme
umeét rychle najit své levé a pravé sousedy podle souradnice x, dale pak chceme
umét rychle odebirat a pridavat body. Pole nebo seznam zfejmé nejsou dobrou vol-
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bou. Naopak binarni vyhledavaci strom nam plné vyhovuje. Budeme si tedy kazdy
z polooballi udrzovat v jednom takovém vyhledavacim stromé (mizeme zvolit AVL,
Cerveno-¢erny, ... zalezi pouze na ¢asové slozitosti jeho operaci).

Abychom nemuseli pro horni poloobal zkoumat, co lezi nad nim, a naopak
pro dolni poloobal, co lezi pod nim, provedeme jednoduchy trik. Dolni poloobal si
otoc¢ime podle osy = a jednoduSe s nim budeme pracovat identicky jako s hornim.

Jesté jedna technickd pozndmka: svislé hrany jsme si zakazali pravé proto,
aby ndm nedé€laly problémy pfi uspofddani bodl ve stromé. Vsimnéme si totiz,
ze nejlevéjsi body by se musely tfidit vzestupné podle y, naopak nejpravéjsi body
sestupné.

Cely algoritmus tedy funguje takto:

Na pocatku si vezmeme prvni bod a vytvorime z ného oba konvexni poloobaly,
le¢ degenerované. (Po pfidani druhého bodu budou oba poloobaly totoZné tisecky, ale
ani to ndm nevadi.) Pak pouze pfiddvame bod po bodu a doplitujeme tyto poloobaly
podle potieby. Pritom se divame, jak se méni obvod celého obalu. Je uz jen trividlnim
krokem, ze pro body zadané na pocatku vypiSeme celkovy obvod konvexniho obalu
a pro nasledujicich M bodu vypisujeme pouze zménu obvodu. Technickou drobnosti
je, ze pritom musime kalkulovat se svislymi spojnicemi zac¢atkt a konct horniho a
dolniho poloobalu.

Jak efektivni nas algoritmus bude?

Kazdému z N + M bodt vhodné natctujeme kroky vypoctu a uvidime, ze vy-
sledek je prekvapivé uspokojivy. Vlozeni nového bodu naic¢tujeme pravé jemu, tedy
odhadem O(log(N + M)). Kontrolu vnitiniho tihlu, kterd dopadla dobfe, a nalezeni
sousedti téchto sousedt, pro které kontrola dopadla dobfe, rovnéz napocitame nové
vklddanému bodu — O(log(N + M)). Naopak neuspésnou kontrolu a nésledné ode-
brani odpovidajiciho bodu natctujeme odebiranému bodu — O(log(N + M)). Kazda
operace je zauctovana, zaroven kazdy bod je pfidan a odebran maximalné jednou.
Tedy souctem pies vSechny body dostdvame O((N + M) -log(N + M)). Zajimavé je,
ze stejnou slozitost ma i zminény standardni algoritmus pro konvexni obal, pokud
bychom ho spustili pouze na konci na vsechny body dohromady.

Pamétova efektivita je rovnéz O(N + M), protoZe pro kazdy poloobal si drzime
jeden vyhledavaci strom, ktery mize v nejhorsim pripadé obsahovat vSechny body
(pFesnéji toto muze nastat leda pro oba stromy v souctu, ale pro horni odhad nam
to staci).

Vzorové feSeni je naprogramovano v jazyce C++, kde jsme si uSetfili implemen-
taci vyhledavacich stromt pouzitim typu set z STL.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <set>

using namespace std;
struct Point {

double x;



double y;

// pfeklopeni podle osy x
Point flip() const

{
Point pt;
pt.x = x;
pt.y = -V;
return pt;
¥

// vzdy chceme t¥idit horizontalné& podle x, dale podle y
bool operator< (const Point& pt) const

{
return x < pt.x || (x == pt.x & y < pt.y);
}
double distanceTo(const Point& p) const
{
return sqrt((x - p.x) * (x - p.x) + (y - p.y) * (y - p-y));
}

s
typedef set<Point> PointMap; // uspofadand mnoZina bodu

Point scanpt()
{
Point pt;
double x, y;
scanf ("%1f %1f\n", &x, &y);
pt.x = Xx;
pt.y =¥;
return pt;

}

// Je smérnice (a -> p) v&t3i nez (a -> b) 7
bool Above(Point p, Point a, Point b)

{
return (p.y - a.y) * (b.x - a.x) > (b.y - a.y) * (p.x - a.x);
}
double AddPoint(PointMap& envelope, Point pt)
{

PointMap: :iterator rightNeighbour = envelope.lower_bound(pt);
PointMap: :iterator insertPoint = envelope.end();
double delta = 0;

if (rightNeighbour == envelope.end()) // novy pravy okraj?
{
PointMap: :iterator leftNeighbour = envelope.end();
leftNeighbour--;
delta = leftNeighbour->distanceTo(pt);

insertPoint = envelope.insert(pt).first;
} else
if (rightNeighbour == envelope.begin()) // novy levj okraj?
{

if (rightNeighbour->x == pt.x)



// tzn. tento bod je pfimo pod pivodnim levym okrajem
return 0; // zahodim ho

delta = envelope.begin()->distanceTo(pt);
insertPoint = envelope.insert(pt).first;

}
else
{
PointMap::iterator leftNeighbour(rightNeighbour);
leftNeighbour--;
if (Above(pt, *leftNeighbour, *rightNeighbour))
{
// aha, bod nepat¥i dovnit¥, takZe zvé&tSime obal
delta = leftNeighbour->distanceTo(pt) + pt.distanceTo(*rightNeighbour)
- leftNeighbour->distanceTo (*rightNeighbour) ;
insertPoint = envelope.insert(pt).first;
}
}
if (insertPoint != envelope.end())
{
// Kontrola obalky smérem vlevo
if (insertPoint != envelope.begin())
{
PointMap::iterator prev = insertPoint;
prev--;
while(prev != envelope.begin())
{

PointMap::iterator pprev = prev;
pprev--;
// body jsou za sebou v tomto pofadi: pprev -> prev -> insertPoint

if (!Above (*prev, *pprev, *insertPoint))

{
delta -= pprev->distanceTo(*prev)
+ prev->distanceTo (*insertPoint)
- pprev->distanceTo (*insertPoint) ;
envelope.erase(prev) ;
insertPoint = envelope.find(pt);
prev = insertPoint;
prev--; // tj. vlastné pprev se stane pfedchiidcem insertPointu
} else
break; // dal uZ je to v pofadku
}
}
if (insertPoint != --envelope.end())
{
PointMap::iterator next = insertPoint;
next++;
while(next != --envelope.end())
{

PointMap::iterator nnext = next;
nnext++;

// body jsou za sebou v tomto pofadi: insertPoint -> next -> nnext

if ('Above (*next, *insertPoint, *nnext))

{



delta -= insertPoint->distanceTo(*next)
+ next->distanceTo (*nnext)
- insertPoint->distanceTo (*nnext) ;
envelope.erase(next) ;
insertPoint = envelope.find(pt);
next = insertPoint;
next++; // tj. vlastné nnext se stane nédslednikem insertPointu
} else
break; // dal uZ je to v pofadku

}
+
}
return delta;
}
double EndsDistance(PointMap& upper, PointMap& lower)
{
PointMap: :iterator lowerEnd = lower.end(), upperEnd = upper.end();
lowerEnd--;
upperEnd--;
return upper.begin()->distanceTo(lower.begin()->f1lip())
+ upperEnd->distanceTo(lowerEnd->flip());
1
int main()
{

int m, n;
PointMap upper, lower; // upravovatelnd horni a dolni obdlka mnoZiny bodu
scanf ("%d\n", &n);

Point pt = scanpt();
upper . insert(pt) ;
lower.insert(pt.flip());

double sum = 0, delta = 0;

for(int i = 1; i < n; i++)

{
pt = scanpt();
delta = -EndsDistance(upper, lower);
delta += AddPoint(upper, pt);
delta += AddPoint(lower, pt.flip()); // body
delta += EndsDistance(upper, lower);
sum += delta;
}

printf ("%.5f\n", sum);
scanf ("%d", &m);
for(int i = 0; i < m; i++)

{
pt = scanpt();

delta = -EndsDistance(upper, lower);
delta += AddPoint (upper, pt);
delta += AddPoint(lower, pt.flip());



delta += EndsDistance(upper, lower);

printf("%.5f\n", delta);
¥

return 0;

P-11-3 Mazoretky

Poradi nasledujici den

Necht potadi mazoretek na vstupu je (ay,...,an). Pokud a; > --- > ap, pak
poradi odpovida poslednimu dni v roce a nasledujici den budou mazoretky pocho-
dovat v pofadi (1,..., N). Pfedpokladejme nyni, Ze pofadi neodpovida poslednimu
dni v roce, a zamysleme se, jak vypadaji poradi v jeho zbylych dnech.

Uvazme nyni dvé poradi (b1,...,bx) a (b],... b)), kterd se v témze roce objevi
pozd&ji. Ozna¢me ¢ nejmensi index s a; # b; a i’ nejmensi index s a; # bj. Pokud
i <, pak a; = b; < b; a tedy mazoretky v poradi (b}, ...,bY\) pochoduji diive, nez
v potradi (by,...,by). Pro pofadi maZoretek néasledujici hned po (ai,...,an) proto
plati, Ze mezi vSemi pofadimi, kterd nasleduji v aktualnim roce po tomto poradi,
mé s poradim (ay,...,an) nejdelsi po¢atecni tisek.

Zamérme se na to, jak takovy usek nalézt. Pokud pro néjaké i plati, ze se mezi
Cisly ajya,...,an vyskytuje ¢islo vétsi nez a;41, pak existuje poradi, které nasleduje
po (a1,...,an) a mé s timto pofadim spoleény pocéatecéni tisek délky i. Musime tedy
najit nejmensi index ¢ takovy, ze a;4+1 > -+ > an.

Pokud takovy index i nalezneme, pak a; nahradime nejmensim c¢islem mezi
Giy1,--.,0N, Které je vétsi nez a;, a nasledujici ¢isla sefadime podle velikosti od
nejmensiho.

Popsany algoritmus 1ze implementovat v linearnim case, a to nasledovné. Od
konce zadané posloupnosti nalezneme nejmensi index ¢ takovy, ze a;41 > -+ > an.
Pokud jei = 0, pak a; > --- > an a vypiSeme posloupnost 1, ..., N. Predpokladejme
tedy, ze ¢ neni nula. Mezi ¢isly a;41,...,an nalezneme nejmensi ¢islo vétsi nez q;
(takové existuje, nebot a;y1 > a;) a prohodime ho s a;. PovS§imnéme si, ze usek
posloupnosti po a; je stale sestupné sefazen. Stac¢i ho tedy nyni jen zrcadlové otocit
a vysledné poradi vypsat.

void dalsi_permutace(vector<int> &A)
{
int x = A.size() - 2;
while (x >= 0 && A[x] >= A[x+1])
x==;
if (x >= 0) // Neni to pfipad posledni -> prvni
{
int y = A.size() - 1;
while (Al[y] <= A[x])
Yy
swap(A[x], Alyl); // Prohodime
}



reverse(A.begin()+x+1, A.end()); // Oto&ime
}

Poradi za pul roku

Opét oznaéme (a,...,ayn) pofadi zadané na vstupu. VyfeSme nejdiive tlohu
pro suda N. Pocet pofadi se shodnym prvnim éislem je (N — 1)!. Pokud a1 < N/2,
pak hledané pofadi za¢ina ¢islem by = a1 + N/2; pokud a1 > N/2, pak za¢ina ¢islem
b1 = a1 — N/2. A pokud je mezi pofadimi, ktera za¢inaji a1, pofadi (aq,...,an) k-té,
pak hledame k-té poradi, které zacina b;. Takové ale snadno nalezneme — pokud a;,
2 <i < N, je ¢-ty nejmensi prvek mezi {1,..., N} \ {a1}, pak b; bude /-ty nejmensi
prvek mezi {1,..., N} \ {b1}.

Jestlize tedy a1 < N/2, pak potadi (by,...,by) za pil roku bude

a1+ N/2 pokudi=1,
bi=<a;—1 pokud a1 < a; < a; + N/2,
a; jinak.
Analogicky vzorec plati, jestlize a; > N/2.

Pro lichd N je situace komplikovangjsi. Potfebujeme uréit pofadi za N!/2 dni.
Nejdfive uréime potadi za | N/2] (N — 1)! dni stejné jako v pfipadé, kdy N bylo sudé
(misto N/2 k ay pFi¢teme | N/2] a pfipadné odeéteme N).

Nyni potifebujeme uréit pofadi za dalsich N!/2 — |[N/2](N —1)! = (N —1)!/2
dni. Tento posun vsSak ovliviiuje poslednich N — 1 mazoretek a protoze N — 1 je
sudé cislo, mizeme pouzit postup pro sudé N. Musime vSak byt opatrni, pokud je
hodnota ag velkd — béhem (N — 1)!/2 dni nastane (jedna) zména i na prvni pozici.
Napiiklad kdyz N = 5 a (aq,...,a5) = (1,4,2,5,3), pak potadi za | N/2](N — 1)!
dni je (3,4,1,5,2) a za dalsich (N — 1)!/2 dni je pak (4,1, 2,5, 3). Tomuto problému
se vSak mtzeme vyhnout tak, Ze pokud as je velké, pak k a; na zacatku pfi¢teme
[N/2] a k ziskanému pofadi budeme hledat to o (N — 1)!/2 dni d¥ive.

Implementace vyse uvedeného Feseni s linedrni ¢asovou a pamétovou slozitosti
je pfimocara a kéd programu nasleduje.

int cyklicky(int x, int N)
{ if (x>N) return x-N; return x; }

void prejmenuj(vector<int> &A, int stare, int nove)

{
for (int n=1; n < int(A.size()); n++)
{
if (stare < nove && A[n] > stare && A[n] <= nove)
Aln]--;
if (stare > nove && A[n] >= nove && A[n] < stare)
Aln]++;
}
}
void opacna_permutace(vector<int> &A)
{

int N = A.size();
int old = A[0];
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A[0] = cyklicky(A[0] + N/2, N);
prejmenuj (A, old, A[0]);
if (N% 2 ==0)
return;
int velke = (N+1)/2 + (A[0] <= N/2);
if (A[1] >= velke)
{
old = A[0];
A[0] = cyklicky(A[0] + 1, N);
prejmenuj (A, old, A[0]);

prejmenuj(A, A[0], N);
vector<int> B(A.begin()+1, A.end());
opacna_permutace (B) ;
for (int n=1; n<N; n++)
A[n]=B[n-1];
prejmenuj (A, N, A[0]);

P-II-4 Grafovy poéita¢ na kliku

a) Pokusime se opét o konstrukci zdvojovanim grafu. Z uplného grafu (neboli
kliky) velikosti n/2 budeme vytvéaret kliku velikosti n, takze od trividlni kliky do-
spéjeme k té pozadované za O(logn) kroki, z nichZ kazdy bude trvat konstantné
dlouho.

Nejdrive predpokladejme, Ze n je mocninou dvojky. Budeme vyrabét kliky spe-
cidlniho druhu, totiz takové, Ze n/2 vrchol bude oznaéeno znackou i a zbylych n/2
znackou j pro néjaké ¢ # j. Takovym grafiim budeme fikat G, (i,7). VSimnéte si,
7e z Gy (i,j) umime operaci ReplaceV vytvofit G, (i, j') pro libovolné i, j'. Nyni
ukézeme, jak z G, (1,2) vyrobit Ga,(1,2):

e Nejprve provedeme Join grafi G, (1,2) a G,(3,4). Tim vznikne graf se
2n vrcholy rozdé€leny na 4 stejné velké ¢asti se znackami 1, 2, 3, 4. Uvnitt
kazdé ¢asti jsou vrcholy spojené kazdy s kazdym. Stejné tak kazdy vrchol
v Casti 1 s kazdym v ¢asti 2 a podobné mezi ¢astmi 3 a 4. Neni to ovSem
klika, protoze mezi zbyvajicimi dvojicemi ¢asti hrany chybi.

® Joinem pfedchoziho grafus G, (1,3) doplnime vSechny hrany mezi ¢astmi
1 a 3. (Kazdy vrchol grafu G,(1,3) bude ztotoznén s néjakym vrcholem
predchoziho grafu, takze pfibudou pouze hrany.)

e Podobné provedenim Joini s grafy G,,(1,4), Gr(2,3) a G1,(2,4) doplnime
vSechny zbyvajici hrany.

® Jiz mame uplny graf. Pomoci Replace tedy piejmenujeme znacku 3 na 1
a 4 na 2 a ziskdme kyzeny Ga,(1,2).

To dava pfimocary rekurzivni algoritmus s ¢asovou slozitosti O(logn).

Zbyva tento postup upravit, aby fungoval, i kdyZ n neni mocninou dvojky.
Lich4 n jsou problematickd, protoze pro né nedava smysl ani definice G,, (4, j), a tak
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je jesté na chvili odlozme. Pro suda n definice funguje, ale rekurze se bude ptat
po grafu na n/2 vrcholech, coz uz mtze byt liché ¢islo.

Pouzijeme proto maly trik: Vzdy zaokrouhlime n na nejblizsi vyssi nasobek ctyt
(fikejme mu n’), sestrojime G,/ (1,2) a pak smazeme nejvyse 3 piebyteéné vrcholy.
Tehdy se rekurze bude odvolavat na grafy velikosti n’/2, coz je jisté sudé. Konstrukce
funguje, zbyva nahlédnout, Ze jsme nepokazili ¢asovou sloZitost.

Piedev§im: Nemtze se algoritmus zacyklit? Je skuteéné pravda, ze n'/2 < n?
Vzdy plati, ze n’ < n + 3, takZe staci ukazat, ze (n + 3)/2 < n. Kdykoliv n > 3,
tato nerovnost plati; n = 3 nés nezajim4, nebof je liché. Rekurzi tedy zastavime
nan = 2.

Podobné ukézeme, ze pron > 6 je n'/2 < (n+3)/2 < 3/4-n. Prvni rekurzivni
volani tedy probéhne pro graf velikosti nejvyse 3/4-n, dalsi pro (3/4)%-n, atd., az po
O(log n) krocich graf zmensime na méné nez 6 vrchold, pro které uz kliku sestrojime
v konstantnim c¢ase. Cely algoritmus ma tudiz logaritmickou ¢asovou slozitost.

Nakonec si vS§imneme, Ze spustime-li algoritmus pro liché n, chova se presné
tak, jako by sestrojil kliku na n + 1 vrcholech (coZ uz je sudé) a pak jeden z vrcholt
smazal. Tyto piipady tedy nemusime zvI4st oSetfovat.

Naésledujici program pracuje presné podle uvedeného algoritmu.

function klika(n: Integer): Graph; { Sestroji graf Gn(1,2) }

var e, f, g, h: Graph;
nn: Integer;

begin
if n=2 then begin { OSetfime trivialni p#ipad }
g := EmptyG;
Adav(g, 1);
AddV (g, 2);
AddE(g, 1, 2, undef);
klika := g;
exit;
end;
nn := n; { Zaokrouhlime na nasobek 4 }
while nn mod 4 <> 0 do inc(nn);
g := klika(nn div 2); { 6n(1,2) }
h :=g;
e = g;
ReplaceV(h, 1, 3);
ReplaceV(h, 2, 4); {h =Gn(3,4) }
g := Join(g, h, none, none);
f := e; ReplaceV(f, 2, 3); {f =Gn(1,3) }
g := Join(g, f, value, any);
f := e; ReplaceV(f, 2, 4); {f =Gn(1,4) }
g := Join(g, f, value, any);
f := e; ReplaceV(f, 1, 3); {f =a6n(2,3) }
g := Join(g, f, value, any);
f := e; ReplaceV(f, 1, 4); {f =Gn(2,4) }
g := Join(g, f, value, any);
ReplaceV(g, 3, 1);
ReplaceV(g, 4, 2);
while nn > n do begin { SmaZeme pFfebyteiné vrcholy }
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DelV(g, nn);
dec(nn);
end;
klika := g;
end;

b) Pro libovolné k umime ovéftit, zda zadany graf obsahuje kliku na k vrcholech:
predchozim algoritmem takovou kliku sestrojime a pouzijeme operaci Find. Stacilo
by tedy postupné zkouset k£ = 1,...,n, ale rychleji to ptjde binarnim vyhledavanim.

Piedpokladejme, ze se hledand klikovost nachazi v néjakém intervalu (a,b).
(Na zacatku zvolime a = 1, b = n.) Ovéfime, zda se v grafu nachdzi klika velikosti
yuprostied intervalu®, tedy o k = [(a +b)/2] vrcholech. Pokud ne, vime, Ze hledana
klikovost lezi v intervalu (a, k — 1). Pokud ano, lezi v (k,b). Tim jsme hledéni omezili
na zhruba polovi¢ni interval, takze po zhruba logaritmickém poctu krok® dospéjeme
k intervalu jednotkové velikosti a klikovost nalezneme.

Béhem jednoho kroku pfitom strdvime ¢as O(logn) konstrukei kliky, takze
celkové Gasova slozitost algoritmu &ini O(log? n).

Nez predvedeme program, méli bychom jesté uvést na pravou miru ono ,,zhru-
ba polovi¢ni* v odhadu slozitosti a spocitat kroky exaktnéji. Oznacme ¢ velikost
aktudlniho intervalu, tedy ¢ = b — a + 1. KaZzdy z podintervali potom bude mit
nejvyse ¢/ = [¢/2] prvki, coz mizeme shora odhadnout vyrazem (¢ + 3)/2 a pouzit
tytéz nerovnosti jako v podiloze a). Jen musime rozmyslet pfipady s £ < 3: Pro
£ =1 se ihned zastavime. KdyzZ je ¢ = 2, oba podintervaly maji velikost 1 a také se
zastavime. PTi ¢ = 3 nés zachrani, ze stied intervalu zaokrouhlujeme nahoru, takze
oba podintervaly budou mit velikost nejvyse 2.

function klikovost(var g: Graph): Integer;
var a, b, k: Integer;
h, w : Graph;

begin
a :=1; { Pocateéni interval }
b := CountV(g);
while a < b do begin { Binarné hledame }
k := (a+b+1) div 2; { St¥ed intervalu }
h := klika(k); { Existuje takova klika? }
w := Find(g, h, IM_any, IM_any);
if CountV(w)=0 then { Ne }
b := k-1
else { Ano }
a := k;
end;
klikovost := a;
end;

Toto feseni ovSem neni optimalni. Ukazeme, Ze testovanou kliku neni potieba
vytvafet pokazdé od zakladu, takze algoritmus mtzeme zrychlit na O(logn).

Nejprve si vS§imneme, Ze jednoduchou tpravou funkce klika miZeme v Case
O(logn) sestrojit kliky vsech velikosti 1,2,4,8,...,2% kde k je nejmensi mocnina
dvojky vétsi nez n.
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var kliky: array [0..MaxLogl of Graph;
pocet_klik: Integer;

procedure vyrob_kliky(limit: Integer);
var e, f, g, h: Graph;
begin

kliky[0] := EmptyG;

AddV (kliky[0], 1);

kliky[1] := EmptyG;
Adav (xliky[1], 1);
Adav (xliky[1], 2);
AddE (kliky[1], 1, 2, undef);

pocet_klik := 1;
repeat
{ Indukéni krok stejny jako v pfedchozim FeSeni }
g := kliky[pocet_klik];
h :=g;
e = g;
ReplaceV(h, 1, 3);
ReplaceV(h, 2, 4);
:= Join(g, h, none, none);
:= e; ReplaceV(f, 2, 3);
:= Join(g, f, value, any);
:= e; ReplaceV(f, 2, 4);
Join(g, f, value, any);
:= e; ReplaceV(f, 1, 3);
:= Join(g, f, value, any);
:= e; ReplaceV(f, 1, 4);
g := Join(g, f, value, any);
ReplaceV(g, 3, 1);
ReplaceV(g, 4, 2);
inc(pocet_klik) ;
kliky[pocet_klik] := g;
until CountV(g) > limit;
end;

Fh 0O Fh 03 b 03 b 0Q
i

Druh4 dilezitd ingredience bude ,odecteni“ dvou klik: pokud méme kliky K,
a K, velikostip a ¢ (p > ¢), mizZeme z nich v konstantnim ¢ase vyrobit kliku na p—g
vrcholech takto: VSechny vrcholy kliky K, opatfime znackou 1, vSechny vrcholy K|,
znackou 2. Nyni provedeme Join(K,, K, any, any) — tim vznikne klika velikosti p,
ve které bude mit g vrcholu znacku 2 a zbylych p — g vrcholu znac¢ku 1. Operaci
Common pak najdeme nejvétsi spoleény podgraf tohoto grafu s klikou K, coz je
hledana klika K,_,.

function odecti_kliky(kp, kq: Graph): Graph;
var g: Graph;
begin

SetAllV(kp, 1);

SetAllV(kq, 2);

g := Join(kq, kp, any, any);

odecti_kliky := Common(g, kp, value, any);
end;
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Nyni upravime hleddni ptlenim intervalu tak, aby v kazdém kroku pracovalo
s intervalem velikosti néjaké mocniny dvojky. Zac¢neme intervalem <O7 2’“), v ném se
feSeni urcité nachazi. V kazdém dalsim kroku pak feSeni lezi v néjakém intervalu
<a, a+ 2i). Vzdy zjistime, zda se v grafu naléza klika velikosti ¢ = a + 2'~1. Po-
kud ano, pfesuneme se do intervalu <t, a+ 2i) = <t,t + 2i*1). V opaéném piipadé
omezime hleddni na interval (a,t) = (a,a + 271).

Budeme-li si prabézné udrzovat kliku velikosti a + 2¢, mézeme z ni vzdy ode-
¢tenim kliky na 27! vrcholech sestrojit kliku velikosti ¢, takze jeden krok ptileni
provedeme v konstantnim ¢ase. Celkem tedy stravime ¢as O(logn) predvypoctem
klik a O(log n) pilicimi kroky.

function klikovost(g: Graph): Integer;
var a, k: Integer;
bk, t, w: Graph;
begin
vyrob_kliky (CountV(g)); { Ptiprav kliky }
{
V kaZdém prichodu cyklem bude platit:
- feseni je v intervalu <a,b), kde b=a+2"k
- bk je klika velikosti b

= 0;
pocet_klik;
bk := kliky[k];
while k > 0 do begin

wopow

dec(k);
t := odecti_kliky(bk, kliky[k]); { t je klika velikosti a+27(k-1) }
w := Find(g, t, any, any); { nachazi se v grafu g? }
if CountV(w) <> O then

a := CountV(t) { ano -> interval <a+2~(k-1),b) }
else

bk := t; { ne -> interval <a,a+2"(k-1)) }
end;

klikovost := a;

end;

Na zavér jesté dodejme, ze pamétovou naroénost O(logn) bychom jesté mohli
snizit na O(1) tim, Ze bychom misto mocnin dvojky pouzivali Fibonacciho ¢isla
(Fo=1,F1 =1, F49 = F,41+ F,) apracovali s intervaly tvaru (a,a + F;). Jelikoz
¢isla F), rostou fadové exponencialné rychle (indukci snadno dokazeme, ze F,, > on/2
pro n > 6), bude krokt vyhleddvani naddle O(logn). A jelikoz F, 4o — F41 = Fp,
mizeme se po posloupnosti klik velikosti Fibonacciho ¢isel pohybovat tam i zpét
v konstantnim ¢ase, aniz bychom si jich museli vSech ©(logn) pamatovat.
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