60. ro¢nik Matematické olympiady — 2010/2011

Resend ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Indiana a poklad

Nejjednodusi feseni je nasledujici — budeme si udrzovat setiidénou posloupnost
poslednich K prvki a vzdy vypiSeme prostiedni. To udélame snadno tak, Ze si bu-
deme navic pamatovat K poslednich nac¢tenych prvki. Potom miZeme ze setfidéné
mnoziny vypustit K-ty nejstarsi prvek, ktery mame ulozeny, a zaroven do ni pfi-
dame nové nacteny prvek. Pokud budeme setfidénou mnozinu udrzovat naptiklad
pomoci pole a posloupnost poslednich K nactenych prvka pomoci fronty, tak zjevné
dosdhneme Gasové slozitosti O(NK), protoZe zatfidéni pfipadné odebréni prvku ze
setfidéného pole zvladneme v ¢ase O(K).

S tim bychom se ovSem neméli spokojit. Podivejme se na problém z trochu
jiné strany. Zkusme poslednich K ¢isel setfidit a rozdélit na | K/2] + 1 mensich éisel
a | K/2] cisel vétsich. Zjevné medidn potom ziskdme jako nejvétsi z mensich éisel.
Pridani dalsiho ¢isla pak vyfesime tak, Ze jim nahradime odebirané ¢islo a porovname
maximum z mensich (oznacme jej jako M a minimum z vétsich ¢isel V). Mohou
nastat dvé moznosti — M < V. Pak je vSe v poradku a poslednich K ¢isel mame
korektné rozdélenych na dveé ¢asti nebo M > V a pak mame problém. Pokusme se jej
vyresit tak, ze M a V odebereme ze své mnoziny a vlozime do té druhé. Ziskame tak
korektni rozdéleni? Je velmi dilezité si uvédomit, co se pfidanim dalsiho prvku mohlo
pokazit — do mnoziny vétsich ¢isel jsme pridali ¢islo pfili§ malé nebo analogicky pro
mensi ¢isla. Podstatné je, ze takové ¢islo bylo pouze jedno. Pokud jej pfemistime do
spravné mnoziny, tak vSechna ostatni ¢isla jiz jsou ve spravnych mnozinach a proto
vyse uvedend operace skutecné postacuje.

Trochu jind otazka je, zda jsme si pomohli. Pokud mnoziny implementujeme
pfimocate, tak nalezeni a nahrazeni starého prvku potrvd O(K) a stejné tak pro-
hozeni minima a maxima obou mnozin. Celkov4 slozitost bude tedy O(NK) a jsme
zdanlivé tam, kde o odstavec driv. Nicméné zdani klame a od vitézstvi nas déli jen
nékolik technickych trikti. Tim prvnim je, Ze hlavni operace, které od nami udrzova-
nych mnozin ¢isel pozadujeme je pfidani prvku a nalezeni minima a maxima. Na to
se skvéle hodi haldy (viz napf. na http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/18/cook3.html). Bo-
huzel odebirat z haldy jiny prvek nez z jejiho vrcholu neni zcela pfimocaré, protoze
bychom museli odebirany prvek nejprve najit, a tak musime trochu upravit algorit-
mus — nebudeme prvky z haldy odebirat hned. Vsimneme si, ze prvek, ktery v haldé
uz nema byt, ndm nevadi pokud neni v jejim vrcholu. Pokud se ale takovy prvek do
vrcholu dostane, tak uz jej umime snadno z haldy odstranit. Takze algoritmus jesté
upravime tak, ze pred porovnanim hodnot ve vrcholu hald zkontrolujeme, zda uz
nejsou prilis staré. Pokud ano tak je zahodime a zkusime to znovu. Abychom mohli
zjistovat, zda prvek je jesté aktuédlni, budeme si u néj muset pamatovat jeho index. Se
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prvku mizeme az fadové N-krat odebrat vrchol haldy, protoze bude prilis zastaraly
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a celkovd slozitost se tedy zda byti O(N?log N) (odebrani vrcholku haldy trvé ¢as
O(log velikosti haldy) a v haldé muze byt az O(N) prvki). Pti bliz§im zkouméni ale
zjistime, ze néco takového se nemuze stavat prilis casto. Uvédomime-li si, ze kazdy
prvek je do haldy pfidan jen jednou a vytrazen kvtli stari také jen jednou, zjistime,
Ze celkovy pocet takovych vyfazeni je N a tedy i celkova sloZitost je O(N log N).
Ti z vas co se nyni s jasotem vrhaji ke klavesnicim, aby si to zkusili naprogramovat
pozéddam o chvilku strpeni, protoze si ukazeme jesté jedno vylepsSeni.

Asi kazdého z vas napadlo, Ze problém je v haldach obsahujicich mnoho ne-
zajimavych prvki. Pokud bychom se jich uméli rozumné zbavit, dokazali bychom
omezit velikost hald na K. Jak na to? Pokud si nékde bokem budem pro kazdy
prvek pamatovat jeho pozici v haldé, neni problém ho smazat. Toto je spiSe pracné
nez zajimavé, protoze pri libovolném pohybu prvku v haldé je potieba tyto pozice
aktualizovat. Pokud zname pozici vypousténého prvku v haldé, mizeme ho nahra-
dit pfidavanym prvkem. Nakonec je potfeba opravit jeho pozici, coz znamena ho
zabublat hloubé&ji nebo naopak vybublat vyse dle potfeby — to ovSem zvladneme
v O(log velikosti haldy). No a protoZe touto tpravou jsme velikost haldy omezili na
maximélné K, tak vysledna slozitost bude O(N log K). Pamétf potfebujeme pouze
na udrzeni hald coz je O(K), protoze zapamatovani si maximélniho medidnu jakoz
i dalsi pomocné proménné ndm spotiebuje pouze konstantni mnozstvi pameéti.

program indiana;

const
MAXK = 100000;

type
{ Datovy typ pro haldu }
THalda = record
pole : array[ 1..MAXK div 2 + 1 ] of record
hodnota : longint;
id : longint; { Index do odpovidajici polozky v poli TIndexy }
end;
pocet : longint;
end;

{ Kazdy prvek si pamatuje index ve své haldé }
TIndexy = array [ 1..MAXK ] of record

index : longint;

halda : (horni, dolni);
end;

procedure Vymen(var a,b : longint);
var
x : longint;
begin
x:=a;
a:=b;
b:=x;
end;

{ Opravi podstrom v haldé& }
procedure Dolu(var halda : THalda; pozice : longint; var indexy : TIndexy);



var

potomek : longint;
pokracovat : boolean;
begin

with halda do begin
pokracovat:= (2<=pocet) and (2*pozice<=pocet);

while Pokracovat do begin
potomek:=2%pozice;

if potomek < pocet then
if pole[potomek+1].hodnota < pole[potomek].hodnota then
potomek:=potomek+1;

if polel[pozice].hodnota > pole[potomek].hodnota then begin
Vymen (pole[pozice] .hodnota, pole[potomek].hodnota);
Vymen(pole[pozicel.id, pole[potomek].id);
Vymen (indexy [pole[pozice] .id].index, indexy[pole[potomek].id].index);

pozice:=potomek;
pokracovat :=2*pozice<=pocet
end else
pokracovat:=false
end;
end;
end;

{ Opravi cestu ke kofenu haldy }
procedure Nahoru(var halda : THalda; pozice : longint; var indexy : TIndexy);
var

otec : longint;
pokracovat : boolean;
begin

with halda do begin
pokracovat:=pozice>1;

while Pokracovat do begin
otec:=pozice div 2;
if polelpozice].hodnota < polel[otec].hodnota then begin
Vymen (pole[pozice] .hodnota, polel[otec].hodnota);
Vymen(pole[pozice] .id, polelotec].id);
Vymen (indexy [pole[pozice].id].index, indexy[polel[otec].id].index);
pozice:=otec;
pokracovat:=pozice>1
end else
pokracovat:=false;
end;
end;
end;

{ Zajisti, aby maximum v dolni haldé bylo men3Zi nebo rovno minimu v horni haldé }
procedure Vyvaz(var dHalda, hHalda : THalda; var indexy : TIndexy);
var
pomoc : longint;
begin
if (hHalda.pocet = 0) then exit;
while -dHalda.pole[1] .hodnota > hHalda.pole[1].hodnota do begin
indexy[dHalda.pole[1].id] .halda := horni;



indexy[hHalda.pole[1].id] .halda := dolni;
Vymen(dHalda.pole[1].id, hHalda.pole[1].id);

pomoc:=-dHalda.pole[1] .hodnota;
dHalda.pole[1] .hodnota := -hHalda.pole[1].hodnota;
hHalda.pole[1] .hodnota := pomoc;

Dolu(dHalda, 1, indexy);
Dolu(hHalda, 1, indexy);
end;
end;

{ Vrati aktualni medién }
function Median(var dHalda, hHalda : THalda; var indexy : TIndexy) : longint;
begin
{ Protoze novy prvek mohl prijit do jiné haldy, nez do té, do které ma patfit,
je nutné haldy vyvazit a teprve poté spoéitat medidn }
Vyvaz(dHalda, hHalda, indexy);
Median := -dHalda.pole[1].hodnota;
end;

var
N, K, dPocet, hPocet : longint;
i, j : longint;

{ Dolni halda obsahuje vZechna &isla negovand, takZe se chova jako maximilni,
horni halda se chova jako maximalni }
dHalda, hHalda : THalda;

{ Seznam indexu jednotlivjch prvku v haldé }
indexy : TIndexy;
zacatek : longint;
pomoc : longint;
maximum : longint;

begin
readln(N,K);
dPocet:=K div 2 + 1; { Dolni halda obsahuje vZdy o jeden prvek vic }
hPocet:=K div 2;

dHalda.pocet := dPocet;
for i:=1 to dPocet do begin

read(j);

dHalda.pole[i] .hodnota := -j;

dHalda.pole[i].id:=i;

indexy[i] .index := i;

indexy[i] .halda := dolni;
end;

hHalda.pocet := hPocet;

for i:=1 to hPocet do begin
read(hHalda.pole[i] .hodnota) ;
hHalda.pole[i] .id:=i+dPocet;
indexy[i+dPocet] .index := i;
indexy[i+dPocet] .halda := horni;

end;

{ Vystaveni obou hald }
for i:=dPocet div 2 downto 1 do



Dolu(dHalda, i, indexy);

for i:=hPocet div 2 downto 1 do
Dolu(hHalda, i, indexy);

zacatek := 1;

{ Prvni median poslouzi jako dolasné maximum }
maximum := Median(dHalda, hHalda, indexy);

for i:=K+1 to N do begin
read(j);

{ Nahrazeni nejstar3iho prvku z jeho haldy nejnové&jsim prvkem }
if indexyl[zacatek].halda = dolni then begin
dHalda.pole[indexy[zacatek] .index] .hodnota:=-j;
Nahoru(dHalda, indexy[zacatek].index, indexy);
Dolu(dHalda, indexy[zacatek].index, indexy);
end else begin
hHalda.pole[indexy[zacatek] .index] .hodnota:=j;
Nahoru(hHalda, indexy[zacatek].index, indexy);
Dolu(hHalda, indexy[zacatek].index, indexy);
end;

pomoc := Median(dHalda, hHalda, indexy);
if pomoc > maximum then

maximum := pomoc;
inc(zacatek) ;
if zacatek > K then
zacatek := 1;
end;
writeln(maximum) ;
end.

P-I-2 Poklad podruhé

Nejdfive trochu preformulujme zadani tlohy, aby byl dalsi vyklad srozumitel-
néjsi. Dlazdice chodby budeme dale nazjyvat policka a cilem bude spocitat, kolika
zpusoby 1ze pokryt chodbu dlazdicemi velikosti 1 x 2 tak, aby zadna dlazdice neleze-
la na zakazaném policku. Déale budeme predpokladat, ze chodba ma vzdy tfi radky
délky N policek a kazdy sloupecek mé pravé 3 policka.

Prvni myslenka, ktera kazdého jisté napadne, je jednoduse vygenerovat vSechny
moznosti jak chodbu vydlazdit a tyto moznosti jednoduse spocitat. Takovy algorit-
mus by vypadal napt. tak, Ze v jednom kroku vyzkousSime vSechny moznosti, jak
zcela pokryt napf. nejpravéjsi nepokryty sloupecek. Pro kazdou takovou moznost
rekurzivné spocitame, kolika zptsoby lze pokryt zbyvajici ¢ast chodby. Tato ¢ast je
uz ale o jeden sloupecek kratsi, takze se postupné dostaneme k chodbé s nulovou
délkou, u které je vysledek trivialni. Vysledky rekurzivnich volani funkce secteme a
soucet pak tvori vyslednou hodnotu.

Béhem pokryvani sloupecku si jenom musime dat pozor na to, abychom ne-
pokryli i zakdzané policko ve vedlejsim sloupecku. To je ale v tuto chvili jenom
implementacni detail.



Protoze vyska sloupecku je vzdy 3 policka, je poCet moznosti, jak jej zcela po-
kryt konstantné mnoho. Rozborem ptipadua zjistime, Ze pro libovolnou konfiguraci
sloupecku dokonce existuji nejvyse 3 moznosti. Kazdy krok tedy mize vygenerovat
nejvyse t¥i moznosti a Gasova slozitost tak bude nejvyse O(3%V). Slozitost je tedy
exponencialni. Snadno si ale vSimneme, zZe béhem vypoc¢tu mnohokrit volame re-
kurzivni funkci se stejnymi parametry. Pravé tato skute¢nost zptsobuje neefektivitu
algoritmu, nebot opakujeme stejny vypocet. V takovych situacich je vhodné pama-
tovat si v néjaké tabulce jiz ziskané vysledky volani funkce a pfi jejim zavolani se
nejdiive podivat do ni, jestli pozadovany vysledek jiz neni spocitany. Vypocet pus-
time jenom tehdy, pokud vysledek spocitany jesté neni. V opa¢ném pfipadé vratime
jako vysledek zapamatovanou hodnotu.

Protoze postupujeme systematicky a v jednom kroku vzdy pokryjeme jeden
cely sloupecek, je snadné takovou tabulku sestrojit. Kazda chodba, kterou se snazime
pokryt ma totiz specificky tvar. Prvni ¢ast je nepokrytd, nasleduje sloupecek, ktery
pokryvame a za ni je jiz chodba zcela pokrytd. Pocet moznosti nevydlazdéného
sloupecku je 23, takze potiebujeme tabulku N x 8 hodnot.

Na vypocet jedné hodnoty tabulky je potfeba konstantni ¢as, pokud mame spo-
¢itané vSechny hodnoty, na kterych aktudlni hodnota zavisi (zkousime maximélné 3
moznosti). Na vypocet téchto hodnot ale za stejnych podminek opét potfebujeme
konstantni ¢as. Spocitat, kolika zptusoby lze vydlazdit chodba, jejiz délka je nulo-
va, je mozné opét v konstantnim case, takze celkova ¢asova slozitost bude linearni
vzhledem k poc¢tu hodnot v tabulce a tento pocet je linearni vzhledem k N.

Tento algoritmus je témér u¢ebnicovou ukazkou algoritmu, ktery lze fesit pomo-
ci dynamického programovani. Pokud totiz méme rekurzivni algoritmus, u kterého
si lze pamatovat mezivysledky dil¢ich vypoctu, tak je mozné smér vypoctu obratit.
V tomto pripadé tak nebudeme postupné zprava zmensovat vydlazdénou chodbu,
ale zleva zvétsovat vydlazdénou chodbu.

V tabulce si tedy nebudeme pamatovat, kolika zptisoby lze vydlazdit zbytek
chodby, ale kolika zpusoby jsme dosahli takto vydldzdéné chodby (tato ¢isla jsou
hodnotové stejnd, jen se na né divdme z jiné strany).

Toto obraceni vypocétu mé velkou vyhodu v tom, Ze neni tfeba zadné rekur-
zivni funkce. Obecné je volani funkce ¢asové nirocna operace. Navic kazdé volani
spotiebuje urcité mnozstvi paméti na zasobniku programu a pokud je hloubka re-
kurze vysoké, miize potiebna pamét prekrocit velikost zasobniku a program skonéi
se znamou chybou , Stack overflow®. Navic i samotna implementace algoritmu byva
jednodussi.

Algoritmus je pak jednoduchy. Postupujeme zleva a v kazdém kroku zvétsime
velikost vydlazdéné plochy o jeden sloupecek. Do tabulky si pribézné zapisujeme
pocet zpusobt, kterymi lze vydlazdit chodbu, které konci aktualnim sloupeckem
(poditdme samoziejmé pro vSechny mozné konfigurace tohoto sloupecku).

Abychom nemuseli pracné rozebirat vSechny konfigurace sloupecku, které mo-
hou nastat, pfimo v kédu programu, vyuzijeme vlastnosti bitovych operatori AND a
OR. Sloupeéek zakédujeme pomoci tif bitt. Cislice 1 bude odpovidat poli¢ku, které
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pokryt nesmime, nebot je jiz pokryté dlazdici z vedlejsiho sloupecku nebo se jedna
o policko zakizané. Cislice 0 pak odpovidé policku, které je tieba pokryt. Téchto
kédii miize byt maximalné 23 = 8. Pro kazdy kéd si ruéné piedpocitdme vSechny
zpusoby, kterymi lze zcela zaplnit sloupecek a pro kazdy zpiisob si zapamatujeme
kéd, na kterych polickach budou dlazdice pre¢nivat do vedlejsiho sloupecku. Napf.
kéd 000 lze pokryt tfemi zptsoby. Prvni moznosti odpovida kéd 111 (tfi dlazdice lez
pod sebou nalezato a vSechny pieénivaji), 001 (prvni dlazdice je na stojato, posledni
je nalezato a pfeéniva) a 100 (pfesné opaéna situace). Na nasledujicim obrazku jsou
vidét moznosti i pro ostatni kédy. Prvni fadek obsahuje vSechny mozné konfigurace
sloupecku, fadky pod nim pak moznosti, kterymi jej mtzeme pokryt.

000 001 010 011 & 101 110 111
=
! .l: ! ! ! l ! !
111 110 101 100 .(E 010 001 000
100 .r%) %J
001 L

P1i vypoctu si spocitame kéd sloupecku K7, ktery chceme zaplnit, a kéd ved-
lejsiho sloupecku Ks. Nyni projdeme vSechny moznosti M; odpovidajici kédu K7 a
pokud M; AND K5 = 0, pak nenastala kolize precnivajici dlazdice se zakdzanym po-
lickem ve vedlejsim sloupecku, a vyraz M; OR K> je roven stavu vedlejsiho sloupecku
v nasledujicim kroku.

Dil¢i vysledky si postupné pamatujeme v pomocné tabulce. BEhem vypoctu si
ale staCi pamatovat pouze aktualni sloupec tabulky, ze kterého spocitame sloupec
pro pristi krok vypocétu. Proto je mozné uchovavat si pouze dva sloupce tabulky,
které postupné stiidame.

Protoze jsou vstupni soufadnice zakazanych policek setfidéné, neni nutné je
nacist rovnou vSechny, ale je mozné je nacitat béhem vypoctu tak, jak je zrovna
potfebujeme. Vyslednd pamétova slozitost je tedy konstantni a casova je linedrni
vzhledem k N.



program P_I_2;

const
{ protoZe moZnosti je riizn& mnoho a pole miZe obsahovat
pouze stejné dlouhé radky, je za posledni moZnosti
¢islo 8, které slouzi jako zarazka p¥i jejich prochézeni }
moznosti : array [0..7, 1..4] of integer = (

(4, 1,7, 8, {000 -> 100, 001, 111 }
(6, 0, 8 8, { 001 -> 110, 000 }

(5, 8, 8,8, {010 -> 101 }

(4, 8, 8,8, {011 ->100 1}

(3, 0,8, 8), {100 -> 011, 000 }

(2, 8,8, 8, {101 ->010}

(1, 8, 8, 8, { 110 -> 001 }

(o, 8, 8, 8 {111 -> 000 }

)3
MAXN = 10000000;
type TSloupecek = array [ 1..3 ] of boolean;

{ zakéduje sloupelek do binarni soustavy 1}

function Zakoduj(var sloupecek : TSloupecek) : integer;
var

kod : integer;
begin

kod := 0;

if sloupecek[1] then
kod := kod + 1;

if sloupecek[2] then
kod := kod + 2;

if sloupecek[3] then
kod := kod + 4;

Zakoduj := kod;

end;

var
sloupecek : TSloupecek; { hodnota true je na zakézaném policku }
N, K, L : longint;
X, Y : longint;
i, j : longint;

pocty : array [ 1..2 ] of array [ 0..7 ] of longint;
aktualni, pristi : integer;
K1, K2, Mi : integer;

begin
{ na&teni vstupu }
readln(N, K, L);

{ zarazka, abychom zajistili, Ze Zadna dlaZdice nebude pf¥eé&nivat ven z chodby }
for j:=0 to 7 do begin

pocty[1]1[j]1 := 0;

pocty[2] [j]1 := 0;
end;

aktualni:=1;
pristi:=2;

pocty[aktualni] [7]:=1;



if K > O then
readln(X, Y);

for j:=1 to N+1 do begin
{ za konec chodby umistime zarazku, abychom zajistili, Ze Zadna dlazdice
nebude pfel&nivat ven z chodby }
sloupecek[1] :=(j=N+1);
sloupecek[2] :=(j=N+1);
sloupecek[3] :=(j=N+1);

while (K > 0) and (Y = j) do begin
sloupecek[X] := true;
dec(K);
if K > 0 then
readln(X, Y);
end;

K2:=Zakoduj (sloupecek) ;
for K1:=0 to 7 do begin { pro vSechny moZné konfigurace sloupecku }
i:=1;
while moznosti[K1][i] < 8 do begin { pro vSechny moZnosti, jak jej pokryjt }
Mi := moznosti[K1][i];
if K2 and Mi = O then { pokud nenastane kolize se zakézanym polickem }
{ aktualizujeme po&et moZnosti pro dalsi sloupeé&ek }
pocty[pristi] [K2 or Mi] :=
(pocty[pristi] [K2 or Mi] + poctylaktualni] [K1]) mod L;
inc(i);
end;
end;
{ pfisti sloupeéek tabulky se stane aktudlnim }
aktualni:=pristi;
pristi:=3-aktualni;
{ p¥isti sloupelek vynulujeme }
for i:=0 to 7 do
pocty[pristil [i] := 0;
end;
{ vypiseme polet moZnosti zcela pokryté chodby }

writeln(pocty[aktualni] [71);
end.

P-I-3 Reka

Jednim moznym Tesenim je postavit si nad pilami binarni vyhledavaci strom
(detailni popis najdete napt. na hitp://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cooks.html). Kazdy
vrchol stromu odpovida jedné pile, jejiz pozice bude vétsi nez pozice pil v podstromu
levého syna a mensi neZ pozice pil v podstromu pravého syna. Aby se nam snaze
odpovidalo na dotazy, kromé pozice této pily si v kazdém vrcholu navic budeme pa-
matovat maximum z pozic pil, nachézejicich se v jeho podstromu. Necht je z pozice
vyslan vor. Vyhledavani za¢neme v kotfeni stromu, ktery obsahuje pilu na pozici y.
Je-li y > = a maximum z levého syna je mensi nez x, pak vor dorazi do pily v kofeni
a muzeme na dotaz rovnou odpovédét. Je-li y < x, pak se pila, do niz vor dorazi,
nachézi dale po proudu od pily v kofeni, tj. v podstromu pravého syna. Jinak dorazi
do nékteré z pil v podstromu levého syna. V téchto dvou ptripadech se pfesuneme do
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prislusného syna a postup opakujeme. V kazdém kroku se posuneme u troven niz
ve stromu, takze ¢asovéa sloZitost bude omezena hloubkou stromu.

Jak implementovat dalsi operace? Zahajujeme-li idrzbu pily, mohli bychom
ji ze stromu odebrat a pri ukonceni udrzby ji naopak vlozit. Nevyhodou tohoto
feSeni je nutnost udrzovat hloubku takto se méniciho stromu. To vyzaduje jeho
vyvazovani, coz byva pomérné pracné. Jind moznost je nechat strom pevny a u pil si
pamatovat, zda jsou aktivni ¢i nikoliv. Ve vrcholech si pak budeme pamatovat nikoliv
maximum z pozic vSech pil v podstromu, ale pouze maximum z pozic aktivnich pil.
Jestlize v podstromu neni zaddna aktivni pila, budeme misto maxima mit uloZzenou
néjakou specialni hodnotu, napfiklad —oo. Jestlize pila zacne ¢i pfestane byt aktivni,
musime upravit informace ve vrcholech na cesté od ni ke kofeni. Pro kazdy takovy
vrchol, obsahuje-li pravy syn aktivni pilu, pak pfevezmeme maximum pravého syna.
Neobsahuje-li pravy syn aktivni pilu, ale pila ve vrcholu je aktivni, pak jeji pozice
je nové maximum. Jinak prevezmeme maximum z levého syna. Musime také upravit
vyhledavéani v pfipad€, ze pila v uvazovaném vrcholu neni aktivni. V tomto piipadé
budeme dale hledat v levém synovi, jestlize jeho maximum je vétsi nebo rovno x, a
jinak v pravém synovi.

Jelikoz pily méme zadany setfidéné dle vzdalenosti od pramene, mizeme z nich
postavit perfektné vyvazeny strom (takovy, ze pocet pil v levém a v pravém pod-
stromu se vzdy lisi nanejvys o jedna) v ¢éase O(P). Hloubka takového stromu je
O(log P) a takova bude i ¢asova slozitost kazdé operace. Celkovéa ¢asova slozitost
bude O(P + M log P) a pamétova O(P).

Vyse popsané feseni vSak nijak nevyuziva omezené délky feky. Misto bindrniho
stromu, ktery rozdéluje pily tak, aby jejich pocet v levém i pravém synovi byl ptibliz-
né stejny, bychom ale mohli na poloviny délit feku. Napi. v levém synovi kofene by
byly reprezentovény vSechny pily ve vzdédlenosti mezi 1 a | N/2| od pramene a v pra-
vém synovi pily ve vzdalenosti | N/2] +1 az N. V kazdém synovi by se pak obdobné
prislusny interval délil na poloviny. Na rozdil od prvniho feSeni neukladame pily do
vnitinich vrchold stromu, ale jen do jeho listd. Ve vnitinich vrcholech si uklddame
pouze pomocné informace: zda se v prislusném podstromu nachézi alesponi jedna
pila, a jestliZze ano, pak minimum a maximum ze vzdalenosti takovych pil od prame-
ne. Reknéme, ze vyhleddvame, kam dorazi vor z pozice z, a aktualni vrchol stromu
odpovida intervalu (a,b) (tedy levy syn odpovida intervalu (a,m) a pravy intervalu
(m+1,b), kde m = |(a+b)/2]). Je-li > m, pak pokracujeme v hledani v pravém
synovi. Jestlize x < m, ale z je vé€tsi nez maximum z levého syna, pak vor dorazi
do pily rovné minimu z pravého syna. Jinak pokracujeme v hledani v levém synovi.
Takto dostaneme FeSeni s ¢asovou slozitosti O(N + M log N) a pamétovou slozitos-
ti O(N). Tyto slozitosti miZzeme vylepsit na O(min(N, Plog N) + M log N), resp.
O(min(N, Plog N)), jestlize nebudeme stavét stromy pro intervaly, které neobsahuji
zadnou pilu, ale i to je zjevné horsi, nez nase prvni reseni.

Je snad toto druhé feseni slepou ulickou? Vsimnéme si, Ze neni divod inter-
valy délit pouze na dva dily. Zkusme kazdy interval délit na d dilt zhruba stejné
délky — napt. interval (a,m) bude rozdélen na intervaly (a,m1), (m1 + 1,ma), ...,
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(ma—1+ 1,b), kde m; = a+ [(b — a)i/d]. Vysledny strom uz nebude binarni, ale
kazdy jeho vnitini vrchol bude mit d syni. Pfi dotazu na vor z x nejprve najdeme
interval, do kterého x patfi (na to stac¢i jedno celoéiselné déleni). Necht tento interval
odpovidé i-tému synovi s;. Jestlize x je mensi nez maximum z pozic pil v intervalu
vrcholu s;, pak budeme pilu, do niz x dorazi, hledat dale v s;. Jinak postupné pro-
jdeme syny s;11, Si+2, ..., a z prviniho z nich, ktery obsahuje alespon jednu pilu,
vezmeme tu s minimélni vzdalenosti od pramene. Tedy, v kazdém vrcholu stravime
bud konstantni ¢as a zanofime se o uroven niz, nebo ¢as O(d), ale tim vyhleddvani
skonéi. Hloubka stromu je D = O(log,(N)) = O(log N/ logd), a ¢asova slozitost vy-
hledavani tedy bude O(log N/logd + d). Zvolime-li d = log N/loglog N, dostavame
¢asovou slozitost na dotaz O(log N/loglog N).

Trochu problém ale je s touto ¢asovou slozitosti pily také pridavat ¢i odebirat.
Pridani pily mtize v nejhorsim ptripadé zptisobit vytvoreni cesty délky D z korene az
do listu. Jestlize vrchol reprezentujeme jako pole s d polozkami, pak inicializace vr-
cholfi na této cesté zabere ¢as O(dD) = O((log N/ loglog N)?). To se d4 obejit nékoli-
ka zpusoby. Jednim by bylo udrzovat si ,,sklad“ prazdnych vrchola: vzdy, kdyz vrchol
smazeme, prevedeme ho do skladu. Kdyz pak vrchol tvofime, vyzvedneme ho ze skla-
du, a vime, Ze je spravné nainicializovan. Jind moznost je misto pole pouzit pro repre-
zentaci vrcholu hesovaci tabulku (http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/21/cook4.html) pro-
ménlivé velikosti: pak velikost vrcholu bude tmérna poc¢tu synd, a ¢as na inicializaci
tedy bude pouze O(D). Mnohem jednodussi varianta je reprezentovat specialné pou-
ze vrcholy s pravé jednim synem. Pak pii pfidani pily se nanejvys jeden takovy speci-
alni vrchol zméni na vrchol se dvéma syny, a budeme ho proto muset nahradit polem
délky d; dale pak bude moci vzniknout D vrcholl s jednim synem, které vsak repre-
zentujeme specidlnimi vrcholy konstantni velikosti; to dédvé ¢asovou slozitost O(d +
D). Dalsi moznost je vrcholy s jednim synem viibec nevytvafet. V kazdém vrcholu
si navic k jiz popsanym informacim muZeme pamatovat, na jaké je trovni a jakému
intervalu odpovida, a misto odkazti na syny si mizeme uklddat odkazy na nejblizsiho
potomka s alespon dvéma syny ¢i list v daném podintervalu. Tim pak pri pridani nové
pily vzniknou nanejvys dva nové vrcholy (list obsahujici pfidavanou pilu a jeho otec),
a Casova slozitost inicializace bude O(d). Pro optimalni slozitost 1ze tuto variantu
zkombinovat s reprezentaci vrcholi hesovacimi tabulkami, ¢imz se slozitost snizi na
O(1). Tato slozitost se ale tyka pouze inicializace samotné, nebot nalezeni mista, kam
je tfeba vrchol pfidat, muiZe trvat az O(D). Nicméné pamétova slozitost bude tmérna
Casové slozitosti inicializace, a proto bude pro celou datové strukturu nanejvys O(P).

Dalsim problémem je udrzovani minim a maxim z poloh pil v intervalu kazdého
vrcholu. Pfi pfidani tyto tidaje jednoduSe nahradime minimem, resp. maximem,
z puvodni hodnoty a pozice pfidavané pily. Staci zménit hodnoty na cesté z kofene
do pfidaného listu, a na to sta¢i ¢as O(D). Pfi odebirani vSak takto jednoduse
postupovat nelze. Misto toho bychom potfebovali pro kazdy vrchol na této cesté
nalézt prvniho, resp. posledniho syna, ktery obsahuje alespon jednu pilu, a prevzit
jeho minimum, resp. maximum. Pak by ¢asové slozitost byla O(dD). Nicméné i toto
lze opravit. V kazdém vrcholu si budeme udrzovat navic spojovy seznam jeho synt,
které obsahuji alespon jednu pilu. Pak minimum z pozic pil v daném vrcholu je rovno
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minimu z pozic v prvnim prvku tohoto seznamu, a podobné pro maximum, a proto
je dokazeme najit v konstantnim c¢ase. P¥i odebrani pily mohou byt smazany nékteré
vrcholy stromu, které jednoduse odebereme ze seznamt jejich otcti. Pti pridani pily
se zvysi stupen jednoho vrcholu v, vznikne jeden list a pfipadné nékolik vrcholt
s pouze jednim synem. V kazdém z nové vznikljch vrcholech zjevné stravime pouze
konstantni ¢as. Ve vrcholu v musime najit misto v seznamu, kam pfidat jeho nového
syna, coz zabere ¢as O(d). Celkova slozitost udrzovani téchto seznamu proto bude
nejvyse O(d + D) na operaci.

S témito vylepSenimi je ¢asova slozitost pfidani i odebréani pily O(d + D) =
O(log N/loglog N). Snadno také tuto datovou strukturu postavime ¢ase linedrnim
v poctu vlozenych prvki, jsou-li setfidéné. Dostavame FeSeni s Casovou slozitosti
O(P + Mlog N/loglog N). Jestlize N = O(P), pak je toto feseni o trochu lepsi nez

Zkusme ho jesté vylepsit. Tim, ze jsme zvysili d, jsme snizili hloubku stromu.
Za to ale platime tim, Ze hledani nejbliz§itho nésledujiciho syna obsahujiciho pilu
zabere ¢as O(d). Nedalo by se toto hledani néjak urychlit? Napiiklad bychom si nad
neprazdnymi syny mohli postavit vyhledavaci strom. Tim by se slozitost snizila na
O(logd), a snadno nahlédneme, Ze tim zlepsime sloZitost vyhledani v celé datové

struktute na O(y/log N) (pro d = 2V ) Neslo by to jesté lépe? Uloha, kterou fe-
$ime pfi hledani nejblizsiho néasledujiciho syna, je tplné stejnd, jako tloha, se kterou
jsme zacali, pouze na kratsi ,Fece“ délky d. Mazeme proto pouzit rekurzivné stejnou
datovou strukturu! S timto vylepSenim dosdhneme éasové slozitosti O(loglog N) na
dotaz (a da se dokazat, ze lépe to nejde).

Popisme nyni vyslednou datovou strukturu podrobnéji. Pro jednoduchost vyne-
chadme nékterd dfive zminovana vylepSeni: nebudeme vynechavat prazdné podstro-
my, pouzivat heSovaci tabulky, ¢i odstranovat vrcholy s jednim synem. To trochu
zhorsi pamétovou sloZitost, ale znacné zjednodusi vysledny algoritmus. Budeme ale
potfebovat trik, ze vrcholy obsahujici pravé jeden prvek budou reprezentovany spe-
cidlné.

Datové struktura F(a,n) bude reprezentovat mnozinu pfirozenych ¢isel S C
{a,a+1,...,a+n — 1}. Bude podporovat ptidavani a odebirdni prvki z S, a pro
zadané x, nalezeni nejmensiho prvku v S vétsiho nez z, v ¢ase O(loglogn). Déle
budeme umét rozhodnout, zda S = ), a jestlize ne, pak nalézt minimum a maximum
z S v ¢ase O(1).

Pro n < 2 bude struktura F(a,n) obsahovat seznam prvkd mnoziny S. Uva-
zujme n > 3,abud s = [vVn+ 1] at = |(n—1)/s] + 1. Povsimnéte si, ze s,t < n.
Struktura F(a,n) se sklada z nasledujicich polozek:

e Pole A indexované ¢isly 0, 1, ..., ¢t — 1. Jestlize |S| > 1, pak polozka
tohoto pole na pozici ¢ bude obsahovat datovou strukturu F(a + is,s)
reprezentujici mnozinu S; = SN {a +is,a+is+1,...,a+is+s—1}.
Jestlize | S| < 1, pak v8echny struktury A[i] budou reprezentovat prazdnou
mnozinu.

e Minimum m; a maximum msg z S (00 a —oo, jestlize S je prdzdna).
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e Strukturu B typu F'(0,t), reprezentujici mnozinu {: : 0 < ¢ < ,.5; # 0}
jestlize |S| > 1 a jinak prazdnou mnoZinu.

Necht chceme nalézt néslednika x v S. Jestlize £ > ms, pak tento nésled-
nik neexistuje. Jestlize |S| = 1, tj. my = maq, pak je my naslednik z. Jinak polozme
i = |(x—a)/s]. Nejprve se podivejme, zda maximum z S; je mensi nebo rovno x, do-
tazem na strukturu A[i] v éase O(1). Je-li tomu tak, nalezneme pomoci struktury B
nejblizsi vyssi index j takovy, Ze S; je neprazdnd, a vratime minimum z A[j]. Jinak
nalezneme naslednika z v A[i]. V obou p¥ipadech provedeme pouze jeden rekurzivni
dotaz na strukturu velikosti O(t) = O(y/n). Po O(loglogn) rekurzivnich zanofenich
dospéjeme ke strukture velikosti nanejvys 2, a zodpovime dotaz v konstantnim cCase.
Casové slozitost dotazu tedy skuteéné je O(loglogn).

Nyni pfiddvejme prvek x do S. Jestlize S = ), pak pouze pouze polozme mi =
mq = x. Jestlize |S| = 1, pak nejprve vlozme m; do A[j] a j do B, kde j =
[(m1 — a)/s], a pokrac¢ujme jako v pfipadé |S| > 1. Obé& tyto operace probéhnou v
konstantnim case, jelikoZ tyto datové struktury jsou prazdné. Jestlize |S| > 1, pak
nejprve upravme m; a me. Poté polozme i = |(z — a)/s|. Vlozme x do A[i]. Bylo-li
Ali] je prazdné, pak navic vlozme ¢ do B. Pov§imnéte si, ze bylo-li A[i] prazdné, pak
vlozeni do A[i] zabralo pouze konstantni ¢as, proto provedeme pouze jedno rekurzivni
vnoreni do struktury B, a tedy stejné jako v predchozim pripadé je ¢asova slozitost
vnofeni O(loglogn).

Koneéné, odebirejme z z S # 0. Je-li |S| = 1, pak pouze nastavime m; = oo
a mg = —oo. Jinak smazme x z A[i]. Je-li poté A[i] prazdna (coz nastane pouze
tehdy, pokud predtim méla pouze jeden prvek, a jeho smazani probéhlo v konstant-
nim c¢ase), smazme i z B. Je-li nyni m{ minimum z B, nastavme m; na minimum
z A[m/]. Obdobné upravime ms. Je-li m; = mg, smazme jesté my z A[j] a j z B, kde
j = [(m1 —a)/s] (obé tyto struktury obsahuji jen jeden prvek, takze jeho smazani
probéhne v konstantnim ¢ase). Casova slozitost je opét O(loglogn).

Jak jsme na tom s paméfovou slozitosti? Predpokladejme, Ze ndm prazdnou
datovou strukturu jiz nékdo naalokooval, a postupné do ni pridavejme vsechna ¢isla
od @ do a +n — 1. Tim navstivime vSechna mista ve struktufe a dle vySe popsané
analyzy nam to zabere ¢as O(nloglogn), proto takova bude v nejhorsim pfipadé i
pamétova slozitost.

Aplikujeme-li tuto datovou strukturu na nas problém, dostavame ¢asovou slozi-
tost O((N + M) loglog N) a pamétovou slozitost O(N loglog N). Jak jsme naznadili,
jestlize misto poli pouzijeme hesovaci tabulky a budeme preskakovat cesty z vrcholu,
majicich pouze jednoho syna, vylepsi se ¢asova slozitost na O(P 4+ M loglog N) a
pamétovd na O(P). Zminime jesté, ze popsané datové struktufe se ¥ikd van Emde
Boasova fronta (pfipadné strom).

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <limits.h>

#define MIN(X, Y) ((X) < (V) 7 (X) : (V))
#define MAX(X, Y) ((X) > (Y) 7 (XD : (Y))
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struct emdeboas

{
int a, n, s; /* Parametry struktury; s je velikost podstruktur. */
int min, max; /* Minimum a maximum z fronty. Pro n <= 2 uruje prvky. */
struct emdeboas **A; /* Podstromy dle vzdalenosti. */
struct emdeboas *B; /* Fronta neprazdnjch podstromid. */
}

static void pridej (struct emdeboas *kam, int co);
static void odeber (struct emdeboas *odkud, int co);

/* Celo&iselnd druha odmocnina z X. */
static int
int_sqrt (int x)

{
int £ =1, t = x + 1, m;
while (t - £ > 1)
{
m=(f +1t) / 2;
if (m * m > x)
t = m;
else
f = m;
}
return f;
}

/* Vytvofi prazdnou frontu pro rozsah A .. A + N - 1. %/
static struct emdeboas *
nova_fronta (int a, int n)

{
struct emdeboas *f = malloc (sizeof (struct emdeboas));
int t, 1i;
f->a = a;
f->n = n;
f->min = INT_MAX;
f->max = INT_MIN;
if (n <= 2)
{
f->s = 0;
f->B = NULL;
f->A = NULL;
¥
else
{
f->s = int_sqrt (n + 1);
t=(n-1) / £f->s + 1;
f->B = nova_fronta (0, t);
f->A = malloc (t * sizeof (struct emdeboas *));
for (1 = 0; i <t - 1; i++)
f->A[i] = nova_fronta (a + i * f->s, f->s);
f->A[t - 1] = nova_fronta (a + (t - 1) * f->s, n - (¢t - 1) * f->s);
}
return f;
}
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/* P¥ida prvek CO do podfront fronty KAM. */
static void

pridej_do_podfront (struct emdeboas *kam, int co)
{

int i = (co - kam->a) / kam->s;

if (kam->A[i]->min == INT_MAX)
pridej (kam->B, i);
pridej (kam->A[i], co);
}

/* P¥ida prvek CO do fronty KAM. */
static void
pridej (struct emdeboas *kam, int co)

{
int jednoprvkova = (kam->min == kam->max);
int prvek = kam->min;
kam->min = MIN (kam->min, co);
kam->max = MAX (kam->max, co);
if (kam->n <= 2 || kam->min == kam->max)
return;
if (jednoprvkova)
pridej_do_podfront (kam, prvek);
pridej_do_podfront (kam, co);
}

/* Odebere prvek CO z podfront fronty ODKUD. */
static void
odeber_z_podfront (struct emdeboas *odkud, int co)
{

int i = (co - odkud->a) / odkud->s;

odeber (odkud->A[i], co);
if (odkud->A[i]->min == INT_MAX)
odeber (odkud->B, 1i);
}

/* Odebere prvek CO z fronty ODKUD. */
static void
odeber (struct emdeboas *odkud, int co)

{

if (co < odkud->min || co > odkud->max)
return;

if (odkud->min == odkud->max)
{

odkud->min INT_MAX;
odkud->max = INT_MIN;

return;
}
if (odkud->n <= 2)
{
if (odkud->min == co)
odkud->min = odkud->max;
else if (odkud->max == co)

odkud->max = odkud->min;
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return;

}

odeber_z_podfront (odkud, co);
odkud->min = odkud->A[odkud->B->min]->min;
odkud->max = odkud->A[odkud->B->max]->max;

if (odkud->min == odkud->max)
odeber_z_podfront (odkud, odkud->min);
}

/* Nalezne nejmensi prvek vé&t3i nez CEHO ve fronté& ODKUD.
* JestliZe neexistuje, vrati INT_MAX. */
static int
najdi_naslednika (struct emdeboas #*kde, int ceho)
{
int i;
if (ceho >= kde->max)
return INT_MAX;

if (ceho < kde->min)
return kde->min;

if (kde->n <= 2)
return kde->max;

i = (ceho - kde->a) / kde->s;
if (kde->A[i]l->max > ceho)
return najdi_naslednika (kde->A[i], ceho);
else
return kde->A[najdi_naslednika (kde->B, i)]->min;

}

int main (void)
{
int n, p, m, i, x;
char udalost[2];
struct emdeboas *fronta;

/* Nacteni vstupt. */
scanf ("}d%d%d", &n, &p, &m);
fronta = nova_fronta (1, n);

for (i = 0; i < p; i++)
{
scanf ("%d", &x);
pridej (fronta, x);
}

/* Provadéni operaci. */
for (i = 0; i < m; i++)
{
scanf ("%s %d", udalost, &x);
switch (udalost[0])
{
case ’U’:
odeber (fronta, x);
break;
case ’K’:
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pridej (fronta, x);
break;

case ’V’:
x = najdi_naslednika (fronta, x);
printf ("%d\n", x == INT_MAX ? 0 : x);
break;

}

}
return O;

}

P-I-4 Grafovy pocditaé

a) Loukotovd kola. Podobné jako p¥i konstrukei cesty v piikladech v zadani
se 1 tady vyplati pouzit rekurzi: pokud dokdZeme z grafu velikosti n/2 vytvorit
pomoci konstantniho poc¢tu operaci graf velikosti n, dosdhneme logaritmické ¢asové
slozitosti. Bude ovsem snazsi nekonstruovat pfimo kola, nybrz jiné, podobné grafy.

Vejir velikosti n budeme fikat grafu, ktery se sklada z cesty vi,...,v, a vr-
cholu w (st¥edu) spojeného hranou se véemi v; (viz prvni obrézek). Takovy véjif ma
tedy n + 1 vrcholt a 2n — 1 hran a kdyz do néj pfiddme hranu vy, v, (nakreslena
¢arkované), vznikne kolo velikosti n.

2 0

V1 V2 U3 V4 Us 2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nas program bude vytvaret véjife ocislované podle druhého obrazku: stied
dostane ¢islo 1 a znacku 1, vrcholy cesty ¢isla 2,...,n 4+ 1 a znacky undef.

Sledujme na tfetim obrazku, co se stane, kdyz dva véjite V velikosti 4 spojime
pomoci operace Join(V, V, value_defined, none). Stfedy véjiru se sliji do spo-
le¢ného vrcholu 1, vrcholy cest ziistanou samostatné a dostanou ¢isla 2 az 9. Pridame-
li hranu {5, 6}, vznikne v&jif velikosti 8. Pokud bychom chtéli vytvorit o 1 vétsi véjir,
doplnime jesté vrchol 10 a hrany {9,10} a {1,10}.

Stejnym zptsobem miizeme z véjite velikosti n vyrobit véjite velikosti 2n a
2n+1.

Toho vyuzije nas algoritmus: pokud mame vytvorit véjit velikosti n, vytvofime
rekurzivnim zavolanim véjif poloviéni velikosti p = |n/2], pak z néj pomoci Join
vyrobime vé&jit velikosti 2p a pokud bylo n liché, pfidame vrchol a spojime ho hranami
se zbytkem grafu. Nakonec vyrobime z véjife kolo pfidanim hrany.

Jelikoz se pri kazdém rekurzivnim zavolani velikosti véjife zmensi alespon dva-
krat, je hloubka rekurze logaritmicka a stejné tak ¢asovéa slozitost celého algoritmu.
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Program muze vypadat tfeba nasledovné:

function vejir(n: Integer): Graph;
var g: Graph;
p: Integer;
begin
if n=1 then begin { Trivialni v&ji¥ velikosti 1 }
g := EmptyG;
Adav(g, 1);
AddV(g, undef);
AddE(g, 1, 2, undef);

end else begin { Jinak pouZijeme rekurzi }
p :=n div 2;
g := vejir(p); { V&jif poloviéni velikosti }
g := Join(g, g, value_defined, none);

AddE(g, p+1, p+2, undef); { 2 kopie spojime hranou }
if n mod 2 = 1 then begin { OSetfime liché n }
AddV(g, undef);
AddE(g, n, n+1, undef);
AddE(g, 1, n+1, undef);
end;
end;
vejir := g;
end;
function kolo(n: Integer): Graph;
var g: Graph;
begin { kolo = v&ji¥ + hrana }
g := vejir(n);
AddE(g, 2, n+1, undef);
kolo := g;
end;

b) Vzddlenost by bylo velmi snadné spocitat, kdybychom pfedem védéli, ze
nejkratsi cesta mezi vrcholy v a w (pfipomindme, Ze tak se ¥ikd cesté s nejmensim
moznym souc¢tem vah hran) bude sloZena z pravé p hran. Tehdy bychom jiz zndmgm
zpusobem vytvorili cestu délky p, jejimu pocatecnimu vrcholu nastavili znacku 1,
koncovému 2 a ostatnim undef. Pak bychom v zadaném grafu nastavili vrcholu v
znacku 1, vrcholu w znacku 2 a vSude jinde undef. Nakonec bychom pomoci funkce
Find nalezli v zadaném grafu nejlehéi kopii cesty (pficemz bychom vyzadovali, aby
znacky vrcholl souhlasily) a pomoci SumE spocitali soucet vah hran v této kopii —
to je presné vzdalenost mezi v a w. To vSe bychom stihli spocitat v logaritmickém
Case (jedind ¢4st algoritmu, kterd nepracuje v konstantnim ¢ase, je konstrukee cesty,
a 0 té uz vime z prikladu v zadéni, Ze se d4 stihnout logaritmicky).

Obvykle ale nevime, z kolika hran je nejkratsi cesta slozena — muze to byt
cokoliv mezi 0 a n — 1 (kde n zna¢i pocet vSech vrcholi). Samozfejmé bychom
mohli vyzkouset vSechny mozné pocty hran, coz by vedlo na algoritmus o slozitosti
O(nlogn), ale pijdeme na to trochu chytfeji. Upravime totiz graf ptilepenim véjife
velikosti n (tvofeného hranami nulové véhy), pfesné podle obrazku na nésledujici
strané.
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Novy graf G’ bude mit tyto piijemné vlastnosti:

e Kdykoliv existuje v G néjaké cesta z v do w tvofend p hranami, mizeme
ji pouzitim n — p hran vé&jife rozsifit na cestu v G’ z v’ do w’, kterd bude
mit stejnou vahu a pravé n hran.

e Naopak kdykoliv existuje v G’ cesta z v' do w’, mtZeme ji zkratit na cestu
v G z v do w o presné stejné vaze.

Nyni tedy sta¢i hledat v grafu G’ nejkratsi z t&ch cest mezi v' a w’, které jsou
tvofeny pravé n hranami.

Jakou Gasovou slozitost toto FeSeni ma? Spotiebujeme ¢as O(log n) na konstruk-
ci véjife, nacez ho konstantnim poctem grafovych operaci prilepime. Pak nas stoji
dalsich O(logn) operaci sestrojeni cesty o n hrandch a O(1) nalezeni jeji nejlehéi
kopie. Celkové tedy nase feseni dosahuje slozitosti O(logn).

Program nasleduje:

function vzdalenost(g: Graph; v, w: Integer): Value;
var h, k, 1, m: Graph;
n: Integer;
begin
{ Zna&ky v zadaném grafu: v -> 3, w -> 2, ostatni undef }
SetAllV(g, undef);
SetV(g, v, 3);
SetV(g, w, 2);

{ Sestrojime vé&ji¥: st¥ed -> 1, jeden z okraji -> 3, jinde undef }
n := CountV(g);

h := vejir(n);

SetV(h, n+1, 3);

{ Slepime G s v&jifem a odstranime znalku 3 }
k := Join(g, h, value_defined, any);
ReplaceV(k, 3, undef);

{ Vytvofime cestu s okraji oznaenymi 1, 2 }
1 := cesta(n);

SetA11V(1l, undef);

SetVv(l, 1, 1);

SetV(1l, n+1, 2);

WriteG(1);
{ Najdeme nejleh&i kopii cesty a spocitame jeji vahu }
m := Find(k, 1, value_strict, any);
vzdalenost := SumE(m);
end;
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