60. ro¢nik Matematické olympiady — 2010/2011

Ulohy 4stredniho kola kategorie P — 1. soutézni den

Na feseni iloh méte 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. ReSeni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pfi soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potteb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis FeSeni, to znamena slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty
zdtivodiujici jeho sprévnost (pfipadné dikaz spravnosti algoritmu), dis-
kusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a pamétova sloZitost). Slovni popis
FeSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného za-
pisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na Vase Feseni
predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autorska reseni se
odkazovat miiZete.

® Program. V ulohach P-III-1 a P-III-2 je tfeba uvést dostatecéné po-
drobny zapis algoritmu, napt. ve tvaru pseudokédu nebo zdrojového tex-
bo C/C++. Ze zapisu miZete vynechat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztaht apod. V fe-
Seni tlohy P-III-3 je nutnou soucasti feSeni program pro grafovy pocitac.

Za kazdou tlohu muzete ziskat 0 az 10 bod. Hodnoti se nejen spravnost programu,
ale také efektivita zvoleného algoritmu a kvalita popisu feSeni.

P-III-1 Basnik Honzik

Honzik Nerudt si spokojené hovél v lavici a v duchu se prochazel po Malé
Strané. , Jene, chytej!“, vytrhl ho ze zaduméani vykfik spoluzacky Bozky Némcové a
naraz boty do jeho hlavy. Byt to kdokoliv jiny, jisté by neusel spravedlivému trestu,
jenze Bozenka byla jeho tajnou laskou uz od treti tiidy. Jak rad by ji pozval na
prochéazku podél Vltavy. Le¢ kdyz se opovazil pozadat ji, se smichem ho odbyla
slovy:

Jelikoz jsem romanticka,
obmék¢i mé jen basnicka.
Zversuj tedy zadost svou,

a projdem se nad Vltavou.

Jenze Honzik mél ze slohu vzdycky ¢tyfku a pani ucitelce stoupaly vlasy hrtzou,
jen se chopil pera. Nastésti mél dobrého kamarada Jaru Cimrmana. Ten mu povédél,
7e psat basné je strasné jednoduché a staci jen dosdhnout toho, aby se verse co nejvice
rymovaly (pozdéji bude tato teorie publikovana pod nazvem absolutni rym). To byla
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sice dobra rada, ale hledani co nejvice se rymujicich slov je ¢asto velmi obtizné, a tak
pozadal o pomoc vas.
SoutéZni tloha

Mate dan seznam obsahujici N slov sklddajicich se z malych pismen anglické
abecedy. Vasim tkolem je zodpovidat Honzikovy dotazy, coz znamend, ze pro jim
zadané slovo s mate najit slovo r ze seznamu, které ma nejvétsi spoleény koncovy
usek se slovem s. Napf. slova Zbynek a pelynek maji spoleény koncovy tsek ynek
délky 4.

Pokud je v seznamu vice takovych slov, vyberte z nich lexikograficky nejmen-
§i (lexikografické uspofddani je to, které se pouziva ve slovnicich: nejd¥ive podle
prvniho pismena, pak podle druhého atd.; ch uvazujeme jako dvé pismenka). Pokud
naopak v seznamu neni zadné slovo se spole¢nym koncovym tsekem délky alespon 1,
vypiste NELZE.

Protoze dotazti mize byt hodné, snazte se optimalizovat rychlost odpovédi na
dotaz i za cenu delsiho predzpracovani seznamu slov.

Pozndmka: Pokud ulohu nedokazete vyftesit efektivné, zkuste popsat alespon
feSeni, které z vyhovujicich slov vypise libovolné namisto lexikograficky nejmensiho.

Format vstupu

Na prvnim fadku budou dvé ¢isla N a K, po kterych nasleduje IV slov seznamu,
kazdé na samostatném fadku. Nasleduje K slov, K < 10%, opét kazdé na samostat-
ném fadku, ktera reprezentuji Honzikovy dotazy. Soucet délek vsech slov seznamu
nepfesdhne 10° znakf, tedy specidlné N < 106. Zadné slovo v seznamu ani zadné
z K slov k vyhledani nebude mit vic jak 10 znaki.

Format vystupu

Pro kazdy z K Honzikovych dotazl vypiste na samostatny radek slovo s maxi-
malnim spoleénym koncovym tsekem (pfipadné lexikograficky nejmensi, pokud jich
je vic) mezi slovy v seznamu. Pokud Zddné takové slovo neexistuje, vypiste NELZE.
Priklad
Vstup: Vystup:
53 NELZE
pluji lituji
listuji listuji
lituji
nepreji
basnik
bagr
kvituji
dekuji
Pro slovo dekuji médme na vybér mezi slovy pluji, listuji a 1ituji, ktera maji
stejnou délku spole¢ného koncového tseku (urcity spoleény koncovy tsek ma i se
slovem nepreji, ale ten md délku pouze dva); listuji je z nich lexikograficky
nejmensi.



P-I11-2 Urad

Ufad pro minimalizaci byrokracie zaméstnava nékolik tisic uFednikt. Ti jsou
pro zvySeni efektivity své prace hierarchicky uspofadani, tj. kazdy z nich ma prave
jednoho primého nadfizeného; jedinou vyjimkou je ministr pro minimalizaci byro-
kracie, ktery je nejvyse postavenym turednikem a zaddného nadfizeného nema. Kazdy
z Gfednikd smi vykondvat pravé jeden tkon (néktefi smi davat pouze kulaté razitka,
néktefi pouze hranatd, néktefi maji na starosti styk s vefejnosti, atd.). Vyjimkou
je opét ministr, o kterém legendy tvrdi, Ze je schopen vykonavat vSechny funkce
poskytované aradem.

Pottebuje-li tedy n€kdo néco zaridit na ifadé, nejprve si vybere néjakého tred-
nika, ktery smi komunikovat s vefejnosti. Ten uz ale nesmi vykonavat zadny jiny
tkon, a neni mu tedy schopen pfimo pomoci. Proto ho posle za svym nadfizenym.
Mize-li nadfizeny pozadovany tkon provést, ucini tak, jinak zajemce preposle za
svym nadfizenym. A toto se opakuje, dokud zajemce nedorazi k nékomu schopnému
ho obslouzit.

Ted jsou volby na dohled a voliéi si stézuji, Ze nékteri trednici nic nedélaji.
Napriklad dava-li fednik a vSichni jeho pfimi podfizeni kulaté razitka, pak se k né-
mu nikdy zadny pozadavek nedostane. Obdobné tfednik, jehoz zadny (ani nepfimy)
podrizeny nemé na starosti styk s vefejnosti, nikdy nemusi nic délat. Potrebova-
li bychom tedy nalézt vSechny takové nezaméstnané uredniky, abychom je mohli
povysit.

Poznamenejme jesté, Zze ministra nikdy za zbytec¢ného nepovazujeme.
Soutézni tloha

Utednici jsou oéislovani pfirozenymi ¢isly 1, ..., N, kde ufednik ¢&islo 1 je
ministr. Pro kazdého z nich aZ na ministra mame zadano ¢islo jeho nadfizeného,
které je vzdy mensi nez ¢islo urednika. Pro kazdého turednika az na ministra také
mame zadano ¢islo tkonu, ktery smi vykonavat. Ukony jsou oéislovany piirozenymi
¢isly 1, ..., M, kde tkon cislo 1 je styk z vefejnosti. Vypiste ¢isla vSech ufedniki,
ktef{ nikdy nic nedélaji. Ufednik ¢slo k, ktery smi vykonavat tkon ¢&islo u, néco
déla, jestlize u = 1 nebo existuje posloupnost Cisel k = a1 < as < ... < a; takova,
ze:

® Urednik ¢islo a; je pfimy nadiizeny tfednika a;+1 pro1 <i <t —1,
e urednik a; mé na starosti styk s verejnosti, a
® 7adny z Urednikt as, as, ..., a;—1 nevykonava tkon u.

Format vstupu

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje pii-
rozena C¢isla N a M, udavajici pocet uredniki a pocet typi tikoni. Na nasledujicich
N — 1 fadcich jsou popsani tfednici kromé ministra. Na i-tém z téchto fadku se na-
chézi dvé ¢isla n; a u; (1 <n; <i,1 <wu; < M), kde n; je ¢islo pfimého nadfizeného
afednika ¢islo ¢ 4+ 1 a u; je ¢islo tkonu, ktery smi vykonavat.

Muzete predpokladat, ze pocet ikont M je fadoveé mensi nez pocet urednika N.
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Format vystupu
Program vypiSe na standardni vystup ¢isla aredniki, ktefi nic nedélaji, v libo-
volném poradi, oddélena mezerami.

Priklad

Vstup: Vystup:
10 3 237
12

23

2 2

2 2

12

6 2

61

4 1

51

P-III-3 Grafovy pocita¢ v potrubi

V letosnim ro¢niku olympiady se setkdvame se specidlnim grafovym pocitacem.
Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této ulohy je popsano, jak grafovy podi-
ta¢ funguje a jak se programuje. Studijni text je identicky s textem z domaéciho a
krajského kola.

A praveé takovy pocita¢ umoznil novy zptusob komunikace: potrubni postu. Ta-
kova potrubni posta sestava z mnoha stanic. Nékteré dvojice stanic jsou propojeny
potrubim, které lze pouzit k pfepravé zprav v obou smérech. Stanice jsou samo-
zfejmé schopné zpravy predavat dal, takze zasilky obvykle putuji do cilové stanice
nékolika na sebe navazujicimi rourami.

Potrubi bylo postaveno a jesté nez doslo k vyrizeni vSech povoleni, nahromadilo
se mnoho zprav, které je tfeba dorucit. A protoze je to systém novy, rozhodli se
postmistfi, Ze zacnou posilat od téch nejkratsich zprav, aby zjistili, jestli se v potrubi
nezasekavaji.

Navic se po dobu vyfizovani formalit v potrubi usadily mysi. Mysi samoziejmé
kazdé prochazejici psani hned zhltnou, proto je potieba poslat potrubim napied
profouknout. Proto bylo rozhodnuto, Zze budou vyc¢istény jen nékteré roury, a to tak,
aby jejich celkova délka byla co nejmensi a pfitom bylo mozno poslat psani z libovolné
stanice do libovolné jiné.

Soutézni tlohy

a) (3 body) Napiste funkci pro grafovy poéita¢, ktera sefadi zpravy podle délky.
Vstupem funkce bude pole celjch ¢isel — délek zprav. Ukolem je toto pole setiidit
od nejmensiho po nejvétsi. Mizete pfi tom vyuzit toho, ze délky zprav se vejdou
do typu Value grafového pocitace.

Reseni s ¢asovou slozitosti ©(nlogn) mize ziskat nejvyse 1 bod, pomalejsi
feSeni nedostanou zadné body.



b) (7 bodi) Dostanete na vstupu popis potrubi jako souvisly ohodnoceny graf
(stanice jsou vrcholy, trubky jsou hrany a jejich vahy odpoviddji délkdm trubek).
Vrafte podgraf obsahujici pravé ty hrany, které maji byt vyc¢istény. Jinymi slovy
podgraf, ve kterém vede mezi kazdou dvojici vrcholid cesta a ktery méa ze vSech
takovych grafii nejmensi mozny soucet vah hran.

Pokud vam to pomuze, muzete predpokladat, Ze neexistuje Zadn4 dvojice stejné
dlouhych rour.

I u této podulohy bude pfi hodnoceni kladen didraz na to, zda je vaSe feseni
rychlejsi nez feseni, ktera se daji naprogramovat na klasickém pocitaci.

Studijni text

Grafovy pocitac

Bézné poéitade poditaji s ¢isly. Zelezniéni inZenyii v Tazmanii si jednoho dne
vsimli, Ze vétSina problémi, které potiebuji fesit, se tyka grafi. Proto béhem jedné
poledni prestavky vynalezli grafovou jednotku, kterd umi provadét vSechny bézné
operace s grafy, a to dokonce v konstantnim ¢ase. Sice zatim nevymysleli, jak ji se-
strojit, ale i tak si mizeme v tomto ro¢niku olympiady vyzkouset, jak se na takovém
grafovém pocitaci programuje.

Nejdiive definujme, s ¢im grafovy pocita¢ pracuje.

Graf si mZeme pfedstavovat tfeba jako body v roviné (tém budeme Fikat
vrcholy grafu), jejichz nékteré dvojice jsou spojeny hranou. MuZe to tedy tieba
byt mapa Zelezni¢ni sité: vrcholy jsou zastavky, dvé zastavky jsou spojeny hranou,
pokud mezi nimi vede pfim4 trat. Pokud se hrany kfizi, pfedpokladdme, Ze se jedna
o mimourovnova kiizeni.

Receno formalng, graf je dvojice (V, E) takové, Ze V je libovolna koneénd mno-
Zina (jejim prvkam se fikd vrcholy) a F je mnozina neuspofadangch dvojic prvki
z V (tedy hran).

Upfesnéme jesté, ze mezi dvéma rtznymi vrcholy miize vést maximélné jedna
hrana a Ze nejsou povoleny hrany, jejichz obéma konci je tentyz vrchol.

Déle ke grafu muzeme pridat ohodnoceni. Vrcholiim a hrandm muze byt pri-
fazeno nezaporné celé ¢islo. V pfipadé hran muze znamenat napriklad délku koleji,
v pfipadé vrcholti mize popisovat mytné, které se plati za prijezd. Nékdy jim ta-
ké muzeme znacit rizné vlastnosti: napiiklad u naseho Zelezni¢niho prikladu mtze
byt vrchol odpovidajici stanici ohodnocen jednickou, zatimco vrcholy v zastavkach
dvojkou.

Reprezentace grafu
Grafovy pocitac¢ uklada grafy tak, ze vrcholy jsou uréeny pfirozenymi ¢isly od 1
do poétu vrcholt. Témto éislim budeme Fikat identifikdtory (zkracené id) vrchold.
Hrany budeme vZzdy identifikovat pomoci ¢isel vrcholl, které hrana spojuje.

Kazdy vrchol a kazd4 hrana maji své ohodnoceni. To ma bud hodnotu ne-
zaporného celého ¢isla nebo specidlni hodnotu undef (tzn. nedefinovano). Aby se
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to nepletlo, budeme ¢islim na hranach fikat vdhy hran, zatimco tém ve vrcholech
znacky vrcholi.

K programovéani grafového pocitace pouZijeme bézny programovaci jazyk, na-
priklad Pascal nebo C, ktery rozsifime o nékolik datovych typu a funkci. Zde je
budeme ukazovat v syntaxi Pascalu, v C budou obdobné.

Datové typy

e Typ Graph — do tohoto typu se da ulozit jeden (cely, libovolné velky) graf.
Mezi proménnymi a hodnotami tohoto typu funguje obvyklé pfitazovani
a porovnavani na rovnost.

e Typ Value popisuje ohodnoceni vrcholu nebo hrany. Lze do néj ukladat
nezaporna celé ¢isla a konstantu undef. Hodnoty tohoto typu rtizné od un-
def jsou kompatibilni s pascalskym typem Integer, v piipadé jazyka C
S typem int.

Operace se strukturou grafu

¢ Konstanta EmptyG. V této konstanté je ulozen prazdny graf. To je takovy,
ktery nemé zadné vrcholy (tedy ani hrany).

® Funkce AddV (G, z) prida do grafu G novy vrchol ohodnoceny znackou z.
Do pfidaného vrcholu zatim nevedou zadné hrany. Novy vrchol bude za-
fazen jako posledni, tedy jeho id bude nejvyssi. Funkce vraci toto id.

® ProceduraDelV(G, id) smaze vrchol s danym id. Zbyvajici vrcholy ,srazi
doleva®, aby nevznikla dira (tedy, z id + 1 se stane id, z id + 2 se stane
id+1, atd.). Zaroven odstrani vSechny hrany, které konéily ve smazaném
vrcholu.

® Procedura AddE(G, x, y, w) vytvoiihranu mezi vrcholy s id x a y, ohod-
nocenou vahou w. Hrana nesmi pfed volanim této procedury existovat.

e Procedura DelE(G, x, y) odstrani hranu mezi vrcholy  a y (nesmi byt
volana, pokud hrana neexistuje).

® Funkce TestE(G, x, y) zjisti, jestli mezi vrcholy x a y vede hrana.

Manipulace s ohodnocenim

e Funkce GetV(G, id) vraci znacku zadaného vrcholu.
® Procedura SetV(G, id, z) nastavi znacku zadaného vrcholu.
® Procedura SetA11V(G, z) ji nastavi vSem vrcholim grafu.

® Procedura ReplaceV(G, zold, znew) vSem vrcholim, které mély znacku
zold, ji zméni na znew.

® Obdobné funguji GetE(G, x, y), SetE(G, x, y, w), SetAl1lE(G, w) a
ReplaceE(G, wold, wnew).Pracujis vahami hran misto znacek vrcholt.
Pro identifikaci hrany se pouzivaji id vrcholi z a y, mezi kterymi vede.
Procedura SetE hranu zalozi, pokud jesté neexistuje.
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Statistické funkce

® Funkce CountV(G) odpovi, kolik vrcholi se nachéazi v grafu.

® Funkce SumV(G) vraci soucet znacek vSech vrcholt, pficemz undef se po-
¢ita jako 0. Pokud graf neméa zadné vrcholy, vraci 0.

® Funkce CountE(G) a SumE(G) funguji obdobné pro hrany a jejich vahy.

Globalni operace

e Funkce Iso(G, H, veq, eeq) zjisti, jestli jsou grafy G a H isomorfni.
Isomorfismem myslime, Ze lze jednomu z grafu precislovat vrcholy tak,
aby se shodoval s druhym grafem. Dva grafy jsou shodné, pokud maji
stejné mnoziny vrcholi i hran; navic se jim musi shodovat znacky vrcholi
a véhy hran podle toho, jak uréuji parametry veq (pro vrcholy) a eeg (pro
hrany). Tyto parametry mohou nabyvat nasledujicich hodnot:

* any — libovolné dva vrcholy/hrany se rovnaji (na ohodnoceni
se nehledi).

* value — odpovidajici si vrcholy/hrany museji mit stejné ohod-
noceni. Hodnotu undef ale povazujeme za ,7olika,* ktery se
rovnd libovolné hodnoté.

* value_strict — vrcholy/hrany museji mit stejné ohodnoceni,
undef se rovnd jen undefu.

* value_defined — vrcholy/hrany museji mit stejné ohodnoce-
ni, ale undef se nerovna ni¢emu, ani undefu.

* id — vrcholy museji mit stejnd id (toto lze aplikovat jen na vr-
choly, nebot hrany nemaji id). Jinymi slovy, zakazujeme pfe-
¢islovavat vrcholy, ale na jejich ohodnoceni nehledime.

* none — zadné dva vrcholy /hrany nejsou identické. A¢ to vypa-

d& neuZitecné, tuto moznost pouzijeme v dal$ich funkcich.

Jak isomorfismus funguje, je vidét na nasledujicim obrazku:

Cisla pred zavorkami jsou id vrcholt, v zévorkach jejich znacky (otaz-
nik zna¢i undef). VSechny hrany maji vihu undef. Grafy jsou isomorfni
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(Garkované ¢ary ukazuji, ktery vrchol odpovidd kterému), pokud veq na-
stavime na value nebo any a eeq na any, value nebo value_strict.
V ostatnich ptipadech isomorfni nejsou.

Funkce Find(G, H, veq, eeq) najde podgraf grafu G (tedy takovy graf,
ktery lze ziskat z G odstranénim nékterych vrcholi a hran) isomorfni
s grafem H. Vysledkem funkce bude tento podgraf, pficemz vrcholy bu-
dou ocislované podle grafu H a ohodnoceni vrcholi a hran bude pochézet
z grafu G. Pokud hledany podgraf neexistuje, funkce vrati EmptyG. Para-
metry veq a eeq urcuji stejné jako u funkce Iso, jak se chova isomorfismus.

Pokud existuje vice isomorfnich podgrafii, funkce Find nalezne nejlehéi
z nich (takovy, ktery mé nejmensi souc¢et vah hran, jak by ho spocitala
funkce SumE). Pokud i tak existuje vice feSeni, Find vréti libovolné z nich.
Funkce Common (G, H, veq, eeq) najde nejvétsi spoleény podgraf grafi
G a H. Ptesnéji, najde graf, ktery je isomorfni (podle veq a eeq) s nékterym
podgrafem G i nékterym podgrafem H. Ze vSech moznych feSeni si navic
vybere takové, které ma nejvétsi mozny pocet vrcholtl, a z takovych pak
to s nejvétsim poctem hran. Pokud i téch je vice, vybere si libovolné.
Vysledny graf bude mit id vrcholi ve stejném poradi, jako je mél odpo-
vidajici podgraf v G (jen ,srazend k sobé&“). Ohodnoceni vrcholti a hran
bude také zdédéno z grafu G.

Dvojice grafi na piedchozim obrizku ma nejvétsi spoleény podgraf pii
veq = value obtazeny tuéné. Carkované je naznaceno jedno z moznych
prifazeni vrcholt. Pfi veq = any pfibude do spolecné ¢asti jesté vrchol 5
a teckovand hrana {3, 4} nalevo, kterd muze odpovidat kterékoliv z hran
{1,5}, {1,6} a {1, 7} napravo.

Funkce Join(G, H, veq, eeq) slouci grafy G a H. Muzete si to pfed-
stavit tak, ze je ,slepi za jejich nejvétsi spoleény podgraf.“ Udéla to tak,
Ze nejprve nalezne nejvétsi spoleény podgraf (tak jako ve funkci Common),
pak k nému doplni zbyvajici vrcholy grafu G a nakonec vrcholy grafu H
(4d vrcholt vysledného grafu tedy budou v tomto poradi). Hrany, vahy a
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znacky pritom zdédi z obou grafi, pricemz pokud se néjaky vrchol nebo
hrana vyskytuji v obou grafech, ¥idi se ohodnocenim z grafu G.

Join grafa z predchoziho obrazku vypada néasledovné:

Tuéné je vyznacena spoleénd ¢ast (vSimnéte si rozdila v id vrchold), tenké

neprerusované hrany pochazeji z grafu G, ¢arkované hrany z grafu H. (Zde

jsme nakreslili jeden z moznych vysledkt, ostatni se budou lisit tim, ktery
vrchol v grafu H je ve spole¢né ¢asti, pripadné otocenim nebo preklopenim
¢tyfahelniku.)

Vsechny operace predpokladaji, Ze dostanou korektni vstup — neni tedy napfi-
klad povoleno volat je s id neexistujiciho vrcholu nebo upravovat grafovou promén-
nou, do které jste jesté neprifadili, a podobné.

Vsechny grafové operace trvaji konstantni cas.

Abychom vam usnadnili ladéni programu, vytvorili jsme simuldtor grafového
pocitace. Najdete ho od zafi na webovych strankach olympiady.

Priklad 1: Tvorba cesty

Ukazeme, jak vytvorit cestu délky n. To je graf o n+ 1 vrcholech a n hranach,
ve kterém je kazdy vrchol spojen hranou s nasledujicim. Zajisté bychom cestu mohli
vytvaret postupné, naptiklad takto:

function cesta(n: Integer): Graph;

var
i, posledni, novy: Integer;
g: Graph;
begin
g := EmptyG;
posledni := AddV(g, 0);
for i := 1 to n do begin 0 1 2 3 4
novy := AddV(g, 0); *—o—o—0 0
AddE(g, posledni, novy, undef);
posledni := novy;
end;
cesta := g;
end;



Zac¢indme s jedingm vrcholem (mé id 1) a pak n-krét pfiddme novy vrchol a
hranu do néj. (Vrcholtim ddvédme znacky 0, hrandm nedefinované vahy, coz se bude
hodit pozdéji.) Cely postup tedy trva linedrné dlouho a vytvoii cestu zaéinajici
ve vrcholu s id 1 a konéici vrcholem s id n + 1. Neslo by to rychleji?

Predstavme si na chvilku, ze mame v g jiz ¢ast cesty, feknéme o k vrcholech.
Pomoci Join(g, g, none, none) vytvorime novy graf, ktery obsahuje dvé kopie
této cesty (jednu s id 1,...,k, druhou s id k + 1,...,2k). Staci tedy pfidat hranu
z k do k + 1 a mame cestu délky 2k. Toho vyuZijeme v nésledujicim (rekurzivnim)
feSeni tulohy:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
vysledek: Graph;
pulka: Integer;
begin
if n = 0 then begin { Cesta délky O je snadna }
vysledek := EmptyG;
AddV(vysledek, 0);
end else begin
{ Rekurzivné vytvofime cestu poloviéni délky }
pulka := (n-1) div 2;
vysledek := cesta(pulka);
{ Vyrobime 2 kopie a spojime je }
vysledek := Join(vysledek, vysledek, none, none);
AddE(vysledek, pulka+l, pulka+2, undef);
{ Kdyz polovina nevysla celoliseln&, pfidame jes3té& hranu }
if n mod 2 = 0 then begin
AddV(vysledek, 0);
AddE(vysledek, n, n+l, undef);

end 01 2 3 4 5 6 7 8
end; *—o—0—0 -0—0—0—0 0
cesta := vysledek;

end;

Pii kazdém rekurzivnim volani se n zmen$i alespon dvakrat, ¢asova sloZitost
tohoto Feseni je tedy O(logn).

Ukazeme jesté jedno TeSeni, tentokrat zalozené na spojovani cest za vrchol.
Budeme vytvaret cesty, jejichz pocatecni vrchol bude mit znacku 1, koncovy vrchol
znacku 2 a vSechny ostatni vrcholy undef. Kdyz chceme dvé cesty spojit do jedné,
preznacime koncovy vrchol prvni a pocateéni vrchol druhé na 3 a zavolame Join
s veq = value_defined. Tim zpisobime, Ze se vrcholy oznacené trojkou ztotozni
a vznikne cesta dvojndsobné délky (kdybychom misto value_defined pouzili va-
lue, ztotoznily by se i vnitini vrcholy cest, coz nechceme). Pak jesté odstranime
pomocnou znacku 3 a prepiSeme ji na undef. Program tentokrat pro jednoduchost
napiseme pouze pro n = 2*:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
g, tl, t2: Graph;
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begin

if n = 1 then begin (1) (3) (3) (2)
g := EmptyG; —o—o——0 | O—0—0—0—0
Adav(g, 1);

Addv(g, 2); 1

AddE(g, 1, 2, undef);
end else begin
tl := cesta(n div 2); (1) (3) (2)
t2 = t1;
ReplaceV(tl, 2, 3);
ReplaceV(t2, 1, 3);
g := Join(tl, t2, value_defined, any);
ReplaceV(g, 3, undef);
end;
cesta := g;
end;

Casova slozitost tohoto feseni je opét logaritmicka.

Priklad 2: Obchodni cestujici

Vsichni znadme vykutélené obchodniky. Prodéavaji kdovi co a nejradéji by, kdyby

Pfedstavme si takového obchodnika. Nyni se nachézi ve mésté (vrcholu) éislo 1.
Chce projet celou zemi (graf) po silnicich (hranach) tak, aby navstivil kazdé mésto
praveé jednou a pak se vratil domd. Navic pfi tom chce najezdit co nejméné, takze
by celkova vaha pouzitych hran méla byt co mozna nejmensi.

Na obvyklém pocitaci tento problém neumime vyfteSit v polynomidlnim case,
ale pokud mame k dispozici grafovy pocitac, pajde to velice efektivné.

Staci totiz vyrobit cyklus z n hran a funkci Find nalézt jeho nejlehci vyskyt
v grafu popisujicim mapu. Cyklus vytvorime tak, ze podle pfedchoziho ptikladu
vytvorime cestu o n — 1 hranach ocislovanou 1,...,n a poté spojime hranou jeji
prvni vrchol s poslednim. To bude trvat logaritmicky dlouho a funkce Find pak
konstantné. I program bude jednoduchy:

function cestujici(mapa: Graph): Graph;

var trasa: Graph;

begin
trasa := cesta(CountV(mapa)-1);
AddE(trasa, 1, CountV(mapa), undef);
cestujici := Find(mapa, trasa, any, any);

end;
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