60. ro¢nik Matematické olympiady — 2010/2011
Ulohy domdciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou prakticky zaméfené a vasim tikolem v nich je vytvo-
fit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou
tloh budete odevzdévat ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pristupné
na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde téz naleznete dalsi informace. Ode-
vzdand feSeni budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat
a vysledky vyhodnoceni se kratce po odevzdani dozvite. Pokud va$ program neziska
plny pocet bodt, mizete své feseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, vasim tikolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. ResSeni tlohy se tedy sklada z popisu navrzeného algoritmu,
zdivodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu ¢asové a pamétové sloZitosti. Sou-
Casti feSeni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokddu v tloze
P-1-3 a v jazyce grafového pocitace v tloze P-I-4. Sva feseni mizete odevzdat ve for-
mé souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani nebo zaslat postou na
adresu:

Matematicka olympiada — kategorie P
KSVI MFF UK

Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1

Reseni vsech tloh miZete odevzdavat do 15. listopadu 2010. Opravend Fese-
ni tloh a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach
olympiddy na adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace
o kategorii P.

P-I-1 Indiana a poklad

Po dlouhé a nebezpecné cesté plné dobrodruzstvi se koneéné pred Indianou
rozprostiel pohled na starodavné pohiebisté aztéckych kralt. Byl to hrob vedle hrobu
podél dlouhé cesty, nékteré se lisily vyskou, ale jinak byly stejné. Na prvnim kameni
byl néasledujici napis:

Jsi-li moudry, pochopis,
kde muj poklad nasel skrys.
Se zlou vsak se potaze,
kdo spatny hrob ukaze.

Vyklad téchto verst je prosty: pokud oteviete hrob s pokladem, tak tento
poklad ziskate, v opacném pfipadé neziskate nic a nejspis vas néco rozméackne. Verse
nastésti pokracovaly:

Kdo voli z prostfednich, neprohloupi,
pokud si nakonec nejvétsi koupi.



No a ted uz je jisté jasné i vam, kde se poklad nachdzi. Staci jen najit nejvétsi
z prostifednich vysek hrobu a poklad bude objeven.

Yv_ 2

Soutézni uloha:

Je zadana posloupnost N kladnych celych ¢isel vy, ve,...,vn a celé liché éis-
lo K. Vasim tkolem je najit maximum ze vsech mediant souvislych podposloupnosti
délky K. Median ziskate pro danou podposloupnost tak, Ze vSechna jeji ¢isla sefadite
podle velikosti a zvolite prostfedni prvek (tzn. (K + 1)/2-ty prvek). Napfiklad pro
posloupnost vysek hrobid 4,5,1,3,2,4 a K = 3, tak ziskate posloupnost mediant
4,3,2,3 a hledanym vysledkem je tedy ¢islo 4.

Format vstupu:

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek vstupu ob-
sahuje dvé celd ¢isla N a K, pocet hrobi a délku uvazovanych podposloupnosti,
1 <N 1000000 a1 < K <10000. Kazdy z nasledujicich N radkt obsahuje
vysku jednoho z hrobt (v pofadi vy,ve,...,vN). V¥Sky jsou pfirozend ¢isla mensi
nez 1000000 000. Muzete piedpokladat, Ze pro 40% vstupt plati K < 100.

Format vystupu:

Na standardni vystup vypiste jedno ¢islo, které je rovno maximu ze vSech
mediana souvislych tseka délky K v posloupnosti ¢isel zadanych na vstupu.

Priklad:

Vstup: Vystup:
6 3 4

4

5

1

3

2

4

P-I-2 Poklad podruhé

Poté co Indiana nasel nejvétsi z prostiednich hrob, zjistil, ze napis nebyl tplné
presny. Misto pokladu vSak byl pod kamenem jen vchod do dalsi chodby. Ta byla
vydlazdéna ¢tvercovymi dlazdicemi a hned na prvni dlazdici byl vyryty tento néapis:

Slapnes-li na kazdou z nas pravé jednou,
Tvé ruce nad hlavu poklady zvednou.

Tou hlavou v8ak zaplatit musis,
kdyz sestru s lebkou poskadlit zkusis.

Chodba méla na sitku presné 3 dlazdice a dlouhé byla, kam az oko dohlédlo.
Na nékterych z dlazdic byly namalované lebky, na jinych dlazdicich pak lezely sku-
tecéné lebky (pravdépodobné pfedchozich archeologit).

Indiana velmi rychle napis pochopil — musi na kazdou dlazdici (kromé téch
zakazanych) slapnout pravé jednou, jen tak vede cesta k pokladu. V tu chvili ale zacal
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litovat toho, Ze méa tak velké nohy. Af se snazil, jak chtél, nikdy se mu nepodaftilo
stoupnout jenom na jednu dlazdici, ale vzdycky stoupnul na dvé sousedni. To kol
samoziejmé zkomplikovalo.

SoutéZni tuloha:

Na vstupu je dana délka chodby N, tzn. chodbu tvori 3 x N dlazdic. Z téchto
dlazdic je K zakédzanych, na které Indiana nesmi vstoupit. Vasim tkolem je urcit,
kolika zptisoby lze tuto chodbu pokryt stopami velikosti 1 x 2 dlazdice tak, aby kazda
nezakazana dlazdice byla pokryta pravé jednou stopou a zaddna zakazana dlazdice
nebyla pokryta. Protoze vysledné ¢islo muze byt velmi velké, vypiste zbytek po déleni
tohoto ¢isla zadanym ¢islem L.

Format vstupu:

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Na prvnim fadku jsou za-
déna pfirozend ¢isla N, K a L, 1 < N < 10000000, 1 < K < min(3N — 1,1 000 000)
a2 < L <1000000. Nasleduje K tadku, priCemz na kazdém z nich je dvojice Cisel
X;aY,1<X,<3al<Y,; <N, které udavaji souradnice i-té zakdzané dlazdice.
Vzdy bude platit, ze Y7 < Y5 <--- <Ykg.

Muzete predpokladat, ze 20% vstupt bude spliiovat 1 < N < 40.

Format vystupu:

Na standardni vystup vypisté jediny rfadek, ktery obsahuje pocet moznosti,
kolika zptisoby 1ze chodbu pokryt. Toto ¢islo je uvedeno modulo L. VSimnéte si, ze
pro nékteré vstupy nemusi existovat zadné feSeni — v takovém pfipadé vypiste nulu.
Priklad:

Vstup: Vystup:
5 3 13 3
31

2
4

N =

P-I-3 Reka

Za devatero horami se nachazi rozsahly prales, kterym protéka dlouha reka.
I pfes svou obrovskou délku nem4 feka zadné pritoky a ani se nikde nerozvétvuje.

V pralese roste mnoho vzacnych druhti stromi, a proto neni divu, ze u feky
lezi dfevorubecké tabory. Vzdy, kdyz dfevorubci pokaci dostateéné mnozstvi stromi,
sestavi z nich vor a poslou ho dola po fece.

Kromé drevorubeckych tabori se u feky také nachazeji pily. Zaméstnanci kazdé
pily sleduji feku a kdyz k nim dorazi vor, odchyti ho a vSechno dfevo spotfebuji.
Obcas je pila zaviena kvuli adrzbé, v té dob€ ignoruje vory a nechava je plout dale
po Tece.

Zaméstnanctim pil vadi, ze nevédi dopredu, kdy maji ocekavat dodavku dieva
a zbytecné travi ¢as pozorovanim feky. Pomozte jim a napiste program, ktery jim
bude posilat upozornéni na blizici se zasilku dfeva.
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SoutéZni tuloha:

Reka m4 délku N kilometrt a pozice bodt na ni budeme oznacovat vzdalenosti
od pramene. V kazdém z bodi 1,..., N se nachazi bud dfevorubecky tédbor, nebo
pila. Umisténi pil na fece je dano na zacatku vypoctu. Vite, ze pil je pomérné mnoho
vzhledem k délce feky; muzete predpokladat, ze pocet pil P je fadové stejny jako
délka teky.

Vas program bude dostavat udélosti nasledujiciho typu: ,pila v bodé b zahajuje
adrzbu®, ,pila v bodé b je opét v provozu“ a ,z tdbora v bodé ¢ byl odeslan vor®.
Pro kazdy odeslany vor vas program odpovi, ve které pile bude zpracovan. Pred-
pokladejte, Ze feka tece natolik rychle, aby mezi odeslanim voru a jeho zachycenim
nebyla v zadné pile zahdjena ani ukoncena udrzba.

Format vstupu:

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje
prirozené ¢isla N, P a M, udavajici délku feky, pocet pil na fece a pocet udalosti
(1 <N <100000,1 < P<Nal<M <1000000). Na nasledujicich P fadcich
jsou popsany polohy pil: na i-tém z téchto fddkd se nachézi ¢islo n; (1 < n; <
N), udavajici, ze i-t4 pila se nachdzi ve vzdélenosti n; od pramene Feky. Mizete
predpokladat, ze 1 <n; <--- <np < N.

Dale nasleduje M tadkta popisujicich udalosti v chronologickém potradi. Na
kazdém z téchto nasledujicich fadkd se nachazi popis jedné udalosti:

® pismeno U nasledované mezerou a prirozenym
¢islem d (1 < d < N) — pila ve vzdélenosti d
od pramene zahajuje udrzbu. Muzete predpo-
kladat, ze ¢islo d je jedno z Cisel ny,...,np.

® pismeno K nasledované mezerou a prirozenym
¢islem d (1 < d < N) — pila ve vzdalenosti d od
pramene kond¢i udrzbu. Muzete predpokladat,

ze Cislo d je jedno z ¢isel nq,...,np. -
® pi V nésledované mezerou a prirozenym Piklad:
131 SIEno. 7 Hasie [ P y Vstup: Vystup:
Cislem ¢t (1 < t < N) — z tédbora ve vzdéle- 6309 9
nosti ¢ od pramene feky je odeslan vor. Mize- 5 .
te predpokladat, ze t je odlisné od vsech Cisel 4 6
niy...,np. 6 4
Format vystupu: Vi1 2
Program vypise na standardni vystup tolik rad- V3 0
ki, kolik vort bylo celkem odeslano. Kazdy fadek bude V5
obsahovat jedno celé ¢islo, které udava vzdalenost pily, U2
ktera zpracuje vor, od pramene feky. Pokud vor nebude V1
zpracovan zadnou pilou na fece, vypiste 0. 5 f
U6
V5




P-I-4 Grafovy poéitac

V leto$nim roc¢niku olympiady se budeme setkavat se specidlnim grafovym po-
¢itacem. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této tlohy je popséno, jak takovy
pocita¢ funguje a jak se programuje.

SoutéZni tloha

a) (5 bodi) Loukotové kolo je graf, ktery vznikne z cyklu o n
vrcholech pfiddnim jednoho vrcholu (osy) spojeného s kazdym vr-
cholem cyklu hranami (loukotémi). Loukotové kolo velikosti n mé
tedy n + 1 vrcholt a 2n hran.

Napiste funkci pro grafovy pocitac¢, kterd pro zadané n takové
kolo zkonstruuje. Na obrazku vpravo vidite piiklad takového kola
pron = 9.

b) (5 bodi) Méjme graf popisujici silniéni sit: vrcholy jsou mésta, hrany silnice
ohodnocené nezdpornymi vzdalenostmi v kilometrech. Silnice jsou propojeny pouze
ve méstech, vSechna ostatni kfizeni jsou mimoturoviiova. Bude nas zajimat, jakou
nejmensi vzdalenost musime ujet, abychom se dostali z mésta = do mésta y. Jinymi
slovy, mame v grafu nalézt cestu mezi x a y, na které bude celkovy soucet vah hran
nejmensi.

Napiste funkci pro grafovy pocitac, ktera dostane na vstupu graf silni¢ni sité a
identifikatory dvou rtznych vrchold z, y, a odpovi vzdalenosti mezi témito vrcholy.
Studijni text
Grafovy pocitac

Bézné pocitade poditaji s ¢isly. Zelezniéni inZeny¥i v Tazmanii si jednoho dne
vsimli, Ze vétSina problémi, které potiebuji fesit, se tyka graf. Proto béhem jedné
poledni prestavky vynalezli grafovou jednotku, kterd umi provadét vSechny bézné
operace s grafy, a to dokonce v konstantnim case. Sice zatim nevymysleli, jak ji se-
strojit, ale i tak si mizeme v tomto ro¢niku olympiady vyzkouset, jak se na takovém
grafovém pocitaci programuje.

Nejdrive definujme, s ¢im grafovy pocita¢ pracuje.

Graf si mZeme pfedstavovat tfeba jako body v roviné (tém budeme Fikat
vrcholy grafu), jejichz nékteré dvojice jsou spojeny hranou. Mize to tedy t¥eba
byt mapa Zelezni¢ni sité: vrcholy jsou zastavky, dvé zastavky jsou spojeny hranou,
pokud mezi nimi vede pfimé trat. Pokud se hrany kiizi, pfedpoklddame, Ze se jedna
o mimoturoviova kiizeni.

Receno formalng, graf je dvojice (V, E) takové, Ze V je libovolna koneénd mno-
Zina (jejim prvkim se ik vrcholy) a E je mnoZina neuspofadanych dvojic prvka
z V (tedy hran).

Upfesnéme jesté, ze mezi dvéma rtznymi vrcholy miize vést maximélné jedna
hrana a Ze nejsou povoleny hrany, jejichz obéma konci je tentyz vrchol.

Dale ke grafu muzeme piidat ohodnoceni. Vrcholim a hrandm muze byt pfi-
fazeno nezaporné celé ¢islo. V pfipadé hran muze znamenat napiiklad délku koleji,
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v pripadé vrcholi muze popisovat mytné, které se plati za prajezd. Nékdy jim ta-
ké mizeme znacit rizné vlastnosti: napriklad u naseho Zelezni¢niho prikladu miize
byt vrchol odpovidajici stanici ohodnocen jednickou, zatimco vrcholy v zastavkach
dvojkou.

Reprezentace grafu

Grafovy pocita¢ uklada grafy tak, Ze vrcholy jsou uréeny pfirozenymi ¢isly od 1
do poétu vrcholt. Témto ¢islim budeme fikat identifikdtory (zkracené id) vrchold.

Hrany budeme vZzdy identifikovat pomoci ¢isel vrcholl, které hrana spojuje.

Kazdy vrchol a kazd4 hrana maji své ohodnoceni. To ma bud hodnotu ne-
zdporného celého ¢isla nebo specidlni hodnotu undef (tzn. nedefinovéno). Aby se
to nepletlo, budeme ¢islim na hranach fikat vdhy hran, zatimco tém ve vrcholech
znacky vrcholi.

K programovani grafového pocitace pouzijeme bézny programovaci jazyk, na-
priklad Pascal nebo C, ktery rozsifime o nékolik datovych typu a funkci. Zde je
budeme ukazovat v syntaxi Pascalu, v C budou obdobné.

Datové typy

e Typ Graph — do tohoto typu se da ulozit jeden (cely, libovolné velky) graf.
Mezi proménnymi a hodnotami tohoto typu funguje obvyklé pfifazovani
a porovnavani na rovnost.

e Typ Value popisuje ohodnoceni vrcholu nebo hrany. Lze do néj ukla-
dat nezaporna celad ¢isla a konstantu undef. Hodnoty tohoto typu rtzné
od undef jsou kompatibilni s pascalskym typem Integer, v pfipadé ja-
zyka C s typem int.

Operace se strukturou grafu

¢ Konstanta EmptyG. V této konstanté je ulozen prazdny graf. To je takovy,
ktery nemé zadné vrcholy (tedy ani hrany).

® Funkce AddV (G, z) prida do grafu G novy vrchol ohodnoceny znackou z.
Do pfidaného vrcholu zatim nevedou zadné hrany. Novy vrchol bude za-
fazen jako posledni, tedy jeho id bude nejvyssi. Funkce vraci toto id.

® ProceduraDelV(G, id) smaze vrchol s danym id. Zbyvajici vrcholy ,srazi
doleva“, aby nevznikla dira (tedy, z id + 1 se stane id, z id + 2 se stane
id + 1, atd.). Zaroveri odstrani vSechny hrany, které koncily ve smazaném
vrcholu.

® Procedura AddE(G, x, y, w) vytvori hranu mezi vrcholy s id x a v,
ohodnocenou vahou w. Hrana nesmi pred volanim této procedury existo-
vat.

® Procedura DelE(G, x, y) odstrani hranu mezi vrcholy = a y (nesmi byt
voldna, pokud hrana neexistuje).

® Funkce TestE(G, x, y) zjisti, jestli mezi vrcholy = a y vede hrana.

Manipulace s ohodnocenim

e Funkce GetV(G, id) vraci znacku zadaného vrcholu.
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® Procedura SetV(G, id, z) nastavi znacku zadaného vrcholu.

® Procedura SetA11V(G, z) ji nastavi vSsem vrcholim grafu.

® Procedura ReplaceV(G, zold, znew) vSem vrcholim, které mély znacku
zold, ji zméni na znew.

® Obdobné funguji GetE(G, x, y), SetE(G, x, y, w), SetA11lE(G, w) a
ReplaceE(G, wold, wnew).Pracujis vahami hran misto znacek vrchola.
Pro identifikaci hrany se pouzivaji id vrcholi x a y, mezi kterymi vede.
Procedura SetE hranu zalozi, pokud jesté neexistuje.

Statistické funkce

e Funkce CountV(G) odpovi, kolik vrcholi se nachézi v grafu.

® Funkce SumV(G) vraci soucet znacek vSech vrcholl, pfi¢emz undef se po-
¢ita jako 0. Pokud graf neméa zadné vrcholy, vraci 0.

e Funkce CountE(G) a SumE(G) funguji obdobné pro hrany a jejich vahy.

Globalni operace

® Funkce Iso(G, H, veq, eeq) zjisti, jestli jsou grafy G a H isomorfni.
Isomorfismem myslime, Ze lze jednomu z grafu precislovat vrcholy tak,
aby se shodoval s druhym grafem. Dva grafy jsou shodné, pokud maji
stejné mnoziny vrcholtl i hran; navic se jim musi shodovat znacky vrcholi
a vahy hran podle toho, jak ur¢uji parametry veg (pro vrcholy) a eeq (pro
hrany). Tyto parametry mohou nabyvat nasledujicich hodnot:

* any — libovolné dva vrcholy /hrany se rovnaji (na ohodnoceni
se nehledi).

* value — odpovidajici si vrcholy/hrany museji mit stejné ohod-
noceni. Hodnotu undef ale povaZujeme za ,7olika,“ ktery se
rovnd libovolné hodnoté.

* value_strict — vrcholy/hrany museji mit stejné ohodnoceni,
undef se rovna jen undefu.

* value_defined — vrcholy/hrany museji mit stejné ohodnoce-
ni, ale undef se nerovnd ni¢emu, ani undefu.

* id — vrcholy museji mit stejnd id (toto lze aplikovat jen na vr-
choly, nebot hrany nemaji id). Jinymi slovy, zakazujeme pfe-
¢islovavat vrcholy, ale na jejich ohodnoceni nehledime.

* none — zadné dva vrcholy/hrany nejsou identické. A¢ to vypa-
da neuzitecné, tuto moznost pouzijeme v dalsich funkcich.

Jak isomorfismus funguje, je vidét na nasledujicim obrazku. Cisla pied z4-
vorkami jsou id vrchold, v zévorkéch jejich znacky (otaznik zna¢i undef).
Vsechny hrany maji vahu undef. Grafy jsou isomorfni (¢drkované Gary
ukazuji, ktery vrchol odpovidé kterému), pokud veq nastavime na value
nebo any a eeq na any, value nebo value_strict. V ostatnich pifipadech
isomorfni nejsou.



e Funkce Find(G, H, veq, eeq) najde podgraf grafu G (tedy takovy graf,
ktery lze ziskat z G odstranénim nékterych vrcholt a hran) isomorfni
s grafem H. Vysledkem funkce bude tento podgraf, pficemz vrcholy bu-
dou oc¢islované podle grafu H a ohodnoceni vrcholi a hran bude pochézet
z grafu G. Pokud hledany podgraf neexistuje, funkce vrati EmptyG. Para-
metry veq a eeq urcuji stejné jako u funkce Iso, jak se chova isomorfismus.
Pokud existuje vice isomorfnich podgrafi, funkce Find nalezne nejlehéi
z nich (takovy, ktery mé nejmensi soucet vah hran, jak by ho spocitala
funkce SumE). Pokud i tak existuje vice feSeni, Find vréti libovolné z nich.

® Funkce Common(G, H, veq, eeq) najde nejvétsi spolecny podgraf graft
G a H. Pfesnéji, najde graf, ktery je isomorfni (podle veq a eeq) s nékterym
podgrafem G i nékterym podgrafem H. Ze vSech moznych FeSeni si navic
vybere takové, které ma nejvétsi mozny pocet vrcholtl, a z takovych pak
to s nejvétsim poctem hran. Pokud i téch je vice, vybere si libovolné.
Vysledny graf bude mit id vrcholi ve stejném potradi, jako je mél odpo-
vidajici podgraf v G (jen ,srazend k sobé&“). Ohodnoceni vrcholti a hran
bude také zdédéno z grafu G.

Dvojice grafi na piedchozim obrizku ma nejvétsi spoleény podgraf pii
veq = value obtazeny tu¢né. Carkované je naznaceno jedno z moznych
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prifazeni vrcholi. Pii veq = any pfibude do spole¢né ¢asti jesté vrchol 5
a teckovand hrana {3, 4} nalevo, kterd muze odpovidat kterékoliv z hran
{1,5}, {1,6} a {1, 7} napravo.

Funkce Join(G, H, veq, eeq) slouci grafy G a H. Muzete si to pfed-
stavit tak, ze je ,slepi za jejich nejvétsi spoleény podgraf.“ Udéla to tak,
Ze nejprve nalezne nejvétsi spoleény podgraf (tak jako ve funkci Common),
pak k nému doplni zbyvajici vrcholy grafu G a nakonec vrcholy grafu H
(id vrcholt vysledného grafu tedy budou v tomto poradi). Hrany, véhy a
znacky pritom zdédi z obou grafi, pricemz pokud se néjaky vrchol nebo
hrana vyskytuji v obou grafech, ¥idi se ohodnocenim z grafu G.

Join grafa z predchoziho obrazku vypada néasledovné:

(3) .e6(7)
t--e7(8)
e 8(9)

veq = value

Tuéné je vyznacena spolefnd ¢ast (v8imnéte si rozdil v id vrcholi), tenké
nepreruSované hrany pochazeji z grafu G, ¢arkované hrany z grafu H. (Zde
jsme nakreslili jeden z moznych vysledkt, ostatni se budou lisit tim, ktery
vrchol v grafu H je ve spolecné ¢asti, pripadné otoc¢enim nebo preklopenim
¢tyfahelniku.)

Vsechny operace predpokladaji, ze dostanou korektni vstup — neni tedy napfi-

klad povoleno volat je s id neexistujiciho vrcholu nebo upravovat grafovou promén-

nou, do které jste jesté neprifadili, a podobné.

Vsechny grafové operace trvaji konstantni cas.

Abychom vam usnadnili ladéni programu, vytvorili jsme simuldtor grafového
pocitace. Najdete ho od zafi na webovych strankach olympiady.

Priklad 1: Tvorba cesty
Ukéazeme, jak vytvorit cestu délky n. To je graf o n+ 1 vrcholech a n hranéach,

ve kterém je kazdy vrchol spojen hranou s nasledujicim. Zajisté bychom cestu mohli

vytvaret postupné, napriklad takto:

function cesta(n: Integer): Graph;
var

i, posledni, novy: Integer;

g: Graph;



begin

g := EmptyG;

posledni := AddV(g, 0);

for i := 1 to n do begin 0 1 2 3 4
novy := AddV(g, 0); *—o——0 0

AddE(g, posledni, novy, undef);
posledni := novy;
end;
cesta := g;
end;

Zac¢indme s jedingm vrcholem (mé id 1) a pak n-krat pfiddme novy vrchol a
hranu do néj. (Vrcholtim ddvédme znacky 0, hrandm nedefinované vahy, coz se bude
hodit pozdéji.) Cely postup tedy trvéa linedrné dlouho a vytvoii cestu zacinajici
ve vrcholu s id 1 a konéici vrcholem s id n + 1. Neslo by to rychleji?

Predstavme si na chvilku, ze mame v g jiz ¢ast cesty, feknéme o k vrcholech.
Pomoci Join(g, g, none, none) vytvorime novy graf, ktery obsahuje dvé kopie
této cesty (jednu s id 1,...,k, druhou s id k + 1,...,2k). Staél tedy ptidat hranu
z k do k + 1 a mame cestu délky 2k. Toho vyuZijeme v nésledujicim (rekurzivnim)
feSeni ulohy:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
vysledek: Graph;
pulka: Integer;
begin
if n = O then begin { Cesta délky O je snadna }
vysledek := EmptyG;
AddV(vysledek, 0);
end else begin
{ Rekurzivné vytvofime cestu poloviéni délky }
pulka := (n-1) div 2;
vysledek := cesta(pulka);
{ Vyrobime 2 kopie a spojime je }
vysledek := Join(vysledek, vysledek, none, none);
AddE(vysledek, pulka+l, pulka+2, undef);
{ Kdyz polovina nevysla celoliseln&, pfidame jeZté& hranu }
if n mod 2 = 0 then begin
AddV(vysledek, 0);
AddE(vysledek, n, n+l, undef);

end 01 2 3 4 5 6 7 8
end; *—o—0—0 -0—0—0—0 0
cesta := vysledek;

end;

Pri kazdém rekurzivnim volani se n zmensi alespon dvakrat, ¢asova slozitost
tohoto FeSeni je tedy O(logn).

Ukazeme jesté jedno TeSeni, tentokrat zalozené na spojovani cest za vrchol.
Budeme vytvaret cesty, jejichz pocatecni vrchol bude mit znacku 1, koncovy vrchol
znacku 2 a vSechny ostatni vrcholy undef. Kdyz chceme dvé cesty spojit do jedné,
preznacime koncovy vrchol prvni a pocatecni vrchol druhé na 3 a zavolame Join
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s veq = value_defined. Tim zpusobime, Ze se vrcholy oznacené trojkou ztotozni a
vznikne cesta dvojnasobné délky (kdybychom misto value_defined pouzili value,
ztotoznily by se i vnitfni vrcholy cest, coz nechceme). Pak jesté odstranime pomoc-
nou znacku 3 a prepiSeme ji na undef. Program tentokrat pro jednoduchost napiseme
pouze pro n = 2F:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
g, tl, t2: Graph;

pegn (1) 3 6 (2)

if n = 1 then begin

g := EmptyG; *—o—0——0 | o6—0—0—0—0

Addv(g, 1);

Addv(g, 2); l

AddE(g, 1, 2, undef); *—o—o0—o0—0—0—0—0—9o
end else begin

t1 := ces%a(n div 2); (1) (3) (2)

t2 = ti;

ReplaceV(tl, 2, 3);
ReplaceV(t2, 1, 3);
g := Join(tl, t2, value_defined, any);
ReplaceV(g, 3, undef);
end;
cesta := g;
end;

Casova slozitost tohoto feseni je opét logaritmicka.

Priklad 2: Obchodni cestujici

Vsichni zndme vykutéalené obchodniky. Prodavaji kdovi co a nejradéji by, kdyby

Pfedstavme si takového obchodnika. Nyni se nachzi ve mésté (vrcholu) &islo 1.
Chce projet celou zemi (graf) po silnicich (hranach) tak, aby navstivil kazdé mésto
pravé jednou a pak se vratil domt. Navic pri tom chce najezdit co nejméné, takze
by celkova vaha pouzitych hran méla byt co mozna nejmensi.

Na obvyklém pocitaci tento problém neumime vyresit v polynomidlnim case,
ale pokud méame k dispozici grafovy pocita¢, pujde to velice efektivneé.

Staéi totiz vyrobit cyklus z n hran a funkci Find nalézt jeho nejlehéi vyskyt
v grafu popisujicim mapu. Cyklus vytvorime tak, Ze podle ptredchoziho ptikladu
vytvorime cestu o m — 1 hranach ocislovanou 1,...,n a poté spojime hranou jeji
prvni vrchol s poslednim. To bude trvat logaritmicky dlouho a funkce Find pak
konstantné. I program bude jednoduchy:

function cestujici(mapa: Graph): Graph;

var trasa: Graph;

begin
trasa := cesta(CountV(mapa)-1);
AddE(trasa, 1, CountV(mapa), undef);
cestujici := Find(mapa, trasa, any, any);

end;
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