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P-1I11-4 Mravenci

V této tloze mame spocitat zbytek, ktery dava jakési velké ¢islo po déleni ¢islem
M = 10° + 9. Nejprve si proto pfipomeneme ziklady pocitani se zbytky.

Méjme dvé celd ¢isla A a B. Cisla miizeme jednoznaéné zapsat ve tvaru A =
a1M+ag a B = b1 M +bg, kde ¢isla ag, a1, bg, b1 jsou celd a 0 < ag,bg < M. Hodnoty
ap a by jsou zbytky, které dévaji ¢isla A a B po déleni ¢islem M. VSimnéte si, ze
A+ B = (a1 + b1)M + (ao + bo) a AB = (a1b1M + a1bg + a0b1)M + agbg. Proto
plati: A+ B dava po déleni ¢islem M stejny zbytek jako ag+by a AB déva po déleni
¢islem M stejny zbytek jako agbg.

Uvedené pozorovani ndm v feSeni tlohy umozni vyhnout se velkym c¢islim —
budeme podle potieby séitat, od¢itat a nasobit a kdykoliv pfi tom néjakd pribézna
hodnota prekroc¢i M, miZzeme misto ni dale pracovat jenom se zbytkem po déleni M.
Pro vétsi prehlednost nebudeme tuto tpravu v feSeni nadale zapisovat. Kdyz tedy
napiiklad uvedeme v feSeni ,do c¢ pififad a + b, myslime tim ,do ¢ pfifad ((a +
b) mod M).“

Zakladni dynamické programovani

Budeme urcovat pocet rznych cest vedoucich z bodu (0,0) na vSechna ostatni
mista m¥izky. Podet cest vedoucich do mista (r, s) oznacime f(r,s).

Pokud (r, s) lezi vné nasi mfizky, nelze se tam vibec dostat a proto f(r,s) = 0.
Podobné f(r, s) = 0 pro body, kde je umisténa prekazka. Pro ostatni mista mtizeme
postupovat nasledovné: KdyZ chceme jit na (r, s), mizeme tam pfijit z (r—1, s) nebo
z (r,s—1). Cesty vedouci pfes tato mista jsou jisté navzajem odlisné, takze prislusné
pocty cest staci jednoduse seéist. Plati tedy f(r,s) = f(r —1,s) + f(r,s — 1).

Popsanym zptisobem kazdou mapu vyfesime s ¢asovou slozitosti O(RS), do-
stavame tudiz feSeni s celkovou ¢asovou slozitost! O(NRS), kde R a S jsou rozméry
miizky a IV pocet mfizek na vstupu.

Cesty bez prekazek

Nékdy nebyva Spatné podivat se na tlohu z opacného konce. Prekazky zpu-
sobuji, ze nékteré cesty nejsou pouzitelné. Proto nejprve spocitdme vSechny cesty
vedouci na (r, s) bez ohledu na piekdzky a nasledné odeéteme nepouzitelné cesty.

Oznacme c(r, s) pocet cest z (0,0) do (r, s), kdyZ neuvazujeme zadné prekazky.
Kazda cesta, kterd urazi v jednom smeéru vzdalenost r a ve druhém vzdalenost s, se
jisté sklada presné z r+s krokt. Kdyz chceme vybrat jednu konkrétni z takovych cest,
musime zvolit, kterych r z uvazovanych r + s krokti povede smérem dolt. Kazdému
moznému vybéru odpovida pravé jedna cesta, a proto plati ¢(r, s) = (Tj:s).

Pozdéji si ukazeme, jak lze tuto hodnotu rychle spocitat. Dodefinujme jesté
¢(r,s) =0, jestlize r < 0 nebo s < 0.



Inkluze a exkluze

Piedstavte si nyni, Ze mame pravé jednu pfekdzku, a to na soufadnicich (11, s1).
Celkovy pocet cest vedoucich pfes tuto pfekazku bude c(r1,s1) - ¢(R — 11,5 — s1),
jelikoz mame ¢(r1, s1) zpusobt, jak se dostat z (0,0) k prekazce, a nasledné c¢(R —
r1,S — s1) zpusobt, jak pokracovat v cesté déle.

Pocet vSech cest, které pfes tuto prekdzku nevedou, uréime tak, ze od ¢(R, S)
odeCteme pocet cest, které pres prekazku vedou.

Nasleduje jedno dulezité pozorovdni: Mame-li libovolny pocet prekazek, mt-
zeme je uspoiadat podle hodnoty r; + s;. Jinymi slovy, ve zbytku feseni mizeme
predpokladat, Zze plati ry + s1 < ro + so < .... Potom kazda cesta, kterd prochézi
prekazkou ¢islo ¢, maze predtim prochazet jen pres prekazky s ¢isly mensimi nez i.
Pro¢ tomu tak je? Jednoduse proto, ze kazdym krokem se o 1 zvysi soucet obou
soufadnic mista, na némz pravé stojime. Kazdé policko, pres které jsme dosud sli,
ma tedy mensi soucet soufadnic nez to, kde pravé jsme.

Vratme se k feSeni ptivodni tilohy. Co kdyby byly piekdzky pravé dvé: na (rq, s1)
ana (rz, $2)? V souladu s uvedenym pozorovanim predpoklddame, ze 1 +s1 < ro+sa.

Vsech cest je ¢(R, S). Od nich odecteme cesty, které vedou pies prvni prekazku,
téch je ¢(r1,$1) - ¢(R — r1,S — s1). Nasledné odeéteme také cesty, které vedou pres
druhou prekdzku, téch je c(rq,s2) - ¢(R — 12, S — s2). JeSté ale nemame spravny
vysledek. Cesty, které vedou postupné pres obé prekazky, jsme totiz odecetli dvakrat.
Abychom dostali spravny vysledek, musime zjistit, kolik existuje takovych cest, a
tento pocet k aktualnimu vysledku zase zpatky pri¢ist. To je ale snadné: cest, které
postupné prochézeji ptes (r1, s1) a (12, s2), je ¢(r1, $1) - c(ra—7r1, 82 —81)-¢(R—r9, S —
s2). Diky tomu, jak jsme dodefinovali ¢ pro zdporné vstupy, tento vztah funguje i
v piipadech, Ze takové cesty neexistuji.

Uvedené tvahy pro jednu a dvé prekazky muzeme zobecnit i pro vice prekazek,
¢imz dostaneme tzv. princip inkluze a exkluze.

Necht p(X) je pocet cest, které vedou pres kazdou prekdzku z mnoZiny X
(a moZnd i pfes jiné pfekazky). Pro libovolnou mnozinu X dokéZeme tento pocet
spo¢itat v ¢ase tmérném |X|: stac¢i vynasobit pocet cest z (0,0) k prvni prekazce,
pocet cest od prvni prekazky ke druhé, atd., az pocet cest od posledni prekazky na
misto (R, S).

Abychom dostali spravny vysledek tlohy, potfebujeme vzit vSechny cesty. Od
nich odec¢teme cesty vedouci pres libovolnou jednu piekazku, ptricteme cesty vedou-
ci pres dvojice prekazek, zase odeCteme cesty pres trojice prekazek, atd. Struéné
to muzeme zapsat nasledovné: Hledany pocet cest je roven souctu vSech hodnot
(—1)XIp(X), kde s¢itame pies viechna X C {1,2,..., K}.

Implementaci tohoto vztahu dostavame feseni, které dokaze libovolnou miizku
s K prekazkami vyhodnotit v ¢ase O(K - 25) — za predpokladu, ze mé k dispozici
v8echna potfebna kombinac¢ni ¢isla.



Vzorové reSeni, prvni ¢ast

Oznac¢me z(i) poCet zpisobt, jak se lze dostat k prekazce i tak, abychom nesli
pres zadnou piekizku s ¢islem mensSim nez i.

Urcité plati z(1) = ¢(r1,s1) — cesta k prvni piekdzce jisté nemize prechézet
pres jiné prekazky, proto kazdd mozna cesta je dobra.

Piedpokladejme nyni, Ze uz zndme hodnoty z(1) az z(k—1). Jak uréit hodnotu
z(k)? VSechny cesty vedouci k prekazce k mizeme rozdélit do nasledujicich navzdjem
disjunktnich mnozin:

1. Cesty, které vedou pres prekazku 1.
2. Cesty, které nevedou pies prekazku 1 a vedou pies prekazku 2.
3. Cesty, které nevedou pres prekdzky 1 ani 2 a vedou pres piekazku 3.

k. Cesty, které nevedou pres zaddnou z prekazek 1 az k — 1.

Vsech cest k prekazce k je celkem c(ry,sx). VSimnéte si cest i-tého z vyse
uvedenych typi (pro néjaké i < k). Kolik jich je? Mame z(i) zpusobi, jak se lze
dostat k i-té pfekazce, aniz bychom pfesli pies nékterou z pfedchazejicich, a c(ry, —
ri, Sk — S;) zpusobt, jak se dostat odtamtud uZ libovolnou cestou ke k-té prekazce.
Proto plati:

z(k) = c(rg, sk) — Zz(z) cc(ry —ri, Sk — Si).

i<k

Kdy?z uz znadme hodnoty z(7), analogickou tivahou bychom mohli spoé¢itat pocet
cest, které neprochézeji zadnou prekazkou. Pfi implementaci si pomtzeme jednodu-
chym trikem: pfidame pfekdzku ¢islo K 41 na soufadnice (R, S). Potom jako z(K +1)
dostaneme presné pocet hledanych cest.

Toto feSeni zpracuje jednu miizku v ase O(K?) — opét za predpokladu, Ze
mame k dispozici vSechna potfebna kombinaéni ¢isla.

(PFfed)po¢itani kombinaénich Eisel

Jednou moznosti je spocitat si vSechna potfebna kombinacni ¢isla pomoci vzor-
ce (Zi}) =(9+ (bil) nebo jinak feceno pomoci Pascalova trojihelnika. Kombinacéni
Cisla se neméni, spocitame je jednou na zacatku vypoctu programu a nasledné je mu-
zeme vyuzivat béhem celého vypoctu.

Nejjednodussi je ulozit si je do dvojrozmérného pole. P¥i paméfovém limitu
64 MB se nam vejde do paméti priblizné 16 miliond celych ¢isel, coz odpovida zhruba
tabulce 4 000 x 4 000.

Sikovnéjsi feSeni je zaloZeno na pozorovani, Ze vétsinu kombinaénich ¢isel nikdy
nevyuzijeme. Lepsi tedy bude nejprve nacist cely vstup a zjistit, kterd kombinac¢ni
¢isla potrebovat budeme. Nasledné budeme kombinacni ¢isla pocitat pomoci vy-
Se uvedeného vztahu a vzdy, kdyz narazime na takové, které potiebujeme, si jeho
hodnotu zapamatujeme. Pomoci tohoto triku bylo mozné ziskat alespon 13 bodi.

3



Jinou moznosti (kterd navic postacovala i na testovaci vstup 14) je pocitani
hodnot (Z) pomoci jejich prvociselného rozkladu: pro libovolné prvoéislo p snadno
spocitame, kolikrat déli kazdé z ¢isel al, b! a (a — b)!.

Déleni modulo M

Kombinacni ¢isla mtZzeme pocitat i pfimo podle vzorce (Z) = #ib)!. Problém
tohoto pristupu spociva v déleni. Zatimco scitat, odcitat a nasobit modulo M je
snadné, s délenim to neni tak jasné. Déleni pfi operacich se zbytky obecné nemusi
fungovat. Napiiklad ¢isla 12 a 22 ddvaji po déleni ¢islem 10 stejny zbytek, ale 12/2 =
6 a 22/2 = 11 uZ stejny zbytek nedévaji. Pokud poéitdme modulo 10, pak naptiklad
¢islo 7 viibec nedokazeme vydélit dvéma — tedy neexistuje takové z, aby 2z davalo
stejny zbytek jako 7.

V nasi situaci jsme na tom ale dobfe, jelikoz ¢islo M je prvodislo. A v takovém
pripadé umime ,délit“? tzn. ke kazdému a a kazdému b (takovému, ze 0 < b < M)
existuje pravé jeden mozny zbytek x takovy, Ze bx = a (mod M). Pro¢ tomu tak
je? Uvazujme hodnoty 0, b, 2b, ..., (M —1)b. Z4dné dvé z téchto hodnot nemohou po
déleni M dévat stejny zbytek, nebot potom by M délilo jejich rozdil (j — i)b. To ale
nemize, jelikoz oba ¢initelé jsou mensi nez M a zaroven M je prvocislo. Specialné
tedy ke kazdému b existuje pravé jedno z takové, ze bx = 1 (mod M). Toto =
budeme nazjvat inverznim prvkem k b a budeme ho znacit b—1.

Nyni snadno zjistime, ze plati: jestlize a/b je celé ¢islo, pak davd po déleni
¢islem M stejny zbytek jako a - b~!. Kdyz tedy potiebujeme znat hodnotu (Z) mo-
dulo M, zjistime ji jako (a!- (b1)™1 - ((a — b)!)71).

Pokud si spo¢itdme pro kazdé n z rozsahu od 1 do 100 000 hodnoty n! a (n!)~?,
dokazeme pak urcit libovolné potfebné kombinacni ¢islo v konstantnim case.

Inverzni prvky

Jakym zptsobem najdeme inverzni prvek k danému ¢islu b7 Muzeme pouzit na-
priklad rozsiteny Euklidav algoritmus, kde hledame néjaké celociselné feseni rovnice
bx+ My = 1. Jinou, jednodussi moznosti je pouzit malou Fermatovu vétu. Ta fika, ze
kdyz M je prvoéislo, potom pro libovolné b (0 < b < M) plati ¥~ =1 (mod M).
No a b~ miizeme piepsat jako b-b™ ~2, odkud jiz vidime, Ze inverznim prvkem k b
je =2 mod M. Tuto hodnotu dokéZeme spocitat Sikovnym umociiovanim v ¢ase
O(log M).

Celé vzorové reSeni

Zacfneme tim, ze pro kazdé n spocitdme hodnotu n! mod M a pomoci malé
Fermatovy véty k ni uréime inverzni prvek. Nasledné postupné zpracovavame miizky
ze vstupu s vyuzitim postupu zaloZeného na poéitdni ¢&isel z(i). Toto FeSeni ma
¢asovou slozitost O((R + S)log M + NK?).

#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cstdio>
using namespace std;



long long modexp(long long number, long long power, long long modulus) {
if (power==0) return 1LL % modulus;
if (power==1) return number 7% modulus;
long long tmp = modexp(number,power/2,modulus) ;
tmp = (tmp*tmp) % modulus;
if (power&l) tmp = (tmp*number) % modulus;
return tmp;

}

bool distless(const pair<int,int> &A, const pair<int,int> &B) {
return A.first + A.second < B.first + B.second;

}

int main() {
int R, S, N, K, P=1000000009;
scanf ("%d%d%d", &R, &S, &N);

vector<int> fact(R+S+2);

fact[0]=fact[1]=1;

for (int i=2; i<R+S+2; ++i) fact[i] = (ILL * fact[i-1] * i) % P;
vector<int> inverse(R+S+2);

for (int i=0; i<R+S+2; ++i) inverse[i] = modexp(fact[i], P-2, P);

while (N--) {
scanf ("%d", &K);

vector< pair<int,int> > prekazky;

for (int k=0; k<K; ++k) {
int x, y;
scanf ("}d%d",&x, &y);
prekazky.push_back(make_pair(x, y));

¥

prekazky.push_back(make_pair(R, S));

sort (prekazky.begin(), prekazky.end(), distless);

vector<long long> G(K+1);
for (int k=0; k<=K; ++k) {
int dx = prekazky([k].first, dy = prekazkyl[k].second;
G[k] = (((1LL * fact[dx+dy] * inverse[dx]) 7% P) * inverseldyl) % P;
}
for (int k=0; k<K; ++k)
for (int 1=k+1; 1<=K; ++1) {
int dx = prekazky[l].first - prekazky[k].first,
dy = prekazky[l].second - prekazky[k].second;
if (dx<0 || dy<0) continue;
long long C = (((1LL * fact[dx+dy] * inverse[dx]) ’ P) * inverseldyl) % P;
G[1] -= G[kx] * C;

G[1] %= P;
if (G[1] < 0) G[1] += P;
}
printf ("%Ld\n", GI[K1);
}
return O;
}



P-I11-5 Hurikan

Je ziejmé, Ze kiribatské ostrovy a aktualné stojici mosty mezi nimi tvori neori-
entovany graf. Kdyz spadne néktery z mostd, z grafu zmizi prislusna hrana.

Mezi vrcholy, které tvori jednu komponentu souvislosti grafu, existuje spojeni
po mostech. Potfebujeme zabezpedcit dostatek prevoznikti na dopravu mezi riaznymi
komponentami. Ma-li graf S komponent, nejmensi postacujici pocet prevozniki je
S — 1 (budou napiiklad jezdit mezi prvni komponentou a vSemi ostatnimi). Proto
nam staci zjistit pro kazdy den, z kolika komponent souvislosti se sklada graf.
Pfimocaré Feseni

Pocet komponent grafu lze urcit prohledavanim do hloubky nebo do sitky.
Zacéneme v prvnim vrcholu a postupné obarvujeme vSechny vrcholy, do nichz se da
z ného dostat. Pokud ztistaly néjaké neobarvené vrcholy, néktery z nich si vybereme
a zacneme z ného znovu prohledavat dalsi komponentu. Tento postup opakujeme,
dokud neobarvime cely graf. Pocet komponent je uren tim, kolikrat jsme museli
zacit prohledavat.

Na popsaném principu je zalozeno jednoduché feseni tlohy: postupné pro kaz-
dy den odstranime z grafu hranu odpovidajici tomu mostu, ktery pravé spadl, a
prohledavanim zjistime aktudlni pocet komponent souvislosti. To znamena, Ze po-
tfebujeme (K + 1)-krat prohledat cely graf. Casova slozitost tohoto feseni je proto
O(K - (M + N)).

Vypocéet odzadu

Podivejme se nyni na tlohu od konce. Za¢neme s grafem, v némz chybi vSech
K mosti s poruSenou statikou. Budeme postupovat od posledniho dne k prvnimu a
postupné pridavat mosty do grafu. Zatim je toto feSeni stejné dobré jako to pred-
chézejici, jenom dostavame vysledky v opa¢ném poradi.

Pfiddnim hrany do grafu se mohou dvé komponenty spojit do jedné (pokud
tato hrana vedla mezi vrcholy z dvou riznych komponent), nebo se rozdéleni na
komponenty viibec nezméni (pokud hrana vedla mezi dvéma vrcholy téze kompo-
nenty). Pro ziskani rychlejsiho feSeni budeme proto potfebovat datovou strukturu,
kterd nam umozni efektivné zjistovat, zda jsou dva vrcholy ve stejné komponentés, a
také spojovat dvojice komponent.

Union-Find

Na chvili ted zapomeneme, Ze se jedna o graf, a budeme FeSit obecndgjsi tlohu.
Komponentu nazveme mnozinou, jeji vrcholy budou prvky této mnoziny. Mnozinu
prvki si budeme reprezentovat stromem. Zavésime ho za koten, ktery oznacime jako
reprezentanta mnoziny. Z ostatnich prvkd mnoziny vede vzdy jedna hrana smérem
nahoru, do nadrizeného prvku. Nadfizeny prvek je blize ke kofeni nebo je to dokonce
kofen stromu.

Kdyz vyjdeme z libovolného prvku mnoziny a budeme prochazet v hierarchii
stale vySe (vzdy do nadfizeného prvku), musime skoncit v reprezentantovi mnoziny.
To znamena, Ze dva prvky patii do stejné mnoziny pravé tehdy, kdyz uvedenym
postupem z obou dojdeme do téhoz reprezentanta.
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Dvé mnoziny slouc¢ime do jedné tak, ze reprezentanta jedné z nich zavésime
pod reprezentanta druhé mnoziny (nastavime mu ho jako nadfizeného).

Spojovanim mnozin mohou vznikat dlouhé fetézce prvki. V takovém piipadé
bude mit hledani reprezentantii az linedrni ¢asovou slozitost vzhledem k velikosti
mnoziny. Ukazeme si dvé apravy, které nam prinesou zrychleni.

P1i slucovani dvou mnozin zavésime vzdy strom s mensi hloubkou pod hlubsi
strom. To zajisti, Zze vznikajici stromy budou mit hloubku fadové logaritmickou
vzhledem k poc¢tu prvkid. Dalsi moznosti je zvolit si vzdy ndhodné, ktery strom
zavésime pod ktery. Potom budou také v praimérném pripadé vznikat stromy s malou
hloubkou.

Druhjm trikem je komprese cesty. Po nalezeni reprezentanta ho nastavime vSem
prvklim, jimiz jsme cestou nahoru prosli, jako jejich pfimého nad¥izeného.

Pomoci pokrocilejsich matematickych metod lze dokazat, Ze primérna casova
sloZitost hledéni reprezentanta s vyuZzitim obou uvedenych zrychleni bude O(a(n)),
kde n je velikost mnoziny a « je inverzni Ackermannova funkce. Pro prakticky vyu-
zitelna ¢isla nabyva jeji hodnota nejvyse 4, proto ji miizeme povazovat za konstan-
tu. Celkova Casova slozitost tohoto algoritmu je proto O(N + Ma(N)), pfipadné
O(N 4+ M 4+ Ka(N)), kdyz nejprve vSechny stabilni mosty zpracujeme jednim pro-
hledavanim.

V programu uvedeném na konci tohoto feseni pouzivame misto spojovani podle
hloubek stromt spojovani ndhodné — snaze se implementuje a ocekivana Casova
slozitost je stejna.

Existuje i jiny zpisob, jak lze napsat feSeni, které ziskd plny pocet bodi. Stej-
né jako v predchozim feseni budeme mosty zpracovavat od konce a zjistovat pocet
komponent souvislosti grafu. To budeme délat jednoduse tak, ze si ke kazdému vrcho-
lu budeme pamatovat ¢islo jeho komponenty a ke kazdé komponenté seznam jejich
vrchold. Vzdy, kdyz pfidavame hranu, ovéfime, zda jsou oba jeji konce ve stejné kom-
ponenté. Pokud ano, nic se nedéje, pokud ne, , pfebarvime*“ celou mensi komponentu
— tzn. kazdému jejimu vrcholu zménime prirazené ¢islo na ¢islo vétsi komponenty.

Vsimnéte si, ze vzdy, kdyz néjaky vrchol prebarvime, dostane se tim do kompo-
nenty alespon dvojnasobné velikosti, nez v jaké byl dosud. Proto kazdy vrchol pie-
barvime nejvyse log, N krat, takze toto feSeni mé ¢asovou slozitost O(M + N log N).

#include <cstdio>
#include <cstdlib>
using namespace std;

#define MAX 1234567

int N, M, K, components;

int E[MAX][2];

int boss[MAX], D[MAX], damaged[MAX], answer [MAX];

int sef(int x) {
if (x == boss[x]) return x;



else return boss[x] = sef(boss[x]);

}

void join(int x, int y) {

x = sef(x); y = sef(y);

if (x == y) return;

——components;

if (rand() & 1) boss[x] = y; else boss[y] = x;
}

int main() {
scanf ("%d%d", &N, &M);
components = N;
for (int n=1; n<=N; ++n) boss[n]=n;
for (int m=1; m<=M; ++m) scanf("%d%d", &E[m][0], &E[m][1]);
scanf ("%d", &K);
for (int k=1; k<=K; ++k) { scanf("%d", &DI[k]); damaged[D[k]] = 1; }
for (int m=1; m<=M; ++m) if (!damaged[m]) join(E[m][0], E[m][1]);
answer [0] = components-1;
for (int k=K; k>=1; --k) {
join(E[D[k11[0], E[D[kII[11);

answer [K+1-k] = components-1;
}
for (int k=K; k>=0; --k) printf("}d\n", answer([k]);
return O;



