59. ro¢nik Matematické olympiady — 2009/2010

Resent ailoh istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Znovu ¢okolada

Nejprve si ukdZeme feseni s ¢asovou slozitosti O(R%S). Bude zalozeno na jed-
noduché myslence: vyzkousime vSechny dvojice fadki a pro kazdou dvojici v Case
O(S) spocitame vsechny obdélniky, které pravé tam maji sviij horni a dolni okraj.

KdyZ uz jsme si zvolili horni a dolni fadek, mame vymezen pas polic¢ek. Nékteré
jeho sloupce jsou celé bilé, ty muzeme pouzit. Nékteré obsahuji aspori jedno Sedé
policko a ty pouzit nemuzeme. Kdyz budeme védét, které sloupce pouzit mizeme
a které ne, dostaneme vlastné jednorozmérnou verzi pivodni tlohy. Mame tadek
nul a jednicek a chceme v ném spocitat pocet tseki tvofenych pouze jednickami.
To udélame tak, Ze pro kazdé misto zjistime pocet tsekud jednicek, které na tomto
misté konci, a vSechny tyto pocty secCteme. Pocet tsekd jednicek, které na daném
misté kondi, je zjevné roven poctu jednicek, které uvidime, kdyz ptijdeme z daného
mista doleva aZ po nejblizsi nulu (nebo na zacatek fadku). Tento pocet si miZeme
prubézné pocitat, kdyz zpracovavame cisla na fadku: pfi zpracovani jednicky vzdy
zvysime hodnotu pocitadla, a pfi zpracovani nuly pocitadlo vynulujeme. Takto cely
fadek zpracujeme v ¢ase linedrnim vzhledem k jeho délce, tzn. v ¢ase O(S).

Zbyvéa dotesit, jak zjistime, které sloupce miizeme pouzit a které ne. K tomu
nam staci prochazet dvojice fadkt v systematickém potadi. Pro dvojici (r1,71) tuto
informaci méme ,zadarmo® pfimo na vstupu. Kdyz pro dvojici fadka (r1,r2) vime,
které sloupce se jesté daji pouzit, potom pro dvojici (1,72 + 1) tuto informaci
snadno urc¢ime. Jsou to ty sloupce, které bylo mozné pouzit pro (r1,72) a zaroven
maji jednicku i v fadku ro + 1.

#include <iostream>
using namespace std;

int R, S, A[5012][5012], zije[5012];

int main() {
cin >> R >> S;
for (int r=0; r<R; r++) for (int s=0; s<S; s++) cin >> A[r][s];
long long result = 0;
for (int r1=0; ri<R; ri++) {
for (int s=0; s<S; s++) zijels]l=1;
for (int r2=ri1; r2<R; r2++) {
for (int s=0; s<S; s++) zijels] &= A[r2][s];
int run = 0;
for (int s=0; s<S; s++) if (zije[s]) result += (++run); else run=0;
}
¥
cout << result << endl;
return 0;



Nyni si pfedvedeme FeSeni s optimélni ¢asovou slozitosti O(RS). Nage FeSeni
bude zaloZeno na nasledujici zakladni myslence: Postupné pro kazdy radek spocitame
vSechny obdélniky, které praveé zde maji sviij dolni okraj.

Pr1i prochézeni néjakého fadku budeme o kazdém jeho policku potiebovat védét,
jakou ma vysku — tj. jak dlouha nahoru jdouci souvisla posloupnost jedni¢ek na ném
zacina. Vysky pro novy radek spocitame z vysek pro predchézejici radek stejné, jako
jsme si pocitali v pfedchozim feseni to, které sloupce jesté mizeme pouzit.

Predstavme si, Zze vezmeme vSech S sloupct a sefadime je od nejvyssiho po
nejnizsi. V tomto poradi je budeme zpracovavat. Vzdy, kdyz zpracujeme sloupec,
zapocitame vSechny obdélniky, které pravé pribyly. Jsou to ty obdélniky, které ma-
ji dolni okraj na pravé zpracovavaném radku, obsahuji aspon jedno policko pravé
zpracovavaného sloupce a celé lezi v jiz zpracovanych sloupcich.

Timto zpusobem kazdy obdélnik jisté zapocitame pravé jednou — tehdy, kdyz
zpracujeme posledni ze sloupct, v nichz lezi. Zbyva tedy uz jen jediné — tyto pocty
obdélniku efektivné urdit.

Situace uprostied zpracovani
tadku s vyskami 2, 5, 3, 4, 5, 4,
3, 4, 0, 1. Sedou barvou jsou vy-
znaceny uz zpracované sloupce,
Sipkou je oznacen pravé zpraco-
vévany sloupec.

T

Kdyz zpracovavame néjaky sloupec, potiebujeme umét urcit pocet jemu prira-
zenych obdélnika. Jelikoz kazdy z nich mé uz pevné zvolen spodni okraj, je uréen
tfemi hodnotami: vyskou a tim, jak daleko doleva a jak daleko doprava od praveé
zpracovavaného sloupce saha.

To, jak daleko doleva a doprava muze sahat, je samoziejmé nanejvys rovno
poctu jiz zpracovanych sloupct lezicich bezprostiedné vlevo a vpravo. Napriklad
v situaci na obrazku by pfi zpracovani sloupce oznaceného sipkou mohly obdélniky
sahat az 1 policko doleva a 3 policka doprava. VSechny zpracované sloupce jsou aspon
tak vysoké, jako aktudlni sloupec. Proto kazdé pfipustné kombinaci hodnot (vyska,
pocet policek doleva, pocet policek doprava) skuteéné odpovidé platny obdélnik.
(Toto je divod, pro¢ sloupce zpracovavdme uspofadané podle vysky a ne v jiném
pofadi.) Pocet obdélniki pfifazenych aktudlnimu sloupci zjistime tudiz jednoduse
z uvedenych t¥i hodnot.

Jesté musime dofesit, odkud efektivné zjistime, jak daleko doleva a doprava
mohou sahat obdélniky pro aktualni sloupec. VSimnéte si, ze v kazdém okamziku
tvoii uz zpracované sloupce nékolik souvislych tiseki. Pro kazdy souvisly usek si
budeme pamatovat dvé ¢isla: na jeho levém okraji jak daleko doprava, a na jeho
pravém okraji jak daleko doleva saha. Takto se pri zpracovani sloupce v konstantnim
¢ase dozvime informace, které potfebujeme (jsou uloZeny v jeho bezprostfednich
sousedech), a po jeho zpracovani také dokazeme tyto informace v konstantnim ¢ase
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upravit — znadme zacatek i konec tseku obsahujiciho pravé zpracovany sloupec, tak
do jeho koncu zapiSeme jeho novou délku.

Na nésledujicich obrazcich vidite uloZené informace pred zpracovanim a po
zpracovani sipkou oznaceného sloupce z predchéazejiciho obrazku.

doleva
doprava 5 1

doleva
doprava

Na zavér jesté jednou shrneme nase feSeni. Postupné pro kazdy z R radku
provedeme nasledujici kroky: Nejprve v éase O(S) spocitame vysky pro tento Fadek.
Potom sefadime vsechny sloupce podle vysky — jelikoz vysky jsou celd ¢isla od 0 do R,
dokazeme to provést v éase O(R+S5) napiiklad pfihradkovym t¥idénim (bucket sort).
Nasledné pro kazdy sloupec v konstantnim cCase zjistime pocet jemu prifazenych
obdélnikti a rovnéz v konstantnim case upravime ulozené délky souvislych tseki.
I tato faze zpracovani fadku tedy probéhne v ¢ase O(S5).

Celkové Gasova slozitost algoritmu vychazi O(R-(R+S5)). Jelikoz mizeme pied-
poklddat, ze R < S (jinak vstup transponujeme, ¢imz se pocet obdélnik nezméni),
je vyslednd ¢asova slozitost rovna O(RS). Tato slozitost je zjevné optimélni, kdyz
musime precist a zpracovat takto velky vstup.

#include <algorithm>
#include <cstdio>
using namespace std;

int R, S;
int A[5012][5012], vv[5012] [5012];
int vyska[5012], doleva[5012], dopraval[5012], pocty[5012];

int main() {
scanf ("%d %d ", &R, &S);
for (int r=1; r<=R; r++) for (int s=1; s<=S; s++) scanf("%d", &A[r][s]);
long long result = 0;
for (int r=1; r<=R; r++) {
for (int s=1; s<=8; s++) if (A[r][s]) vyskals]++; else vyskal[s]=0;
fill(doleva, doleva+S+2, 0);
£ill(doprava, doprava+S+2, 0);
fill(pocty, pocty+r+2, 0);
for (int s=1; s<=S; s++) vv[ vyskal[s] ][ poctylvyskals]]l++ ] = s;
for (int v=r; v>0; v--) for (int ss=0; ss<poctyl[v]; ss++) {
int s = vv[v][ss];
result += v * (doleva[s-1]+1) * (dopraval[s+1]+1);
int vlevo = s-doleva[s-1], vpravo = s+dopravals+1], delka = vpravo-vlevo+1;
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doprava[vlevo] = doleval[vpravo] = delka;
}
}
printf ("/Ld\n", result);
return O;

}

P-I1I-2 Sachovnice

Tak jako kazda matematickd hra,* i ta naSe se v kazdém okamziku nachézi
v néjaké pozici (stavu). Pozici nasi hry mizeme jednozna¢né popsat tim, ze uvedeme
aktudlni soutfadnice vsech koni.

Vyhrdvagici strategii rozumime postup, ktery hraci zajisti vitézstvi bez ohledu
na tahy protihrace. Pozici nazveme vyhrdvagici, jestlize hrac, ktery je v ni na tahu,
ma vyhravajici strategii. Pozici, ktera neni vyhravajici, oznac¢ime jako prohrdvajici.
Kazda pozice hry je tedy bud vyhravajici, nebo prohravajici.

Pozice, z niz neexistuje tah, se nazyva koncovd. VSechny koncové pozice v nasi
hfe jsou podle pravidel prohravajici.

V soutézni tloze mame proti sobé optimalné hrajiciho protihrace. Zajima nas,
zda je pocateéni pozice pro nas vyhravajici, nebo ne. Pfi ohodnocovani pozic nam
pomohou nasledujici myslenky:

® Je-li pozice koncova, je prohravajici.

® Jestlize z dané pozice vSechny tahy vedou do vyhravajicich pozic, potom
je tato pozice prohravajici.

® Jestlize v dané pozici existuje tah vedouci do néjaké prohravajici pozice,
potom je tato pozice vyhravajici.

Kdyz vSechny tahy vedou do vyhravajicich pozic, af si zvolime kterykoliv z nich,
vzdy tim dostaneme soupere do vyhravajici pozice. Pokud se potom bude soupef dr-
zet néjaké vyhravajici strategie, hru prohrajeme. Proto je takova pozice prohravajici.
Naopak, kdyz existuje tah do prohravajici pozice, provedeme ho a tim dostaneme
soupefe do této pro ného prohravajici pozice.

Uvedenou myslenku snadno prepiSeme do rekurzivni funkce, kterd ndm o pozici
sdéli, zda je vyhravajici nebo prohravajici.

Hra s jednim nebo dvéma konmi

Podle nenapadné rady v zadani ulohy se nejprve zamyslime nad jednodussi
verzi hry. Pfedpoklddejme, zZe na Sachovnici je jenom jeden k.

Problém predchézejiciho pristupu spociva v tom, Ze je prili§ pomaly. Pfi re-
kurzivnich volanich se vlastné zkouseji vsechny mozné pribéhy hry a pri tom se
mnohé pozice vyhodnocuji vicekrat. Pomoci si pfitom mutzeme pomérné snadno vy-
uzitim pole — jakmile o néjaké pozici zjistime, zda je vyhravajici nebo prohravajici,
zapiSeme si to do pomocného pole. Tim dosdhneme toho, Ze kazdou pozici budeme

* Ptesnéji konecnd kombinatoricka hra s iplnou informaci.
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zpracovavat pouze jednou a pro kazdou zpracovavanou pozici se vykona konstantni
pocet operaci.

Kolik pozic budeme zpracovavat? Kazdym tahem se pfiblizime k poli¢ku (0, 0),
neboli soucet soufadnic se ndm snizi aspon o jedna. To znamend, Ze pocet zpraco-
vavanych stavi mizZeme zhruba shora odhadnout po¢tem bodd, které maji soucet
soufadnic mensi nebo stejny jako pocatecni pozice. Pro pocatecéni pozici (X,Y) je
takovych pozic O((X +Y)?) a takova je tedy i ¢asova slozitost popsaného algoritmu.

Uvedenou myslenku lze snadno rozsitit i na vice koni. Mame-li ve hie N koni
a kazdy zacina na soufadnicich se souctem nejvyse S, je pocet dosazitelnych pozic
fadové roven SV, Toto feseni je proto pouzitelné jen pro velmi malé hodnoty N.
Rychlejsi charakterizace pozic pro jednoho koné

Vratme se k nejjednodussi mozné hie s jedinym koném. Jestlize chceme rychleji
urcit, kterd pozice je vyhravajici a ktera prohravajici, méli bychom nalézt charak-
terizaci pozice, kterd nevyuziva znalosti o okolnich pozicich. Casto pomfize spoéitat
si pro nékolik nejmensich pozic, zda jsou vyhravajici, a hledat néjaky vztah.

KdyZ v nasem pfipadé vyhodnotime vsechny pozice, jejichz soucet souradnic
nepresahuje 13, dostaneme nésledujici tabulku:

OO FrRrPrPOORFR,RRP,LROORrEFr OO
OO Fr,r P, OORFr,rKFEF OOk KO

P PR R RPRRPRRPRRRR PR
i e i i
OO r P OORrEFE OO
OO rHr OO+~ Oo
e el R i o o
i el i o i
OO r P»r OO

O Ok B O

e

o e

o O

Poli¢ko (0,0) lezi v levém dolnim rohu tabulky. Nulou jsme oznaéili prohra-
vajici pozice, jednickou vyhravajici. Neni tézké vSimnout si pravidelného vzorku —
celd sachovnice je slozena z dlazdic velikosti 4x4, na nichz jsou 4 policka vlevo do-
le prohravajici a vSechna zbyvajici vyhravajici. Mizeme tedy vyslovit nasledujici
hypotézu:

Pozice (X,Y) je prohravajici pravé tehdy, kdyz
X mod4 € {0,1} aY mod 4 € {0,1}.
Tuto hypotézu dokdzeme matematickou indukci podle sou¢tu X + Y. Pro malé

hodnoty jsme uz tvrzeni dokéazali sestrojenim uvedené tabulky, stac¢i tedy provést
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indukéni krok. Méjme néjakou pozici (X,Y), pfi¢emz uz vime o vSech pozicich, které
maji soucet souradnic mensi nez X + Y, Ze pro né nase hypotéza plati. Dokazeme, Ze
plati i pro (X,Y). Rozebereme nékolik moznosti podle toho, jaké zbytky po déleni 4
davaji X a Y.
® Obé soutadnice davaji zbytek 0 nebo 1:
Af tdhneme jakkoliv, jednu soufadnici vzdy zménime o 2 a druhou o 1. Ta
soufadnice, kterou jsme zménili o 2, bude nyni davat po déleni 4 zbytek 2
nebo 3. Podle indukéniho predpokladu tedy bude tato nova pozice pro
hrace na tahu vyhravajici.
Tim jsme zdtvodnili, ze af tdhneme jakkoliv, vidy dostaneme soupeie
do vyhravajici pozice. NaSe pozice je proto prohravajici, coz jsme chtéli
dokéazat.
® Jedna soufadnice dava zbytek 2 nebo 3, druha 0 nebo 1:
Tahneme tak, Ze prvni soufadnici zmensime o 2. Pokud druhé dava zby-
tek 1, tak ji o 1 zmensSime, jinak ji o 1 zvétsime.
® Obé souradnice davaji zbytek 2: Zmensime X o2 a Y o 1.
® Obé souradnice davaji zbytek 3: Zmensime X o 2 a zvétSime Y o 1.
® Jedna souradnice dava zbytek 2 a druha 3: Prvni soufadnici zmensime o 1
a druhou o 2.
Ve vsech ¢tyfech pripadech jsme ukazali tah, kterym soupere dostaneme
do pozice, kterd je podle indukéniho predpokladu prohravajici. Z toho
plyne, ze naSe pozice musela byt ve vSech téchto pripadech vyhravajici,
coz jsme chtéli dokazat.

Pro hru s jednim koném tedy umime v konstantnim c¢ase urcit, zda je pozice vyhra-
vajici nebo ne.

Obecna hra
Pri hledani obecného feseni ndm pomtize divat se na vzor rozlozeni policek
uvedeny vysSe a zkouset pohybovat na Sachovnici dvéma, pripadné jinym maljym
poc¢tem konu. Timto zpltsobem miiZzeme objevit nasledujici charakterizaci pozic:
® Jsou-li vSechny koné na polickach s nulou, je pozice hry prohravajici.
® Pokud existuje kin, ktery je na policku s jednickou, je pozice hry vyhra-
vajici.
Diikaz: Pozici, v niz jsou vSechny koné na polickach s nulou, budeme nazyvat modra,
ostatni pozice nazveme Cervené. Snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici t¥i tvrzeni:

® Vsechny koncové pozice hry jsou modré.

® Jsme-li v modré pozici, ktera neni koncovéa, potom libovolnym tahem z ni
prejdeme do ¢ervené pozice.
Musime totiz pohnout aspon jednim koném a protoze ve hie s jednim
koném vsechny tahy z prohravajici pozice (tj. z policka s nulou) vedou
do vyhravajicich pozic (na policka s jedni¢kou), pohybujici se kit skonéi
na policku s jednickou, takze nova pozice bude opravdu Cervena.
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® Jsme-li v Cervené pozici, mizeme z ni platnym tahem pfejit do modré
pozice.
Zvolime vsechny koné, které stoji na polickach s jednic¢kou. Pro kazdého
z nich existuje skok na néjaké policko s nulou. Tyto skoky vykondme, ¢imz
dosdhneme vysledné modré pozice.

Vidime, ze modré a Cervené pozice presné spliiuji nasi definici prohravajicich a vyhra-
vajicich pozic. Nutné tedy jsou vSechny modré pozice prohravajici a vSechny cervené
vyhréavajici.

Pfi hie s N konmi stac¢i pro kazdého z nich v konstantnim case zjistit, zda
je na policku s nulou nebo na policku s jednickou. V pfipadé, ze existuje kin na
policku s jednickou, pozice je vyhravajici. V takovém piipadé umime o kazdém koni
na poli¢ku s jedni¢kou zjistit v konstantnim ¢ase, kam je ho tieba piesunout. Ca-
sové slozitost tohoto FeSeni je tedy O(N). VSimnéte si, Ze miZzeme jednotlivé koné
zpracovavat po jednom, takZe ndm staci konstantni pamét.

#include <iostream>

using namespace std;

int N,x,y;

int dx[4] = {-2,-2,-1,1}, dy[4] = {1,-1,-2,-2}; // povolené tahy koné&

// Zjisti, zda je kil na prohravajici pozici ve h¥e s 1 koném
bool prohravajici(int x, int y) {

return (x%4 < 2) && (yhd < 2);
}

int main() {
cin >> N;
int prohra=1;
for (int i=0; i<N; i++) {
cin > x >> y;
if (!prohravajici(x, y)) {
if (prohra == 1) cout << "Jenicek" << endl;
prehra = 0;
// Je tfeba pohnout kazdym koném, kterj neni na prohravajici pozici
cout << x << " " Ky "y
for (int j=0; j<4; j++) {
int nx = x + dx[jl, ny = y + dy[jl;

if (nx < 0 || ny < 0) continue;
if (prohravajici(nx, ny)) {
cout << nx << " " << ny << endl;
break;
}
}
}
}
if (prohra == 1) cout << "Marenka" << endl;
return 0;

}



P-II1-3 Podéita¢ Kvak

Podiloha a: Kontrola, zda je posloupnost rostouci

Zacneme oblibenym trikem: na konec posloupnosti si jako zardzku vlozime 0.
Nyni pfeteme do registru a prvni ¢islo posloupnosti a za zarazku vlozime ¢islo 1.
Od tohoto okamziku budeme ¢ist ¢isla z roury stfidavé do registri b a a. Vzdy, kdyz
precteme nové Cislo, porovname ho s predchéazejicim. Je-li nové ¢islo vétsi, vlozime
do roury dalsi 1. Pokud ne, nasli jsme pravé hledanou prvni chybu. Vsimnéte si,
ze pocet 1, které jsme dosud do roury vlozili, je pfesné roven indexu, ktery mame
vypsat. Sta¢i tedy odstranit z roury vSechno az po zarazku a nésledné vSechny 1
secist, abychom dostali pozadovany vysledek.

Jestlize se ndm podafi precist celou zadanou posloupnost az po zarazku, pro-
gram jednoduse ukoncime.

Cely program miuze vypadat nésledovné:

get a ; put O
jz a konec
jump cti_b

label cti_b
put 1 ; get b
jz b konec
jgt b a cti_a
jump vyprazdni

label cti_a
put 1 ; get a
jz a konec
jgt a b cti_b
jump vyprazdni

label vyprazdni
get a ; jz a scitej
jump vyprazdni

label scitej
get a ; jempty vypis ; put a ; add
jump scitej

label vypis
put a ; print
label konec

Podiloha b: Hledani majoritniho prvku

Prvni, snadno realizovatelné feseni je zalozeno na nésledujici myslence: Necht
a a b jsou dva prvky zadané posloupnosti, které jsou navzajem rtzné. Kdyz oba tyto
prvky vynechame, dostaneme opét posloupnost, kterd méa majoritni prvek (a je jim
tentyZ prvek, jako pfedtim). Odstranili jsem totiz nejvyse jeden z prvku, kterych
byla vétsina, a aspon jeden z prvki, kterych vétsina nebyla.
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N4s program bude stale opakovat tento postup: Cte posloupnost a ovéfuje,
zda jsou vSechny prvky stejné. Pokud docte az na konec a zjisti, Zze ano, jeden
z nich vypise a skonéi. V opac¢ném pripadé€ najde dvojici riznych prvki, tuto dvojici
odstrani, posloupnost doc¢te az do konce a zacne ji zpracovavat znovu.

Program mé kvadratickou ¢asovou slozitost vzhledem k délce zadané posloup-
nosti. Kazdou iteraci uvedeného postupu vykoname v linearnim case a kazdym jejim
vykonanim zmensime délku posloupnosti o 2.

Mohli bychom sice v jedné iteraci vyhazovat i vice dvojic, jestlize je nachazime
postupné, ale v nejhorsim ptipadé bude i takové feseni potiebovat kvadraticky mno-
ho kroka — naptiklad pro posloupnost obsahujici k jednicek a néasledné k+ 1 dvojek.
Proto radéji ztistaneme u programu, ktery snaze zapiseme.

put O

label kolo
get a
label loop
get b ; jz b konec
jeq a b dale
jump docti

label dale
put b
jump loop

label docti
get a ; jz a docetl ; put a
jump docti

label docetl
put O
jump kolo

label konec
put a ; print

Existuje ale i lepsi feSeni. Predpokladejme nejprve, ze je celkova délka n nasi
posloupnosti sudé. Rozdélime posloupnost na n/2 pard. V nékterych z nich jsou obé
Cisla stejna, v nékterych jsou ¢isla razna. Uz jsme zduvodnili, ze kazdy par tvoreny
riznymi ¢isly mizeme vynechat. Zistane ndm tedy nékolik pard, v nichz jsou ¢isla
stejnd. Co s nimi? Z kazdého péaru si jedno ¢islo nechdme a druhé zahodime.

Uvédomte si, ze touto operaci nic nezkazime. Pokud mél néjaky prvek vétsinu
predtim, byl nadpolovi¢ni pocet dvojic tvoren timto prvkem. Po ,vydéleni dvéma*
bude mit tento prvek stale nadpoloviéni pocet vyskyti. Ukazali jsme tedy, ze je-li n
sudé, dokazeme v linedrnim Case prevést tlohu na tlohu nejvyse polovicéni velikosti.

Zbyva vyftesit, jak to bude vypadat pro liché n. Ozna¢me x prvek, ktery ma
v zadané posloupnosti vétsinu vyskyti. Dvojici prvki nazveme dobrd, pokud se oba
prvky rovnaji x, a Spatnd, pokud jsou oba prvky stejné, ale odlisné od x. Posledni
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prvek posloupnosti oznacime p a zatim ho odlozime stranou. Ostatnich 2m prvka
rozdélime do m dvojic stejné jako predtim.

Jestlize p # x, jsou vSechny vyskyty x (kterych je aspoit m + 1) rozdéleny
v dvojicich. To je presné predchazejici pripad, vime tedy, Ze dobrych dvojic mame
vice nez Spatnych.

Jestlize p = x, prinejhorsim se muze stat, Ze mame presné m vyskytda x v dvo-
jicich a ty jsou rozlozeny tak, ze je stejny pocet dobrych a Spatnych dvojic. Dobrych
dvojic jisté nemutze byt méné nez Spatnych.

Nyni rozlisime dva piipady. Pokud je dobrych a Spatnych dvojic dohromady
lichy pocet, uz mame vyhrano. Jelikoz dobrych dvojic musi byt aspon tolik, jako
Spatnych, je jasné, ze v tomto pripadé je dobrych dvojic vice. Muzeme tedy postu-
povat stejné jako v piipadé sudého n (a posledni prvek p jednoduse zahodit).

Pokud je dobrych a $patnych dvojic dohromady sudy pocet, ponechame si
z kazdé dvojice po jednom prvku a navic k nim piidame posledni prvek p. Ceho
tim dosdhneme? Jestlize bylo dobrych dvojic vice nez $patnych, bylo jich nutné vice
aspoil o dvé (aby byl celkovy pocet sudy), takze pfidanim p nic nezkazime. Jestlize
bylo dobrych dvojic stejné jako Spatnych, jisté plati p = z a po pfidani prvku p bude
mit z opét vétsinu.

Na zavér jesté jednou shrneme cely algoritmus pro n = 2m + 1: Postupné
vytvorime m dvojic ¢isel. Kazdou dvojici, v niz jsou prvky rozdilné, zahodime, a
z kazdé dvojice, v niZ jsou oba prvky stejné, jeden nechame a druhy zahodime.
Pritom si pocitame paritu poctu prvkt, které jsme si nechali. Kdyz se dostaneme
k poslednimu prvku p, ktery uz neméa par, podle spocitané parity rozhodneme, zda
ho nechame nebo zahodime.

Popsany algoritmus v linedrnim case zpracuje posloupnost, kterou ma v roufe,
a vytvori z ni novou posloupnost pfiblizné polovi¢ni délky. Pritom plati, ze nova
posloupnost méa stejny majoritni prvek jako ta ptvodni. Snadno spocitame, Ze opa-
kovanym pouzitim tohoto algoritmu (dokud ndm nezbude jediny prvek) dostaneme
odpovéd v linedrnim case.

label kolo label odd
get a ; jempty konec get a ; jz a kolo
put a ; put O get b ; jz b kolo
jump even jeq a b pis_even
jump odd
label even
get a ; jz a kolo label pis_odd ; put a ; jump odd
get b ; jz b posledni label pis_even ; put a ; jump even
jeq a b pis_odd label posledni ; put a ; jump kolo
jump even label konec ; put a ; print ; stop
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