59. ro¢nik Matematické olympiady — 2009/2010

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Mali¥ Bonifac

Ukazeme si dva ruzné postupy, které oba vedou ke stejné dobrému feseni tilohy.
Prvni je zalozen na simulaci pozadavki v tom pofadi, jak je Bonifac dostal. Druhy
postup je zalozen na té myslence, Ze pujdeme postupné po chodniku a o kazdém
jeho misté zjistime, jakou bude mit nakonec barvu.

Simulace — prvni varianta

Predstavte si, ze Bonifac vezme kiidu a pro kazdy pozadavek nakresli na chod-
nik dvé éary — na zac¢atku a na konci doty¢ného tiseku. Takto nakresli 2N ¢ar (z nichz
nékteré mohou byt i na stejném misté) a rozdéli jimi chodnik na U < 2N + 1 tGseki.
Je zfejmé, ze kazdy z tseki, které takto ziskdme, bude cely obarven stejnou barvou.
Staci tedy pro kazdy z nich zjistit jeho barvu.

Popsanym zptisobem jsme se Gispésné zbavili proménné K udavajici délku chod-
niku. Pouzitému triku se nékdy #ika komprese souradnic.

Nyni potfebujeme navrhnout efektivni zptsob, jak si pamatovat obarveni chod-
niku. Bylo by samoziejmé mozné pouzit jednoduché pole, kde bychom si pro kazdy
asek pamatovali jeho aktudlni barvu, ale pak by nas program pracoval prilis pomalu
— v nejhorsim ptipadé bychom piebarvovali az ©(N?) tsekii chodniku.

Pro jednoduchost budeme nadéle pfedpoklddat, ze hodnota U je mocninou
dvou. Pokud by nebyla, zvétsime ji na nejblizsi vys$si mocninu dvou. Uvédomte si,
Ze tim se zvysi méné nez na dvojnasobek puvodni hodnoty.

K feSeni tlohy pouzijeme datovou strukturu znamou jako intervalovy strom.
Ten bude vypadat nasledovné:

Listy intervalového stromu odpovidaji jednotlivym tsekim chodniku a budeme
si v nich samoziejmé uklddat barvy té€chto tsekd. Vnitini vrchol, ktery je k trovni
nad listy, odpovid4 intervalu obsahujicimu 2* po sobé jdoucich tsekt. Ty intervaly,
které odpovidaji vrcholim naseho stromu, budeme oznacovat jako jednoduché.

K ¢emu je intervalovy strom dobry? Ukézeme, Ze libovolny interval tsekt do-
kazeme Sikovné ,poskladat® z jednoduchych intervali.
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Nejprve se budeme zabyvat intervalem, ktery obsahuje tiseky od 1 do k. Tento
interval miizeme slozit z nejvyse [log, N| jednoduchych intervala. DokéZzeme to tak,
ze budeme z jeho levé strany postupné odkrajovat co mozné nejvétsi jednoduché
intervaly tak dlouho, az z néj nic nezbude. Nejlépe si to pfedvedeme na konkrétnim
prikladu. Napriklad interval ,od 1 do 11“ lze rozdélit na jednoduché intervaly ,,od
1 do 8%, ,,od 9 do 10 a ,,od 11 do 11.¢

Vyznacené vrcholy odpovidaji jednoduchym intervaltim,
které dohromady tvori interval ,od 1 do 11“.

Odhad poc¢tu pouzitych intervali vyplyva napriklad z toho, ze v kazdém kroku
odkrojime vice nez polovinu ze zbyvajici ¢asti intervalu.

Vsimnéte si, ze postup krajeni odpovida prichodu intervalovym stromem z ko-
fene doli. V kazdém vrcholu se podivame, zda dosud nerozkrajend c¢ast zadaného
intervalu lezi cela v levém podstromu. Jestlize ano, nic nekrajime a sestoupime do le-
vého podstromu. Jestlize ne, odkrojime interval odpovidajici levému podstromu a
sestoupime do pravého.

V obecném piipadé€, kdyz chceme sestavit interval dsekit od k£ do [, budeme
na tom podobné a rovnéz vystacime s 2[log, N| jednoduchymi intervaly. Dtikaz
je podobny, budeme opét sestupovat intervalovym stromem. Jakmile zjistime, ze
zkoumany interval zasahuje do obou podstromt, rozkrojime ho na dvé ¢asti. Kazda
z jeho ¢asti pak bude odpovidat jednodussimu pripadu, ktery jsme rozebrali vySe.

Obecny pfipad: interval ,od 4 do 11¢

Ukézali jsme tedy, Ze v ¢ase O(log N) dokazeme libovolny interval rozdélit na
nékolik ¢asti, které odpovidaji vrcholim intervalového stromu.
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K ¢emu to bude dobré? Vnitini vrcholy stromu pouzijeme k tomu, abychom
uméli rychle simulovat pozadavky, které Bonifac dostava. Dohodneme se, Ze je-li ve
vnitfnim vrcholu stromu jind hodnota nez nula, znamena to, ze cely odpovidajici in-
terval ma prislusnou barvu — bez ohledu na to, jaké hodnoty jsou uloZeny ve vrcholech
v tomto podstromu. To ndm umozni zpracovat kazdy pozadavek v ¢ase O(log N):
Najdeme ve stromé vrcholy odpovidajici dotyénému intervalu a zaznamename do
nich pfislusnou barvu.

Stav po piebarveni intervalu ,od 4 do 11“ barvou 9.
V prazdnych vrcholech jsou nuly.

Potfebujeme si jesté rozmyslet, co presné se stane, kdyz béhem zpracovani
pozadavku prochézime ve stromé pres vrchol, ktery je momentalné obarven. To, ze
pres tento vrchol prochazime, znamend, ze ¢ast jeho podstromu jdeme prebarvit.
Proto od nynéjska bude v tomto vrcholu nula — uz nebude jednobarevny. Misto toho
(dfive nez sestoupime hloubéji) obarvime jeho barvou oba vrcholy pod nim.

Na nasledujicim obrazku je znizornéno, jak se zméni idaje ve stromé z pred-
chézejiciho obrazku po zpracovani pozadavku ,obarvi interval od 3 do 5 barvou 2¢.
Sedé pozadi maji, stejné jako na predchozich obrazcich, vrcholy odpovidajici aktu-
alnimu pozadavku. Srafované jsou ty vrcholy, které béhem zpracovani pozadavku
navstivime, ale nic se v nich nestane. Zajimavé véci se zacnou dit, kdyz dorazime
k hornimu ¢ernému vrcholu, v némz byla dosud hodnota 9. Tu pfesuneme do je-
¢erné vrcholy tedy nyni obsahuji nuly. Hodnota 9 se pfesunula z horniho ¢erného
vrcholu do dvou silné oramovanych vrcholi. V§imnéte si, ze tyto dva vrcholy pfesné
odpovidaji té ¢asti ptivodniho intervalu, kterou jsme neprebarvili.

Kompresi soufadnic dokdZzeme provést v ¢ase O(N log N), napiiklad pomoci
t¥idéni a bindrniho vyhledavani (tak to déldme v niZe uvedeném programu). Uvodni
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nastaveni hodnot ve stromé provedeme v ¢ase O(N). Kazdy z N piikazi vykonéa-
me v Case O(log N). Na zavér v ¢ase O(N) projdeme strom a spocitdme vysledek.
Celkovéa Casova slozitost tohoto FeSeni je tedy O(Nlog N) a pamétova sloZitost je

O(N).

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

int N, F, K, D, L;

struct pozadavek { int zac, kon, barva; };

struct vrchol { int barva, delka; };
vector<pozadavek> P; // pole s pozadavky
vector<vrchol> T; // intervalovy strom
vector<int> barvy;

// naiteni vstupu
void load() {
cin >> N >> F >> K;
pozadavek tmp;
for (int i=0; i<N; i++) {
cin >> tmp.zac >> tmp.kon >> tmp.barva;
P.push_back(tmp) ;
}
}

// nalezeni indexu prvku x v set¥idéném poli

int najdi(int x, const vector<int> &pole) {
int lo=0, hi=pole.size();
while (hi-lo > 1) { int med=(hi+lo)/2; if (pole[med]<=x) lo=med; else hi=med; }
return lo;

}

void build_tree() {
// setfidime vSechny hranice pozadavkid
vector<int> hranice;
hranice.push_back(0); hranice.push_back(K);
for (int i=0; i<N; i++)
{ hranice.push_back(P[i].zac); hranice.push_back(P[i].kon); }
sort (hranice.begin(), hranice.end());
// vyhazime duplikaty
D=1;
for (int i=1; i<2*N+2; i++)
if (hranice[i]!=hranice[i-1]) swap(hranice[i], hranice[D++]);
hranice.resize(D);
D--;
// vyrobime strom
for (int i=1; ; i*=2) if (i>D+7) { L=i; break; }
T.resize(2%L);
for (int i=0; i<D; i++) T[L+i].delka = hranice[i+1]-hranicel[il;
for (int i=L-1; i>=1; i--) T[i].delka = T[2*i].delka + T[2*i+1].delka;
// prepiseme zaCatku a konce pozadavkid do nového Eislovani
for (int i=0; i<N; i++) {



P[i].zac = najdi(P[i].zac, hranice);
P[i] .kon = najdi(P[i].kon, hranice);
}
}

void color(int x, int kde=1, int left=0, int length=L) {
if (P[x].kon <= left || P[x].zac>=left+length) return; // mimo
if (P[x].zac <= left && left+length <= P[x].kon)
{ Tl[kde].barva=P[x].barva; return; } // uvnit¥
if (kde<L && T[kde].barva!=0) {
T[2*kde] .barva=T [2*kde+1] .barva=T [kde] .barva;
T[kde] .barva=0;
¥
color(x, 2xkde, left, length/2);
color(x ,2xkde+1, left+length/2, length/2);
}

void evaluate(int kde) {
if (kde>=L || T[kde].barva>0) barvy[ T[kde].barva ] += T[kde].delka;
else { evaluate(2*kde); evaluate(2*xkde+1); }

}

int main() {
load();
build_tree();
for (int i=0; i<N; i++) color(i);
barvy.resize(F+1, 0);
evaluate(1);
for (int f=1; f<=F; f++) cout << barvy[f] << endl;
return 0;

}

Simulace — druha varianta

Existuje samoziejmé vice moznosti, jak lze tuto simulaci realizovat. Mame-li
k dispozici vyvazovany bindrni strom (napf. set v STL), nepotfebujeme ani ztracet
¢as kompresi soufadnic. Staéi si jednoduse ve stromé pamatovat vSechny jednoba-
revné useky aktualné obarveného chodniku, setfidéné podle svého zacatku.

Jak nyni zpracujeme novy pozadavek? Zac¢neme tim, Ze najdeme ve stromé
posledni tsek, ktery zacina pfed nim, a prvni tsek, ktery za nim konc¢i. Toto umime
provést v O(log V), jelikoZ nas strom je vyvazeny a ma O(N) vrcholt. V setuk tomu
slouzi napfiklad metoda lower_bound.)

Oba tyto tseky zkratime k hranici nového pozadavku. (Pozor, mohlo by se
stat, ze se jedna o tentyz usek, ktery se timto rozdélil na dva.) Nésledné ze stromu
postupné vytradime vSechny tseky mezi nimi — ty nas novy pozadavek celé prekryje
— a uplné na zavér vlozime do stromu tsek odpovidajici novému pozadavku.

Mohlo by se zdat, ze takové feSeni nemusi byt efektivni — mtze se prece stat,
ze téch prekrytych intervali bude mnoho. Muze se to skutecné stat, ale ne casto.
Dohromady do stromu vlozime O(N) intervaltl a vyfadit jich miZzeme jenom tolik,
kolik jsme jich tam pfedtim vlozili. Proto celkové provedeme s nasim stromem O(N)
operaci. A protoze kazdou potiebnou operaci umi vyvazeny strom provést v case
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O(log N), mé i toto Feseni ¢asovou slozitost O(N log N).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
using namespace std;

struct zaznam {

int zac, kon, barva;

zaznam(int zac=0, int kon=0, int barva=0) : zac(zac), kon(kon), barva(barva) {}
};

bool operator< (const zaznam &a, const zaznam &b) { return a.zac < b.zac; }

int N, F, K;
set<zaznam> S;

int main() {
cin >> N >> F >> K;
S.insert(zaznam(-1, K+1, 0));
while (N--) {
zaznam cur, next;
cin >> cur.zac >> cur.kon >> cur.barva;

// zpracuje interval obsahujici levy konec pozadavku
set<zaznam>::iterator left = S.lower_bound(cur);
left--;
if (left->kon > cur.kon) S.insert(zaznam(cur.kon, left->kon, left->barva));
if (left->kon > cur.zac) {
next = zaznam(left->zac, cur.zac, left->barva);
S.erase(left);
S.insert(next);

}

// pravy konec pozadavku
next = zaznam(cur.kon, K+1, 0);
set<zaznam>::iterator right = S.upper_bound(next);
right--;
if (right->zac < cur.kon)
{ S.insert(zaznam(cur.kon, right->kon, right->barva)); S.erase(*right); }

// smaZeme vSechny intervaly mezi nimi
left = S.lower_bound(cur);

right = S.upper_bound(next); right--;
S.erase(left,right);

// a vlozi novy
S.insert(cur);

}
vector<int> barvy(F+1, 0);
for (set<zaznam>::iterator it=S.begin(); it != S.end(); ++it)

barvy[ it->barva ] += (it->kon) - (it->zac);
for (int f=1; f<=F; f++) cout << barvy[f] << endl;
return O;



Cesta po chodniku

K feSeni tlohy je mozné pristoupit také zcela jinak. Ptjdeme po chodniku a
v kazdém okamziku si budeme pamatovat mnozinu ¢isel téch prikaz, které obsahuji
misto, kde pravé jsme. Aktualni misto méa samoziejmé barvu podle toho z nich, ktery
mé nejvyssi ¢islo. A kdy se mnozina piikazi zméni? Tehdy, kdyz pfijdeme na misto,
kde né&jaky prikaz zac¢ind nebo konci.

Celé feseni bude tedy vypadat nasledovné: Do pole ulozime vSechny zacatky a
konce prikazi. Toto pole setfidime. Takto dostaneme 2N —1 tseki. O kazdém z nich
dokéZeme rovnou fici, jakou ma délku. A kdyZ je budeme zpracovavat postupné,
dokazeme si udrzovat mnozinu aktivnich piikazi. V naSem programu jsme k tomu
pouzili set.

Do tfetice tak dostavame FeSeni s ¢asovou slozitosti O(N log N) a pamétovou
slozitosti O(N).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
using namespace std;

struct udalost {
int pozice, prikaz; bool zacina;
udalost(int po=0, int pr=0, bool z=true) : pozice(po), prikaz(pr), zacina(z) {}

};

bool drive(const udalost &a, const udalost &b) { return a.pozice < b.pozice; }
int N, F, K;

set<int> aktivni; // &isla pravé aktivnich p¥ikazi

vector<udalost> udalosti; // za&atku a konce p¥ikazi

vector<int> barvy; // pro kazdou barvu pocet litrd

vector<int> barvy_prikazu; // pro kazdj pfikaz jeho barva

int main() {

// na&teme vstup

cin >> N >> F >> K;

for (int i=0; i<N; i++) {
int z,k,f;
cin >> z >> k >> f;
barvy_prikazu.push_back(f) ;
udalosti.push_back(udalost(z, i, true));
udalosti.push_back(udalost(k, i, false));

¥

// set¥idime udalosti
sort (udalosti.begin(), udalosti.end(), drive);

// zpracujeme udalosti

barvy.resize(F+1, 0);

aktivni.insert(udalosti[0].prikaz);

for (int i=1; i<2x*N; i++) {
int barva = 0, delka = udalostil[i].pozice - udalostil[i-1].pozice;
if (laktivni.empty()) barva = barvy_prikazul[ *aktivni.rbegin() 1;
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barvy[barval] += delka;
if (udalostil[i].zacina) aktivni.insert(udalostil[i].prikaz);
else aktivni.erase(udalostil[i].prikaz);

}

// vypiSeme vysledek
for (int f=1; £<=F; f++) cout << barvy[f] << endl;
return 0;

}

P-1-2 Cokolada

Nejprve ukazeme feseni s ¢asovou slozitosti O(R2S). Bude zalozeno na jedno-
duché myslence: vyzkousime vSechny dvojice fadkt a pro kazdou dvojici v éase O(S)
spocitame vSechny ctverce, které pravé tam maji sviij horni a dolni okraj.

KdyZ uz jsme si zvolili horni a dolni fadek, mame tim vymezen pas policek.
Nékteré jeho sloupce jsou celé, ty muzeme pouzit. Nékteré obsahuji aspon jedno
chybéjici policko a ty pouzit nemizeme.

Kdybychom védéli, které sloupce pouzit mizeme a které ne, dostavame nasle-
dujici tlohu: Médme déno ¢islo K (délku strany ¢tverce) a pole A[1..S] obsahujici jen
nuly a jednic¢ky (Spatné a dobré sloupce). Kolik existuje v poli A useku délky K,
které obsahuji samé jednicky?

Tuto tlohu snadno vyresime v linedrnim case vzhledem k délce pole A. Existuje
vice Zpusobu feSeni, ukdzeme si jeden z nich. VSimnéte si, Ze usek je dobry praveé
tehdy, kdyZ je jeho soucet roven K. Vytvorime si nové pole B[0...S], kde B[0] =0
a pro vSechna i > 0 je B[i| = A[i] + B[i — 1]. Zjevné plati, ze BJi] je rovno souctu
prvnich ¢ prvki pole A. (Hodnoty uloZené v poli B nazyvame prefixové sumy pole A.)

Potom ale tsek, ktery za¢ind na pozici p, je dobry pravé tehdy, kdyz Blp+ K —
1] = Blp — 1] = K. (Rozmyslete si, ze hodnota B[p + K — 1] — B[p — 1] pfedstavuje
soucet prvka pole A na pozicich p a7z p+ K —1.)

Pole B umime spocitat v ¢ase O(S). Nasledné mtizeme o kazdém z S — K + 1
useku délky K v konstantnim cCase zjistit jeho soucet a podle toho urcit, zda je tento
usek dobry nebo ne. Celkové jsme tedy vyfesili nasi jednorozmérnou tlohu v case

O(8).

Zbyvéa urcit, které sloupce mizeme pouzit a které ne. K tomu nam ale postaci
zpracovat dvojice Fadkt v systematickém pofadi. Pro dvojici (r1,71) méme tuto
informaci ,zadarmo® pfimo na vstupu. A pokud pro dvojici (r1,r2) vime, které
sloupce se jesté daji pouzit, potom pro dvojici (r1,7r2 + 1) tuto informaci snadno
zjistime — jsou to ty sloupce, které se daly pouzit pro (r1,72) a zaroveii maji jednicku
také v radku ro + 1.

#include <stdio.h>

int R, S;
int A[5012] [5012];



int zije[5012], soucet[5012];

int main(void) {
scanf ("%d%d", &R, &S);
for (int r=0; r<R; r++) for (int s=0; s<S; s++) scanf("%d", &A[r][s+1]);
long long vysledek = 0;
for (int r1=0; ri<R; ri++) {
for (int s=1; s<=S; s++) zije[s]=1;
for (int r2=rl; r2<R; r2++) {
for (int s=1; s<=S; s++) zijel[s] &= A[r2][s];
soucet [0]=0;
for (int s=1; s<=S; s++) soucet[s]=soucet[s-1]+zijel[s];
for (int d=r2-ri+1, zac=1; zac+d-1<=S; zac++)
if (soucet[zac+d-1]-soucet[zac-1] == d)
vysledek++;
}
¥
printf ("%11d\n", vysledek);
return O;

}
Lepsi feseni

Podobny trik, jaky jsme pouzili pfi feSeni jednorozmérné tlohy v predchézeji-
cim TeSeni, muzeme provést i pfimo v dvojrozmérném piipadé. Zacneme tim, zZe si
pro kazdy radek a pro kazdy sloupec zadané matice spocitame prefixové sumy. Diky
nim muzeme o libovolném kusu fadku nebo sloupce v konstantnim case Tici, zda je
cely dobry. Na tento predvypocet nam stacéi ¢as O(RS).

Nyni postupné pro kazdé policko zodpovime otazku: , Jaky nejvétsi étverec ma
pravy dolni roh na tomto policku?“

Je-li na daném polic¢ku 0, odpovéd zni zjevné 0, jinak bude sprdvnou odpoveédi
hodnota aspon 1. Postupné budeme zvétsovat velikost strany ¢tverce, dokud ,,nena-
razime”, tzn. dokud nezjistime, Zze uz nas ¢tverec obsahuje néjakou diru, pripadné
prekrocil hranice ptivodniho obdélnika.

Pfedstavme si, ze zkoumame pravy dolni roh na soufadnicich (r, s) a uz vime,
ze tam ma pravy dolni roh ¢tverec velikosti K. Jak zjistime, zda tam mame také
étverec velikosti K + 17 Jednoduse — je tam pravé tehdy, kdyz jsou ve sloupci s — K
dobra vsechna policka od r — K do r, a zaroven v fadku r — K musi byt dobra
vSechna policka od s — K do s. Obé podminky umime ovéfit v konstantnim case
pomoci predem spocitanych prefixovych sum.

Dostédvame tak FeSeni, jehoz ¢asova slozitost je O(RS + X), kde X je pocet
¢tvercli na vstupu. V nejhorsim pripadé bude toto feseni stejné rychlé jako to pred-
chézejici, ale pro ,Fidké“ vstupy (s mnoha dirami) bude vyrazné rychlejsi.

Vzorové reseni

Chceme-li dosdhnout lepsi ¢asové slozitosti, nesmime ¢tverce pocitat po jed-
nom.

Pouzijeme podobny pfistup jako v pfedchazejicim feseni. Necht K (r, s) je veli-
kost (tj. délka strany) nejvétsiho plného ¢tverce, ktery ma pravy dolni roh na policku
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(r, s). Potom hledanou odpovéd ziskdme jednoduse jako soucet v8ech hodnot K (r, s).
Ukézeme si, jak je mozné hodnoty K(r,s) Sikovné spocitat. Je-li na policku
(r,s) dira, pak zjevné K(r,s) = 0. Pfedpokladejme tedy, Ze na (r, s) dira neni.
V prvni fadé si uvédomme, ze plati nasledujici nerovnosti:

K(r,s) < K(r—1,s)+1,
K(r,s) < K(r,s—1)+1,
K(r,s) < K(r—1,s—1)+1.

M3-li totiz na policku (r, s) pravy dolni roh ¢tverec velikosti z, potom kdyZ vezmeme
¢tverec velikosti z—1 s pravym dolnim rohem na nékterém z policek (r—1, s), (r, s—1)
nebo (r —1,s—1), tak tento mensi étverec bude lezet cely uvnitf pivodniho étverce
— a tedy bude urcité dobry.

Dostavame tak, ze plati:
K(r,s) < 1+ min(K(r—1,s),K(r,s—1),K(r—1,s—1)).

Dokéazeme, ze ve skutecnosti v pfedchazejicim vztahu vzdy plati rovnost. Necht
totiz min(K(r — 1,s), K(r,s — 1), K(r — 1,8 — 1)) = z. KdyZz vezmeme sjednoceni
Ctverct, které maji velikost x a pravy dolni roh na téchto tfech polickach, dostaneme
presné ¢tverec velikosti « 4+ 1 s pravym dolnim rohem na (r, s) — s jedinou vyjimkou,
kterou je samotné policko (r,s). O tom jsme ale pfedpokladali, Ze je dobré, a tedy
skute¢né mame Ctverec velikosti z + 1.

Priklad situace z dikazu. Teckami jsou vyznacena dobra policka.
Méame K(r—1,s) =3a K(r,s—1)=K(r—1,s—1) =5.
Prvni dva odpovidajici ¢tverce jsou vyznaceny tlustou c¢arou,
tfeti ¢arkované. Dostdvdme z = min(3,5,5) = 3. Sjednoceni
prislusnych tfech ¢tvercd 3 x 3 je vyplnéno. Vsimnéte
si, Ze spolu s poli¢kem (r, s) dostdvame Gtverec 4 x 4.

KaZdou hodnotu K (r, s) tedy dokaZeme spoéitat v konstantnim ¢ase z predcha-
zejicich hodnot. Casov4 sloZitost tohoto Feseni je proto O(RS). Za zminku jesté stoj,
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Ze pamétova slozitost se dé zredukovat na O(R), jelikoz ndm vzdy staci pamatovat
si hodnoty K pro predchazejici a aktualni fadek.

#include <stdio.h>

int R, S, A;
long long result = 0;
int K[2][5012];

int min(int x, int y)
{return (x <y) ?x :y; }

int main(void) {
scanf ("%d%d", &R, &S);
for (int r=1, cur=0; r<=R; r++, cur=1-cur)
for (int s=1; s<=8; s++) {
scanf ("%d", &A);
if (A==0)
K[cur] [s]=0;
else
Klcur] [s]l= 1 + min(K[cur] [s-1], min(K[1-cur][s], K[i1-cur][s-11));
result += K[cur] [s];
¥
printf ("/Ld\n", result);
return 0;

}

P-I-3 Kolac

Uloha a)

Hru vyhraje Mafenka. V prvnim tahu provede fez po pfimce z = 4 (na obrazku
vyznacen tlustou ¢arou). Tim vznikne étverec 5 x 5, ktery je, véetné polohy ropuchy,
symetricky podle thlopficky (na obrazku éarkované).

N
N

Od tohoto okamziku bude Mafenka tahat symetricky s Jenickem. Af prove-
de Jenicek jakykoliv fez, Mafenka nasledné provede jeho zrcadlovy obraz (podle
¢arkované osy). Kdyz tedy Jenicek Feze vodorovné, tak Mafenka svisle, a naopak.
Marenka zjevné vzdy mize provést takovy tah a po kazdém jejim tahu ztstane kolac¢
symetricky. Proto nutné tim, kdo uz nebude moci fezat, bude Jenicek.
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Uloha b)

V tvodu Teseni si vysvétlime zakladni pojmy z teorie kombinatorickych her.
Stav hry, tedy aktuélni rozméry obdélnika a polohu ropuchy v ném, budeme nazyvat
pozice. Vyhrdavajici strategie je postup, ktery nadm zaruci, ze hru vyhrajeme bez
ohledu na to, jak bude tahat protihrac¢. Pozice je vyhrdvajici, jestlize hrac, ktery je
pravé na tahu, ma vyhravajici strategii. Ostatni pozice nazyvame prohrdvagici.

Prochazeni stromu hry

Nejjednodussi feseni, které se da pouzit pro libovolnou konecnou kombinato-
rickou hru, je zaloZeno na dvou jednoduchyjch myslenkach:

e Jestlize z dané pozice vSechny tahy vedou do vyhravajicich pozic, pak je
tato pozice prohravajici.

e Jestlize z dané pozice existuje tah do néjaké prohravajici pozice, pak je
tato pozice vyhravajici.

Pokud vSechny tahy vedou do vyhrévajicich pozic, at si vybereme kterykoliv,
vzdy tim dostaneme soupefe do vyhravajici pozice. A jestlize se potom bude soupef
drzet néjaké vyhravajici strategie, hru prohrajeme. Proto je takova pozice prohra-
vajici. Naopak, pokud existuje tah do néjaké prohravajici pozice, udélame ho a tim
dostaneme soupete do této, pro ného prohravajici pozice.

Tuto myslenku snadno prepiSseme do rekurzivni funkce, ktera ndm o dané pozici
rozhodne, zda je vyhravajici nebo prohravajici.

Dynamické programovani

Problém predchazejiciho pristupu spociva v tom, ze je prilis pomaly. Hlavnim
diavodem je skutecnost, Ze pfi rekurzivnich volanich zkousi vSechny mozné pribéhy
hry a pri tom mnohé pozice vyhodnoti vicekrat.

Uvedeny problém ovSem dokazeme snadno vytesit - jakmile o néjaké pozici
zjistime, zda je vyhravajici, zapiSeme si tuto informaci do pomocného pole. Kazdou
pozici pak budeme zpracovavat pouze jednou.

Do kolika rtznych pozic se miZe hra dostat? Kazda pozice je urdena Ctyimi
soufadnicemi: levy, pravy, horni a dolni okraj aktualniho obdélnika. Levy okraj musi
lezet mezi 0 a 7, véetné, pravy mezi r, + 1 a X, analogicky pro zbyvajici dva.

Dohromady tedy méme (7, +1)(X —7r,)(ry +1)(Y —r,) pozic, coz je O(X2Y?).
Takova bude i pamétova slozitost naseho feseni. V kazdé pozici je O(X +Y') moznych
tahii, takze casova slozitost tohoto feseni je O(X2Y2?(X +Y)).

Na popsané feseni se muzeme podivat i z opacné strany: Kdybychom naptiklad
pozice zpracovavali serazené podle plochy, platilo by, ze v okamziku vyhodnocovani
néjaké pozice uz vime o vSech pozicich, do nichz mizeme tdhnout, zda jsou vyhrava-
jici nebo prohravajici. Takto implementované feSeni m4 stejnou ¢asovou i pamétovou
slozitost jako Teseni pfedchézejici.

#include <stdio.h>
#include <string.h>
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int X, Y, rx, ry;
int memo[50] [50] [50] [50] ;

int winning(int x1, int y1, int x2, int y2) {
// pokud uz jsme tuto pozici ¥esili, rovnou vrat hodnotu
if (memo[x1] [y1] [x2] [y2] >= 0) return memo[x1] [y1] [x2] [y2];
// pokud ne, inicializuj ji na prohravajici
memo [x1] [y1] [x2] [y2]1=0;
// a najdes-1i tah do prohravajici, zméii soudasnou na vyhravajici
for (int x=x1+1; x<x2; x++) {
int nx1, nx2;
if (x<=rx) nxl=x, nx2=x2; else nxl=x1, nx2=x;
if (!winning(nx1,y1,nx2,y2)) return memo[x1] [y1] [x2] [y2]=1;
}
for (int y=yl1+1; y<y2; y++) {
int nyl, ny2;
if (y<=ry) nyl=y, ny2=y2; else nyl=yl, ny2=y;
if (!winning(x1l,ny1,x2,ny2)) return memo[x1] [y1] [x2] [y2]=1;
}
return O;

}

int main(void) {
scanf ("d%d%d%d", &X, &Y, &rx, &ry);
memset (memo, -1, sizeof (memo));

printf("%s vyhraje.\n", (winning(0,0,X,Y) ? "Mafenka" : "Jenicek"));

return 0;

}

Optimalni FeSeni

Vsimnéte si ¢tyt prouzk policek, které jsou na nasledujicim obrazku vyznaceny
Sedou barvou. Bez ohledu na to, jak budeme kola¢ fezat, vzdy zkratime pravé jeden
z nich. Naopak, kdyz se rozhodneme, ktery prouzek chceme zkratit a o kolik, vzdy
miiZzeme takovy fez provést.! Kazdou pozici mtizeme tedy popsat délkami téchto Gty

prouzkt (a,b, ¢, d).

Dokéazeme nasledujici tvrzeni: Mé&jme pozici (a, b, ¢, d). Cisla a, b, ¢, d pievedeme
do dvojkové soustavy a zapiSeme je pod sebe. Tvrdime, Ze pozice je prohravajici

pravé tehdy, kdyz je v kazdém sloupci sudy pocet jednicek.?

L Pro ty, kdo se vyznaji v kombinatorické teorii her: Tim jsme pravé dokézali, ze
nase hra je isomorfni se 4-hromédkovym NIMem, pficemz délky prouzka odpovidaji

velikostem hromadek.

2 Jinymi slovy, tehdy, kdyz a @b @ c @ d = 0, kde @ je bitovy xor.
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Chceme-li toto tvrzeni dokézat, musime ukézat, ze plati obé vlastnosti, které
musi mit prohravajici pozice. Musime tedy ukazat, ze:

® 7 pozice, v niz je v kazdém sloupci sudy pocet jednicek, vede kazdy tah
do pozice, kde toto neplati.

e V kazdé jiné pozici existuje tah, po jehoz provedeni bude v kazdém sloupci
sudy pocet jednicek.

Prvni tvrzeni ziejmé plati. At provedeme jakykoliv tah, zménime tim pravé jedno
z Cisel. Kdyz se nyni podivame na binarni zapisy nasSich ¢isel, vidime, Ze se nam
zménil pravé jeden radek. Vyberme si v ném néktery bit, ktery se zménil. Potom
v jeho sloupci se nutné zménila parita poctu jednicek a bude jich tam tedy lichy
pocet.

Druhé tvrzeni dokadzeme nasledovné: Vybereme nejlevéjsi sloupec, v némz je
lichy pocet jednicek. Zvolime si libovolny Fadek, ktery ma v tomto sloupci jednicku.
Tu zménime na nulu. Néasledné smazeme zbytek tohoto fadku a znovu ho dopocitame
tak, aby v kazdém sloupci byl sudy pocet jednicek. Jelikoz nejlevéjsi bit, ktery jsme
ménili, jsme zménili z jednicky na nulu, bez ohledu na zmény dalsich biti se hodnota
¢isla zmensila. Jedna se tedy o platny tah.

Ukézeme si to celé na piikladu. Méjme pozici (58,9, 43, 22). Kdyz si ji zapiSeme
ve dvojkové soustavé, zjistime, ze v ¢tvrtém, tfetim a druhém sloupci zprava je lichy
pocet jednicek. Zvolime si ¢islo 43, které ma jednicku ve ¢tvrtém sloupci zprava, a
tuto jednicku zménime na nulu. Nasledné dopocitame hodnoty ostatnich bitd (tyto
bity jsou v prostfednim sloupci docasné nahrazeny teckami).

v

58 = 111010 111010 111010 = 58
9 = 1001 1001 1001 = 9
43 = 101011 100... 100101 = 37
22 = 10110 10110 10110 = 22

Marenka tedy vyhraje, jestlize v pocatecni pozici hry plati, ze v nékterém
sloupci binarnich zapist cisel, ktera urcuji délky prouzki, je lichy pocet jednicek.
Staci, kdyz pokazdé zvoli takovy tah, po kterém bude vSude pocet jednicek sudy.
Uz jsme ukézali, ze takovy tah vzdy existuje. Jenicek bude vzdy na tahu v pozici,
v niz je vSude pocet jednicek sudy, a at tdhne jakkoliv, vzdy toto porusi. Protoze
v koncové pozici jsou vSechny délky prouzki rovny nule, znamena to, Ze v ni je vSude
pocet jednicek sudy, a tedy hracem na tahu (ktery prévé prohral) je JeniGek.

Naopak Jenicek vyhraje, jestlize je v po¢atecni pozici v kazdém sloupci binar-
nich zapist délek prouzki sudy pocet jednicek. Poté, co Mafenka provede prvni tah,
bude Jenicek v pozici s lichjym poctem jednicek v nékterém sloupci a miZze pouzit
stejnou strategii hry, jakou méla v opac¢ném pripadé Mafenka.
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P-I-4 Poéitaé¢ Kvak

Uloha a)

Jestlize celé ¢islo NV neni prvocislo, potom ma néjakého délitele d takového, ze
1 <d < N. A nejen to. Cislo e = N/d je celé a je také délitelem N (nebot N/e = d).
Navic také plati, 7ze 1 < e < N. Kdyby obé ¢sla d a e byla vétsi nez v/ N, dostavame
N =d-e>+VN-vN =N, coz je spor. Proto je jedno z nich nejvyse rovno v/N.

Dokézali jsme tvrzeni: Jestlize celé ¢islo NV neni prvocislo, potom mé délitele d,
pro néhoz plati 1 < d < v/N.

Budeme tedy postupné zkouset vSechny hodnoty d z tohoto rozsahu. Kdyz
najdeme néjakou hodnotu, kterd déli N, vypiSeme, ze N neni prvocislo. Pokud ani
jedna z nich N nedéli, je to prvocislo. Na zacatku vypoc¢tu samoziejmé osetiime
specialni pfipady N =0a N = 1.

get n

put 1 ; get j
jz n bad

jeq n j bad
put 2 ; get d

label cyklus
put n ; put d ; div ; get e

jgt d e good

put n ; put d ; mod ; get e

jz e bad

put d ; put 1 ; add ; get d
jump cyklus

label good ; put 1 ; print ; stop
label bad ; put O ; print ; stop

V cyklu vzdy nejprve porovndme hodnoty |N/d] a d. Je-li prvni z nich jiz
mensi, znamena to, ze ur¢ité d > v/ N a mizeme prestat zkouset. Nasledné spocitame
hodnotu N mod d a pokud je rovna 0, tak d déli N a rovnéz mtizeme ukoncit vypocet,
jenom s opacnym vysledkem. Jinak zvysime d a jdeme na dalsi iteraci cyklu.

Nejhorsim vstupem pro tento program je samoziejmé velké prvocislo. Nejvétsi
prvocislo, které muzeme na vstupu dostat, je 65521. Pro néj tento program vykona
néco pres 4 000 krokd vypoctu.

Uloha b)

Nejjednodussim fesenim je zménit kazdé ¢islo v roufe na 1 a nasledné pouzit
program z Pfikladu 2 ve studijnim textu, ktery vSechny tyto jednicky secte a vypiSe
jejich soucet — ktery je ovsem zaroven jejich poctem.

Vyuzijeme toho, Ze vSechna ¢isla v roufe jsou kladna, a vlozime na konec roury
nulu. Potom v cyklu opakujeme: Precteme jedno ¢islo z roury. Kdyz to neni 0,
vlozime do roury misto ného 1. Kdyz to je 0, uz jsme zpracovali vSechna Ccisla,
v roufe mame misto kazdého z nich jednicku a muzeme zacit s¢itat.
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(Drobny technicky detail: aby nas program fungoval i v pfipadé, ze je na zac¢atku
roura prazdnd, vlozime nyni do roury jesté jednu nulu. Ta nam soucet ¢isel nezméni
a roura prestane byt prazdna.)

Cely program muze vypadat tfeba takto:

put O label cyklus
label prepisuj get a

get a jempty konec
jz a dale put a

put 1 add

jump prepisuj jump cyklus
label dale label konec
put O put a
(pokraé&. vpravo) print

Casové slozitost je linedrni vzhledem k poétu ¢isel, kterd jsou na zac¢atku v rou-
fe, nebot nejdfive jednou projdeme celou rouru a potom pouzijeme lineadrni program
na zjisténi souctu.

Uloha c)

Rovnéz tato tloha je fesitelna. Porovnavat hodnoty umime, staci je ulozit do
riznych registrii. Potfebujeme ale vyfesit problém, ze jakmile nac¢teme hodnotu do
registru, neumime ji uz presunout do jiného registru. Potfebovali bychom si tedy
néjak pamatovat, kde mame ulozeno dosud nalezené maximum. Trik spoc¢iva v tom,
Ze tuto informaci si pamatovat dokazeme — pozici vypoctu v programu. Na zac¢atku
méame maximum v registru a a nova ¢isla ¢teme do b. Jakmile do b nacteme vétsi
hodnotu nez jakou mame v a, sko¢ime do jiné Casti programu, kde vypocet probiha
opacné — maximum mame uloZzené v registru b a nova ¢isla ¢teme do a. A kdyz se
v a opét vyskytne vétsi ¢islo nez je nyni v b, sko¢ime zpét do prvni ¢asti programu.
Takto postupujeme stile dokola, dokud nepfecteme celou posloupnost.

get a

label maximum_je_v_a
jempty konec_a
get b
jgt b a maximum_je_v_b
jump maximum_je_v_a

label maximum_je_v_b
jempty konec_b
get a
jgt a b maximum_je_v_a
jump maximum_je_v_b

label konec_a ; put a ; print ; stop
label konec_b ; put b ; print ; stop
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