59. ro¢nik Matematické olympiady — 2009/2010
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 59. roéniku MO kategorie P se kona v atery 12. 1. 2010 v dopolednich
hodinach. Na Feseni tiloh mate 4 hodiny ¢istého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadna prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesiteld ve vSech krajich je
pouziti pocitacu pri soutézi zakizano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomucky
kromé psacich potfeb (tzn. knihy, vypisy programt, kalkulac¢ky, mobilni telefony).
Reseni kazdé ulohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zdivodriujict jeho sprdvnost (pfipadné dikaz spréavnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casovd a pamétovd sloZitost).
Slovni popis feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
vase feSeni tloh domaéaciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici;
na autorska feseni se odkazovat miizete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-11-1, P-II-2 a P-II-3 je tfeba uvést za-
programu v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozu-
mitelném pseudokédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace
jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vzta-
hti, vyhledavani v poli, t¥idéni apod. V pripadé ulohy P-II-4 je nutnou
soucasti feseni program pro pocita¢ Kvak.

Za kazdou ulohu mizete ziskat maximélné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu.

Vzorova feseni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http: //mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam Gspésnych Fesiteld
postupujicich do ustifedniho kola a také popis prostiedi, v némz budete v tstfednim
kole fesit praktické tlohy.

P-11I-1 Aquapark

V aquaparku maji t¥i tobogany. Spravce aquaparku se rozhodl zjistit, nakolik
je navstévnici vyuzivaji. Ma k dispozici nasledujici informace:
e Jak dlouho trva jedna jizda na kazdém toboganu (Gasy T1,7T%,T3).
® Jak dlouho trva, nez navstévnik dojde od konct tobogant k jejich zacat-
ktm (¢as D). Tobogany jsou umistnény tak, Ze cesta od konce libovolného
toboganu k zac¢atku libovolného toboganu trva stejné dlouho.
e Pro kazdy tobogan fotobuiikou zaznamenané ¢asy, kdy néktery z navstév-
nikti aquaparku nasedl na tento tobogan.
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7Z téchto informaci se pfesny pocet navstévniku vyuzivajicich tobogany vétsinou neda
urcit. Mzeme ale urc¢it minimalni pocet lidi, ktefl mohli tobogany vyuzivat tak, aby
to odpovidalo zaznamenanym tdajam.
Soutézni tloha

Na zakladé informaci o délce jizdy na toboganech, trvani cesty zpét nahoru a
casech jednotlivych nasednuti na tobogany urcete minimalni mozny pocet lidi, kteri
mohli vyuzivat tobogany.

Jinymi slovy, najdéte nejmensi ¢islo K takové, ze existuje rozvrh pohybu pro
K 1lidi, podle kterého nékdo nasedne v kazdém ze zaznamenanych ¢asti na piislusny

tobogan. Nezapometite, Ze kdyz nékdo nasedne na tobogan ¢ v ¢ase T', tak dalsi jizdu
(na kterémkoliv z tobogant) muzZe tento ¢lovék zacit nejdiive v ase T+ T; + D.

Nezapomente také zdivodnit spravnost svého algoritmu.

Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu jsou tfi ¢isla 73,75, T3 — délky jizd na jednotlivych
toboganech. Na druhém fadku je jedno ¢islo D — ¢as potfebny na vystup od konct
tobogant nahoru k jejich za¢atkiam. Nasleduji tii fadky s informacemi o uskutecné-
nych jizdach na jednotlivych toboganech. Kazdy z nich zac¢ina ¢islem N;, udavajicim
pocet jizd, které se na toboganu 7 uskutecnily. Na fadku pak néasleduje IV; ¢isel a;;
(1 < j < N;), ktera predstavuji ¢asy nasednuti na tento tobogan. Pro kazdy tobogan
je tato posloupnost ¢asti usporadana vzestupné.

Plati: 0 < Ny, Na, N3 < 1000000, 1 <7T1,T5,73,D,a;; < 500000 000.
Format vystupu

Vypiste jediné ¢islo — miniméalni pocet navstévnikt aquaparku, pro néz mohla
zaznamenana situace nastat.

Priklady

Vstup: Vystup:
123 2

1

217

32511

13

Jeden mozny zpiisob, jak mohli dva lidé uskutecnit vSechny zaznamenané jizdy:
prvni z nich jel na prvnim, pak na tfetim, a opét na prvnim toboganu (v ¢asech 1,
3 a 7), zatimco druhy ¢lovék absolvoval vSechny t¥i jizdy na druhém toboganu.

Vstup: Vystup:
456 6

10

223

31715

15



V tomto piipadé zadny navstévnik nemohl stihnout dvé jizdy, proto jich urcité mu-
selo byt Sest.

P-II-2 Oploceni farmy

Premysl se doslechl, ze se v zemédélstvi toci velké penize, a rozhodl se, ze v ném
také za¢ne podnikat. Netrvalo dlouho a uz vlastnil rozlehlou farmu, na niZz péstoval
mnozstvi zajimavych plodin. Pfemyslova zemédélska piida ma obdélnikovy tvar a je
rozdé€lena na R x S stejné velkych ¢tvercovych policek. Na kazdém policku se péstuje
jedna plodina.

Neddvno se farma ocitla v nebezpedi, nebot v jejim okoli se premnozili zajici,
ktefi si radi pochutnavaji na péstovanych rostlinach. Proto se Premysl rozhodl, ze
na farmeé neché postavit plot, ktery ochrani plody jeho prace.

Jelikoz v okoli neni velkd konkurence v oblasti stavebnictvi, Pfemyslovi se po-
dafilo sehnat pouze jeden kontakt — firmu Ctverce s.r.o., ktera se specializuje na
stavebni prace ¢tvercového charakteru. Firma Ctverce s.r.o. nabidla, Ze postavi na
farmé plot, ktery ochrani zvolenou ¢tvercovou ¢ast pozemku.

SoutéZni tloha

Premysl premysli, kde mé nechat plot postavit. Plot miZe chranit ¢tvercové
tzemi libovolné velikosti. Musi ale vést po hranicich mezi policky, takze kazdé polic-
ko ochrani bud celé, nebo viibec. Pfemysl navic pozaduje, aby plot chranil policka
s alesponn dvéma ruznymi plodinami. Chce mit totiz jistotu, Ze nezistane na tr-
hu jenom s jednim produktem. Pomozte Pfemyslovi zjistit, kolik ma moznosti na
postaveni plotu.

Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu jsou zadany rozméry pozemku — pocet Ffadkt R a
pocet sloupctt S, a dale pocet plodin K, které je mozné na farmé péstovat. Plati
1< R,S<2500,1< K <1000000000. Na kazdém z dalsich R fadka vstupu
je vzdy uvedeno S Cisel — popis, které plodiny se péstuji na jednotlivych polickach.
Plodiny jsou oznaceny ¢isly od 0 do K — 1.

Format vystupu
Vypiste jediné ¢islo — kolika zptsoby miize Pfemysl postavit na farmé plot,
ktery ohradi ¢tvercovou oblast, na niz se péstuji aspon dvé rizné plodiny.

Priklad

Vstup: Vystup:
36 10 8
100017

200077

300077

Mame pét moznosti, jak Ize postavit plot kolem oblasti velikosti 2 X 2, a tFi moznosti,
jak Ize postavit plot kolem oblasti velikosti 3 x 3.
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P-I1-3 Omezovac rychlosti

Spole¢nost Expresni posta dorucuje zasilky po celé Evropé. V posledni dobé ale
jeji ridici ¢asto prehlizeli dopravni znacky a dostavali pokuty za prekroceni maximal-
ni povolené rychlosti. Reditel spolecnosti proto rozhodl, Ze necha do kazdého auta
namontovat omezovac rychlosti. Ten funguje nasledovné: fidi¢ si na ném pred jizdou
nastavi maximalni pfipustnou rychlost v a pristroj se pak automaticky postara o to,
aby auto béhem celé jizdy nikdy nepfekro¢ilo tuto rychlost. Reditel spole¢nosti navic
vydal nafizeni, zZe si idi¢ musi pred kazdou jizdou nastavit takové omezeni rychlosti,
aby na trase, kterou pojede, neptekrocil zadnou maximalni povolenou rychlost.
Soutézni tloha

Je dana silni¢ni sit, po niz jezdi Fidi¢i spole¢nosti Expresni posta. Tato silniéni
sit obsahuje N mést, mezi nimiZ vede celkem M rtznych cest. Kazda cesta spojuje
dvé mésta, piiem? cesty se mimo mésta kiiZl pouze mimotroviiové (tzn. mimo
mésta nelze odbo¢it z jedné cesty na jinou). Pro kazdou cestu zname jeji délku
(v kilometrech) a maximalni povolenou rychlost (v kilometrech za hodinu).

Pro danou dvojici mést = a y muze existovat vice zptisobt, jak 1ze po cestach
dojet z mésta z do mésta y. NapiSte program, ktery pro vSechny dvojice mést = a y
uré¢i minimalni ¢as potfebny na cestu z mésta x do mésta y pri pouziti omezovace
rychlosti a dodrzeni nafizeni feditele spole¢nosti.

Format vstupu

Prvni fadek obsahuje dvé kladnd celd ¢isla N, M (1 < N < 50,1 < M < 1000)
— pocet mést a pocet cest mezi nimi. Jednotlivd mésta jsou na vstupu oznacena ¢isly
laz N.

Kazdy z nasledujicich M tadku popisuje jednu cestu a obsahuje ¢tyfi cisla i,
7, d, m. Ta udavaji, ze cesta spojujici mésta i a 7 ma délku d kilometri a maxi-
malni povolenou rychlost m kilometrd za hodinu. VSechny cesty jsou obousmeérné.
Mezi dvéma mésty miize byt postaveno vice cest rizné délky a s riznou maximalni
povolenou rychlosti.

Miuzete predpokladat, ze mezi kazdou dvojici mést existuje aspon jedna trasa
(kterd mtize byt tvofena vice navazujicimi cestami).

Vsechny vzdalenosti a rychlosti jsou na vstupu uvedeny s presnosti nejvyse na
3 desetinnd mista. Pro kazdou vzdalenost d plati 1 < d < 1000000, pro kazdou
maximalni povolenou rychlost m plati 5 < m < 100 000.

Format vystupu

Vystup bude tvofen N Fadky, z nichz kazd§ obsahuje N &isel. Cislo v i-tém
fadku a j-tém sloupci uréuje minimalni ¢as (v hodindch) potfebny na jizdu mezi
mésty ¢ a j. Vysledek uvedte s pfesnosti na t¥i desetinnd mista.

Pr1i praci s redlnymi ¢isly v pocitaci mohou vznikat zaokrouhlovaci chyby. Tu-
to skutecnost muzete ve svém TfeSeni ignorovat — postupujte, jako kdyby vsechny
vypocty, které provadite, byly presné.



Vstup: Vystup:

4 4 0.000 0.600 0.200 1.300
1 2 40.0 60.0 0.600 0.000 0.333 0.500
1 3 20.0 100.0 0.200 0.333 0.000 1.300
2 3 40.0 120.0 1.300 0.500 1.300 0.000
2 4 25.0 50.0

Z mésta 1 do mésta 2 se nejrychleji dostaneme pfes mésto 3: pojedeme celkem 60
kilometri rychlosti 100 km/h. Nejrychlejsi cesta z mésta 1 do mésta 4 ovSem vede
po trase 1-2-4, nikoliv 1-3-2-4.

40km 6052
@ ©)
25km
100 ko 40km h
120 52

@

P-II-4 Podita¢ Kvak

V tomto roc¢niku olympiady se setkdvame se specidlnim pocitacem nazvanym
Kvak. Ve studijnim textu uvedenym za zadanim tlohy je popsano, jak tento pocitac¢
funguje. Studijni text je identicky s textem z domaciho kola.

Soutézni tloha
a) (3 body)

Lucasova ¢isla jsou definovana néasledovné: Lo = 2, Ly = 1 a pro kazdé n > 2
plati L, = L1 + Ly _o.

V roufe pocitace je jedno ¢islo n. Napiste program pro pocita¢ Kvak, ktery
spo¢itd a vypiSe hodnotu (L,, mod 65 536).
b) (3 body)

V roufe pocitace je neprazdnd posloupnost kladngch ¢isel. NapiSte program pro
pocitac¢ Kvak, ktery zjisti, zda se v této posloupnosti vyskytuje ¢islo 47 a podle toho
vypise bud éislo 1 (pokud ano) nebo ¢islo 0 (pokud tam neni).

c) (4 body)

V roufe pocitace je neprazdna posloupnost kladnych cisel. NapiSte program
pro pocita¢ Kvak, ktery na vystup vypise vSechna suda ¢isla obsazena ve vstupni
posloupnosti. Nezalezi pfitom na poradi, v jakém je vypise, ale kazdé sudé ¢islo musi
vypsat presné tolikrat, kolikrat se vyskytlo na vstupu.



Studijni text

V letosnim roc¢niku olympiddy se budeme setkavat se specidlnim pocitacem
zvanym Kvak.

Jediny datovy typ, se kterym Kvak pracuje, se nazyva number, coz je celé
¢islo z rozsahu od 0 do 65 535 véetné.* Viechny matematické vypoéty provadi Kvak
modulo 65536, takze napfiklad hodnotou vyrazu 65530 + 10 je 4.

Kvak pouzivé 26 proménnych, které nazyvame registry. Registry jsou oznaceny
pismeny a aZ z a v kazdém z nich muze byt uloZena jedna hodnota typu number. Na
zacatku vypoctu jsou ve vSech registrech nuly.

Kromé registri ma Kvak jesté jednu jednosmeérnou rouru neomezené délky, do
které se mohu uklddat hodnoty typu number. Je to jedind datova struktura, kterou
Kvak pouziva. S rourou lze provadét dvé operace:

® vlozit do ni ¢islo z registru X pfikazem put X,
® 7 opacného konce roury odebrat ¢islo a ulozit ho do registru X piikazem
get X.

Cisla se v roufe poc¢itace nemohou predbihat, Kvak je tedy bude odebirat
ve stejném poradi, v jakém je do roury vlozil.** Roura mé& neomezenou kapaci-
tu, lze do ni vlozit libovolné mnozstvi ¢isel. Neni-li fe€eno jinak, roura je na zacatku
vypoctu prazdna.

Pocita¢ Kvak mé také moznost vypisovat ¢isla (vysledky vypoctu) na vystup.
Prikazy

V nasledujici tabulce jsou shrnuty vsechny prikazy, které Kvak umi provadét
a které tedy muzete pouzivat v programech.

prikaz vyznam prikazu

get X Kvak odebere jedno ¢islo z roury a ulozi ho do registru X.
put X Kvak vlozi do roury ¢islo z registru X.
put ¢islo Kvak vlozi dané ¢islo do roury.

print Kvak odebere jedno ¢islo z roury a vypiSe ho na vystup.

add scitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich soucet.

sub odcitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich rozdil
(prvni minus druhé).

mul nasobeni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich
soucin.

div déleni: Kvak odebere dvé Cisla z roury a vlozi do roury celou ¢ast
jejich podilu (prvni lomeno druhé).

* 65535 = 216 — 1, typ number je tedy pfesné to, co znate jako 16-bitové celé
¢islo bez znaménka.
** Takovou datovou strukturu obvykle nazyvame fronta.
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mod

zbytek: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury zbytek, ktery
da prvni z nich po celociselném déleni druhym.

label L
jump L
jz X L
jeq XY L
jgt XY L

jempty L

navésti: Toto misto v programu dostane oznaceni L (kde L mize byt
libovolny Fetézec). Stejné navésti nesmi byt v programu vicekrat.
skok: Kvak bude pokracovat v provadéni programu od mista, které
mé oznaceni L.

skok jestlize nula: Je-li v registru X nula, Kvak provede prikaz
jump L.

skok jestlize se rovnaji: Je-li v registrech X a Y stejnd hodnota,
Kvak provede piikaz jump L.

skok jestlize je vétsi: Je-li v registru X vétsi hodnota nez v registru
Y, Kvak provede ptikaz jump L.

skok jestlize je prazdna: Neni-li v roufe zadné ¢islo, Kvak provede
ptikaz jump L.

stop

konec: Kvak ukon¢i sviij vypocet.

Pokud se béhem vypoctu stane, ze se pokusime odebrat ¢islo z roury pocitace
a roura pritom bude prazdnd, nastane chyba. Chyba nastane také tehdy, kdyz se po-
kusime délit nulou, pocitat zbytek po déleni nulou, nebo skocit na neexistujici misto
v programu. Dojde-li vypocet programu na konec, Kvak po provedeni posledniho
piikazu korektné skonéi (jako kdyby na konci programu byl jesté piikaz stop.)

V zapisu programu mutzeme psat vice prikazl na jeden fadek, v takovém ptipadé
je od sebe oddélujeme stfednikem.

Priklad 1

Nasledujici program spocita a vypise soucet vSech ¢isel od 1 do 20.

put 20

put O

label start
get a

jz a end

put a ; put a ; put 1
add

sub

get b ; put b
jump start
label end
print

Pokazdé, kdyz se Kvak pii provadéni programu dostane ke tfetimu radku
(label start), budou v roufe pravé dvé ¢isla. Jestlize prvni z nich oznaéime N,
hodnota druhého bude rovna sou¢tu S = (N + 1) + --- + 20. Poté nacteme N do
registru a. Je-li N = 0, mame v roufe hledany soucet, mizeme ho vypsat na vystup
a skonc¢it. V opacném pripadé chceme provést dveé véci: Pricist NV k dosud ziskanému
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souétu, a nasledné N zmensit o 1. Po provedeni fadku Sest (tfi piikazy put) mame
v roufe postupné ¢isla: S, N, N, 1. Pfikaz add seCte prvni dvé, po jeho provedeni
bude v roufe trojice ¢isel N, 1, N +.S. Po vykonani dalsiho ptikazu sub budou v rou-
fe hodnoty N + S a N — 1. To uz je téméf to, co potfebujeme, jenom v opaéném
poradi. Proto prvni z nich nac¢teme do registru b a znovu vlozime do roury.

Priklad 2
V roufe je neprazdna posloupnost ¢isel. NapiSeme program, ktery spocita a vypiSe
na vystup jejich soucet. (Pfesnéji, jeho zbytek po déleni 65 536.)

Budeme stale opakovat nasledujici postup: Zjistime, zda jsou v roufe aspon
dvé dcisla. Jestlize ano, nékterd dvé z nich seCteme a nahradime je jejich souctem.
Pokud tam uz dvé ¢isla nejsou, ztstalo tam tady uz jenom jediné a to zjevné souc-
tem vSech ptivodnich ¢isel. V programu pro pocita¢ Kvak mizeme tuto myslenku
implementovat napfiklad nasledovné:

label cyklus
get a
jempty konec
put a

add

jump cyklus

label konec
put a
print

Na zacatku kazdé iterace odebereme z roury jedno ¢islo a vlozime ho do regist-
ru a. Pokud se tim roura vyprazdnila, mame v registru a hledany soucet, staci ho uz
jenom vypsat. Pokud ne, ¢islo z registru a vratime zpét do roury. V tom okamziku
jsou v roure alespon dveé ¢isla a muzeme tedy bez obav provést prikaz add.

Casové slozitost tohoto FeSeni je linedrni vzhledem k poctu éisel, ktera byla
na zacatku vypoctu v roufe. Kazda iterace cyklu totiz provadi jen konstantni pocet
ptikazil a zmensi nam o jedno pocet ¢isel v roufe.



