59. ro¢nik Matematické olympiady — 2009/2010
Ulohy domdciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou prakticky zaméfené a vasim tikolem v nich je vytvo-
fit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou
tloh budete odevzdavat ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pristupné
na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde téz naleznete dalsi informace. Ode-
vzdand feSeni budou automaticky vyhodnocena pomoci ptripravenych vstupnich dat
a vysledky vyhodnoceni se kratce po odevzdani dozvite. Pokud vas program neziska
plny pocet bodt, mizete své feseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, vadim tikolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. ResSeni tlohy se tedy sklada z popisu navrzeného algoritmu,
zdivodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu ¢asové a pamétové sloZitosti. Sou-
Casti feSeni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokddu v tloze
P-1I-3 a v jazyce pocitace Kvak v tloze P-I-4. Sva Feseni mizete odevzdat ve formeé
souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani nebo zaslat posStou na adresu:

Matematicka olympiada — kategorie P
KSVI MFF UK

Malostranské nameésti 25

118 00 Praha 1

Reseni vSech tiloh miiZzete odevzdavat do 15. listopadu 2009. Opravend feseni
tloh P-I-3 a P-I-4 dostanete zpét prostiednictvim krajskych komisi MO. Seznam
postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady na adrese
http: //mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Malif Bonifac

Radni v Kocourkové vypsali neddvno vybérové fizeni na velmi odpovédnou
a dulezitou ¢innost: malovani chodniku pfed radnici. Ve vybérovém fizeni zvitézil
malif Bonifac (jediny uchazeé¢ a zcela ndhodou také starostiv bratr).

Jak uz to byvé, sotva Bonifac podepsal smlouvu, hned zacal dostévat z radnice
jeden prikaz za druhym: Tento kus chodniku natfit zelenou barvou, tento rtzovou,
potom to skoro celé pietfit na bilo ... Netrvalo dlouho a Bonifac si vSiml, Ze se
nékteré piikazy prekryvaji. A kdyz si uvédomil, ze ho smlouva zavazuje provést
vS8echny prikazy v tom poradi, v jakém je dostal, zacaly ho obchézet mdloby.

Nastésti vsak prisel na genidlni napad. Kdyby védél, jak ma chodnik vypadat
nakonec po provedeni vSech pfikazii, mohl by ho tak namalovat rovnou a potom se
tvarit, Ze on pfece vSechny piikazy dodrzel. A hlavné potom radnici vSechno vyuctuje
podle ptuvodnich prikazil a jesté na tom pofadné vydéla.

Soutézni tloha

Chodnik pfed radnici méfi K kocourkovskych krokt. Jeden jeho konec bude

mit soufadnici 0, opa¢ny konec mé souradnici K. V soucasnosti ma cely chodnik
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asfaltové ¢ernou barvu. Bonific pouzivd F' jinych barev, oéislovanych od 1 do F.
Postupné dostal N prikazt. Kazdy z nich zapiSeme ve tvaru ‘a; b; f;’, kde a; a b;
jsou soufadnice za¢atku a konce tiseku a f; je barva, kterou se ma tento tisek obarvit.
Na obarveni jednoho kocourkovského kroku chodniku potfebuje Bonifac jeden litr
barvy. Pro kaZzdou z barev spocitejte, kolik litrt bude Bonifac potiebovat.

Format vstupu

Vstupni soubor se jmenuje bonifac.in. Na prvnim fadku souboru jsou t¥i cela
¢isla N (pocet pfikazl), F' (pocet barev) a K (délka chodniku) oddélend mezerami
(1 < N,F <100000,1 < K < 1000000000). Nasleduje N radkt, z nichz kazdy
popisuje jeden piikaz, a to v poradi, v jakém je Bonifac dostal. Pfitom i-ty z téchto
fadkd obsahuje tii celd ¢isla a;, b; a f; oddélend mezerami (0 < a; < b; < K,
1< fi <F).

Pro 8 z 10 testovacich vstupd bude navic platit K < 1000000. Pro 6 z téchto
8 testovacich vstupt bude navic N < 10000, a pro 3 z téchto 6 vstupti bude K, N <
1000.

Format vystupu

Vystupni soubor se jmenuje bonifac.out. Pro kazdou z F' barev (v pofadi
jejich ¢isel) zapiste do vystupniho souboru jeden fadek obsahujici jedno celé ¢islo —
kolik litra této barvy bude Bonifac potfebovat.

Priklad

Vstupni soubor bonifac.in: Vystupni soubor bonifac.out:
457 1

151 3

243 1

46 4 0

362 0

Odevzdavani FeSeni
Toto je prakticka tloha. Odevzdavate pouze zdrojovy kod odladéného programu
prostfednictvim webového rozhrani.

P-1-2 Cokolada

Maftenka bude mit brzy narozeniny. Jeji bratr Jeni¢ek dlouho nemohl vymyslet,
co by ji jenom mohl k narozenindm dat — az konecné ve své tajné skrysi na pudé
objevil zbytek ¢okolady, kterou si tam kdysi ukryl. Pravda, mysi uz si vybraly svoji
dan, ale i tak z ¢okolady ztistalo jesté docela dost. Déravé ¢asti olame, aby mu vznikla
pékna Gtvercova tabulka, a tu thledné zabali. A zbytek samoziejmé sni.

SoutéZni tloha

Je dén puvodni pocet fadkt R a sloupcu S, které ¢okolada kdysi méla. Dale
mame matici Rx .S nul a jednic¢ek urcéujici, ktera polic¢ka ¢okolady zustala cela. Zjisté-
te, kolika riznymi zptsoby muze Jenicek uskutecnit sviij plan. Jinymi slovy feceno,
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spocitejte, kolika zptsoby je mozné ve zbytku ¢okolady vyznacit étverec (libovolné
velikosti) bez dér. Vsechny hrany ¢tverce musi samoziejmé lezet na hrandch policek.
Stejné velké ¢tverce lezici na rtznych soufadnicich v tabulce ¢okolady povazujeme
za ruzné feseni.

Format vstupu

Vstupni soubor se jmenuje cokolada.in. Na jeho prvnim fadku jsou dvé cela
celé ¢isla R a S oddélend mezerou (1 < R, S < 2500). Nésleduje R fadkd, v r-tém
z nich je S mezerami oddélenych celych ¢isel a,1,...,a,g. Je-li policko ¢okolady
(r,s) celé, je ar s =1, jinak a, s = 0.

Pro 7 z 10 testovacich vstupt bude navic platit R < 500. Pro 5 z téchto 7
testovacich vstupi bude R, S < 500, a pro 3 z téchto 5 vstupi bude R, .S < 20.

Format vystupu

Vystupni soubor cokolada.out obsahuje jediny fadek a na ném jedno celé ¢islo
— hledany pocet ¢tverci.

Priklad

Vstupni soubor cokolada.in: Vystupni soubor cokolada.out:
35 12

01010

01110

11111

Na obrazku vpravo je nakreslena co-
kolada popsana ukazkovym vstupem.
Sedou barvou jsou vyznacena policka,
ktera chybéji.

Ctverec 1 x 1 na ni miiZeme vyznacit
deseti zpusoby a ¢tverec 2 X 2 dvéma,
coz je celkem 10 4+ 2 = 12 zpusobii.

Odevzdavani Feseni
Toto je prakticka tloha. Odevzdavate pouze zdrojovy kdd odladéného programu
prostifednictvim webového rozhrani.

P-I-3 Kolac

714 jezibaba drzi v kleci Jenicka a Mafenku a snazi se je vykrmit. Pravé pro né
upekla plech jezibabiho kolace. Kola¢ ma tvar obdélnika, cely je odpudivy a navic
je ozdoben ohavnou pecenou ropuchou.

Protoze cokoliv je lepsi nez muset snist tuto ropuchu, rozhodli se Jenicek s Ma-
fenkou, ze si z jedeni kolaCe udélaji hru. Mafenka na ném lzickou nakreslila c¢ary,
¢imz ho rozdélila na X x Y stejnych étverci. Cela ropucha sedi na jednom z téchto
Ctvercti.



Jenicek s Marenkou se nyni budou pravidelné stiidat na tahu. Ten z nich, kdo
je na tahu, si vybere nékterou z vyznacenych car a podél ni kola¢ roztizne na dvé
obdélnikové ¢asti. Nasledné sni tu ¢ast kolace, ve které neni ropucha. Kdo bude na
tahu v okamziku, kdy uz z kolace zbude pouze posledni ¢tverec s ropuchou, prohral
a musi ropuchu snist. Prvni tah provadi Marenka.

0,Y) (X,Y)

(T2s1y)

(0,0) (X,0)

SoutéZni tloha
Jsou dany rozméry koladce X, Y a soufadnice 7, 7, levého dolniho rohu ¢tverce,
v némz je ropucha.

a) (2 body)

Rozhodnéte, kdo zvitézi v situaci zndzornéné na obrazku — tedy pro (X,Y) =
(9,5) a (rg,ry) = (5,3) — a popiste jednu moznou strategii, kterd mu zabezpeci
vyhru.

b) (8 bodi)

Popiste co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery pro dané hodnoty X, Y, r, a ry
zjisti, které z déti hru vyhraje, jestlize budou obé hrat optimalné.

Priklady

Vstup:

8110 V prvnim tahu Marenka provede fez
po pfimce x = 3. Zbude ropucha a

. okolo ni z kazdé strany jeden ctverec.

Jenicek sni jeden z nich, Mafenka dru-
hy, a Jenickovi ziistane ropucha.

Vstup:

5312 V druhém prikladu vyhraje Jenicek.




Odevzdavani Feseni
Toto je teoreticka tiloha. Reseni odevzdejte ve formatu PDF prostiednictvim
webového rozhrani, nebo ho zaslete postou na adresu uvedenou v avodu.

P-I-4 Poéitaé¢ Kvak

V letosnim roc¢niku olympiady se budeme setkavat se specidlnim pocitacem
nazvanym Kvak. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této tlohy je popsano,
jak pocita¢ Kvak funguje a jak se programuje.

Soutézni tloha
a) (3 body)

V roufe pocitace je jedno ¢islo. Napiste program pro Kvak, ktery vypise 1,
jestlize je to prvodislo, zatimco v opa¢ném piipadé vypise 0.

Plny pocet bodi dostanete za libovolné feseni, které bude mit méné nez 100
pfikazi a pro libovolny vstup vykond méné nez 10000 krokd.

b) (4 body)

V roure pocitace je posloupnost kladngch ¢isel. Délka této posloupnosti je mensi
nez 65 000. Napiste program pro Kvak, ktery tuto délku spocita a vypise. Plny pocet
bodt dostanete za TeSeni, které bude mit lineadrni ¢asovou slozitost.

c) (3 body)

Pocitac Kvak se nam poskodil, takze dokaze provést piikaz put pouze desetkrat
a poté se definitivné zastavi. VSechny ostatni ptrikazy provadi pocita¢ bez problému.

V roufe pocitace je neprazdné posloupnost ¢isel. Je mozné napsat program
pro takto poskozeny Kvak, ktery bez ohledu na délku vstupni posloupnosti spocita
a vypiSe jejl maximum? Jestlize ano, napiste takovy program. V opa¢ném pripadé
dokazte, Ze to neni mozné.

Interpret

Na webové strance olympiady budete mit k dispozici interpret programi pro
pocita¢ Kvak, abyste si mohli svoje feSeni otestovat. (Interpret zvefejnime nejpozdéji
mésic pfed terminem odevzdani feseni domaciho kola.)

Odevzdavani FeSeni

Toto je teoreticka tloha. Reseni odevzdejte ve formatu PDF prostfednictvim
webového rozhrani, nebo ho zaslete postou na adresu uvedenou v avodu.
Studijni text

V letosnim roc¢niku olympiady se budeme setkavat se specidlnim pocitacem
zvanym Kvak.

Jediny datovy typ, se kterym Kvak pracuje, se nazyvd number, coz je celé
¢islo z rozsahu od 0 do 65 535 véetné.* Vsechny matematické vypocty provadi Kvak
modulo 65536, takze napiiklad hodnotou vyrazu 65530 + 10 je 4.

* 65535 = 216 — 1, typ number je tedy pfesné to, co znate jako 16-bitové celé
¢islo bez znaménka.



Kvak pouziva 26 proménnych, které nazyvame registry. Registry jsou oznaceny
pismeny a aZ z a v kazdém z nich muze byt uloZena jedna hodnota typu number. Na
zacatku vypoctu jsou ve vSech registrech nuly.

Kromé registri ma Kvak jesté jednu jednosmeérnou rouru neomezené délky, do
které se mohu uklddat hodnoty typu number. Je to jedind datova struktura, kterou
Kvak pouziva. S rourou lze provadét dvé operace:

® vlozit do ni ¢islo z registru X pfikazem put X,
® 7 opacného konce roury odebrat ¢islo a ulozit ho do registru X prikazem
get X.

Cisla se v roufe pocitace nemohou piedbihat, Kvak je tedy bude odebirat
ve stejném poradi, v jakém je do roury vlozil.** Roura mé neomezenou kapaci-
tu, lze do ni vlozit libovolné mnozstvi ¢isel. Neni-li fec¢eno jinak, roura je na zacatku
vypoctu prazdna.

Pocita¢ Kvak mé také moznost vypisovat ¢isla (vysledky vypoctu) na vystup.
Prikazy

V nasledujici tabulce jsou shrnuty vSechny prikazy, které Kvak umi provadét
a které tedy muzete pouzivat v programech.

prikaz vyznam prikazu

get X Kvak odebere jedno ¢islo z roury a ulozi ho do registru X.
put X Kvak vlozi do roury ¢islo z registru X.

put ¢islo Kvak vlozi dané ¢islo do roury.
print Kvak odebere jedno ¢islo z roury a vypise ho na vystup.

add scitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich soucet.

sub odcitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich rozdil
(prvni minus druhé).

mul nasobeni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury jejich
souéin.

div déleni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury celou ¢ast
jejich podilu (prvni lomeno druhé).

mod zbytek: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury zbytek, ktery
da prvni z nich po celo¢iselném déleni druhym.

label L névésti: Toto misto v programu dostane oznaceni L (kde L muZe byt
libovolny fetézec). Stejné navésti nesmi byt v programu vicekrat.
jump L skok: Kvak bude pokracovat v provadéni programu od mista, které
ma oznaceni L.
jz X L skok jestlize nula: Je-li v registru X nula, Kvak provede piikaz
jump L.

** Takovou datovou strukturu obvykle nazyvame fronta.
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jeq X Y L skok jestlize se rovnaji: Je-li v registrech X a Y stejna hodnota,
Kvak provede prikaz jump L.
jgt X Y L skok jestlize je vétsi: Je-li v registru X vétsi hodnota nez v registru
Y, Kvak provede piikaz jump L.
jempty L skok jestlize je prazdna: Neni-li v roufe zadné c¢islo, Kvak provede
prikaz jump L.

stop konec: Kvak ukondéi sviij vypocet.

Pokud se béhem vypoctu stane, ze se pokusime odebrat ¢islo z roury pocitace
a roura pritom bude prazdné, nastane chyba. Chyba nastane také tehdy, kdyz se po-
kusime délit nulou, pocitat zbytek po déleni nulou, nebo skoc¢it na neexistujici misto
v programu. Dojde-li vypocet programu na konec, Kvak po provedeni posledniho
prikazu korektné skonéi (jako kdyby na konci programu byl jesté ptikaz stop.)

V zapisu programu mutzeme psat vice prikazl na jeden fadek, v takovém piipadé
je od sebe oddélujeme strednikem.

Priklad 1

Nasledujici program spocitd a vypisSe soucet vSech ¢isel od 1 do 20.

put 20

put O

label start
get a

jz a end

put a ; put a ; put 1
add

sub

get b ; put b
jump start
label end
print

Pokazdé, kdyz se Kvak pii provadéni programu dostane ke tfetimu fadku
(label start), budou v roufe pravé dvé ¢isla. Jestlize prvni z nich oznaéime N,
hodnota druhého bude rovna souétu S = (N + 1) + --- + 20. Poté nacteme N do
registru a. Je-li N = 0, mame v roufe hledany soucet, mizeme ho vypsat na vystup
a skoncit. V opacném pripadé chceme provést dveé véci: Pricist NV k dosud ziskanému
souctu, a nasledné N zmensit o 1. Po provedeni fadku Sest (tfi pfikazy put) méame
v roufe postupné éisla: S, N, N, 1. Pfikaz add seéte prvni dvé, po jeho provedeni
bude v roufe trojice ¢isel N, 1, N +.S. Po vykonani dalsiho ptikazu sub budou v rou-
fe hodnoty N + S a N — 1. To uz je témér to, co potfebujeme, jenom v opacném
poradi. Proto prvni z nich nacteme do registru b a znovu vlozime do roury.

Priklad 2
V roufe je neprazdna posloupnost ¢isel. Napiseme program, ktery spocitd a vypise
na vystup jejich soucet. (Pfesnéji, jeho zbytek po déleni 65 536.)
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Budeme stale opakovat nasledujici postup: Zjistime, zda jsou v roufe aspon
dvé dcisla. Jestlize ano, nékterd dvé z nich seCteme a nahradime je jejich souctem.
Pokud tam uz dvé ¢isla nejsou, ztstalo tam tady uz jenom jediné a to zjevné souc-
tem vSech ptivodnich ¢isel. V programu pro pocita¢ Kvak mizeme tuto myslenku
implementovat naptiklad nasledovné:

label cyklus
get a
jempty konec
put a

add

jump cyklus

label konec
put a
print

Na zacatku kazdé iterace odebereme z roury jedno ¢islo a vlozime ho do regist-
ru a. Pokud se tim roura vyprazdnila, mame v registru a hledany soucet, staci ho uz
jenom vypsat. Pokud ne, ¢islo z registru a vratime zpét do roury. V tom okamziku
jsou v roufe alespon dveé ¢isla a muzeme tedy bez obav provést prikaz add.

Casové slozitost tohoto FeSeni je linedrni vzhledem k poctu éisel, ktera byla
na zacatku vypoctu v roufe. Kazda iterace cyklu totiz provadi jen konstantni pocet
prikazi a zmensi nam o jedno pocet Cisel v roufe.



