58. ro¢nik Matematické olympiady — 2008,/2009

Resent 4iloh tistredniho kola kategorie P — 1. soutézni den

P-III-1 Lesnik Jehli¢ka II

Ulohu vytesime metodou, ktera se ¢asto pouziva pro geometrické problémy.
Predstavime si pfimku p rovnobéznou s osou x, kterd se pohybuje ve sméru osy y
(od zapornych ¢isel ke kladnym — tomuto sméru budeme fikat zezdola nahoru) a bu-
deme simulovat prunik této pfimky se zadanymi tiseCkami. Za timto tcelem budeme
pouzivat nasledujici datové struktury:

® Seznam usecek S protinajicich v daném okamziku primku p, setfidény dle
x-ové soufadnice téchto priseciki. V tomto seznamu budeme potfebovat
rychle vyhledavat, proto ho budeme ukladat jako vyhledavaci strom. Za
zminku stoji, ze si v této datové struktufe nepamatujeme souradnice pri-
seCikt s pfimkou p. Tyto soufadnice se méni, kdykoliv se pfimka p posune,
a jejich upravovani by bylo prilis pomalé. Misto toho si pamatujeme pouze
poradi téchto priseciki, které se méni, jen kdyz p projde jednim z priise-
¢iku tisecek. Navic pritom staci upravit pouze poradi tisecek, které timto
prisec¢ikem prochazeji. Souradnice priseciki s p dopoditdvame az v pri-
béhu vyhledavani z aktualni y-ové souradnice p. Pro urceni, mezi kterymi
dvéma tseckami se pak nachazi dany bod primky p, mizZeme pouzit meto-
du binarniho vyhledavani, ktera vyzaduje vypocet y-ové souradnice pouze
pro O(log N) tsecek, se kterymi porovnavame.

e Frontu udalosti U, které ovliviiuji prinik p s tseckami:

* Spodni konce tsecek, které jsou celé nad p.

* Vodorovné tsecky. Ty potiebuji oSetfit specialné.

* Prusecik kazdé dvojice tsecek sousedicich v S, jestlize existuje
a lezi nad p.

* Horni konce usecek, které jsou nad p.

Frontu udélosti reprezentujeme haldou. Udélosti porovnavame dle jejich
y-ovych soufadnic, v pripadé shody podle poradi v predeslém seznamu.

Na zacatku je piimka p v —oo, tedy seznam S je prazdny a fronta U obsahuje horni
a dolni konce vSech usecek. Pro zjednoduseni nékterych operaci pfidejme do S dvé
falesné Gsecky rovnobézné s osou y, v —0o a +0o (nebo libovolnych bodech lezicich
nalevo a napravo od vSech ostatnich tise¢ek). V prubéhu simulace odebirdme z U
nejmensi udalost a upravujeme S a U dle ni. Program konéi ve chvili, kdy pfimka p
dorazi do +o0, tedy kdyz U je prazdna.

Vzdy, kdyz do S pridame prvek, pfidame téz do U udéalost priniku se soused-
nimi tseckami, pokud prinik existuje a lezi nad p.

Popisme nyni detailnéji, jak zpracovavame udalost zptisobenou tseckou u. Uda-
losti se stejnou y-ovou souradnici zpracovavame v tomto poradi:
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® Spodni konec usecky u: Pfidame uw do S tak, aby priniky jednotlivych
usecek byla stale usporadané.

e Vodorovna isecka v = (x1,y) — (z2,y): VypiSeme priseciky s tseckami
z S, jejichz xz-ové soufadnice na pfimce p lezi v intervalu (1, x2).

e Prisecik dvou dsecek v bodé (x,y): smazeme z S vSechny tsecky procha-
zejici bodem (x,y) a dame si je stranou. VypiSeme (z,y).

¢ S je nyni setfidéno podle priise¢ika s pfimkou p (miiZze se zménit jen potradi
téch usecek, které se protinaji na p, ale ty jsme dali stranou). Do S nyni
zatfidime tsecky, které jsme dali stranou.

® Horni konec tisecky u: Necht u lezi mezi tseckami u; a us. Odstranime
u z S. Navic, pokud se u; a us protinaji nad p, pfiddme jejich prusecik
do U.

Je tieba jesté doresit jeden technicky detail: zaokrouhlovaci chyby. Pokud by zptiso-
bily zdménu potfadi dvou udalosti v U ¢ dvou tsecek v S, mohlo by to vést ke Spat-
nému vysledku. Proto je nutné vSechna porovnani délat presné. Toho Ize doséhnout
vice zpusoby, jednou z moznosti je pocitat souradnice pruseciku jako zlomky.

Pamétova slozitost naseho algoritmu je linedrni — jak U, tak S vzdy obsahuji
O(N) prvkt. Jaka je jeho ¢asova slozitost? Nechf P je pocet prisecikil tsecek.
Kazd4 operace s U ¢ S zabere ¢as O(log N). Spocitejme nyni pocet téchto operaci
pro kazdou z udalosti:

® Spodni & horni konec usecky: Téchto udélosti je O(N) a vyzaduji kon-
stantni pocet operaci s U a S. Kazda z nich zptsobi pfidani nanejvys
dvou udalosti do U.

o Prisecik, v némz se protind k tsecek: Téchto udalosti je P a vyzaduji O(k)
operaci s S. Kazdy prisecik zptsobi pfidani nanejvys dvou a odebrani
alespon k — 1 udéalosti z U.

Pocet udélosti pfidanych do U (véetné inicializace) je O(N + P) a pocet odebranych
udélosti je tedy také O(N + P). Pocet operaci s S a U je omezen poc¢tem udélosti
pfidanych ¢i odebranych z U a je O(N + P). Casova slozitost proto je O((N +

vvvvvv

slozitosti O(N log N + P).*

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <set>
#include <queue>
#include <algorithm>
using namespace std;

// Nejvétsi spoleény délitel dvou &isel
long long gcd(long long a, long long b) { return (b==0) ? a : gcd(b, ajb); }

* Viz B. Chazelle, H. Edelsbrunner: An Optimal Algorithm for Intersecting Line
Segments in the Plane. Journal of the ACM 39, 1992.
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// Zlomky a prace s nimi
struct ratio {

long long nom, den; // &itatel a jmenovatel

ratio () { nom=0; den=1; } // jednigka

ratio(long long n) { nom=n; den=1; } // celé &islo -> zlomek
ratio(long long n, long long d) { // uprava zlomku na zdkladni tvar

long long g = gcd(llabs(den), llabs(nom));
nom=n/g; den=d/g;
if (den<0) { nom=-nom; den=-den; }
¥
ratio& operator =(long long b)
ratio operator +(ratio b) const
ratio operator -(ratio b) const

{ nom=b; den=1; return *this; }

{ return ratio(nom*b.den+b.nom*den, den*b.den); }
{ return ratio(nom*b.den-b.nom*den, den*b.den); }
ratio operator *(ratio b) const { return ratio(nom*b.nom, den*b.den); }

ratio operator /(ratio b) const { return ratio(nom*b.den, den*b.nom); }

bool operator <(ratio b) const { return (*this-b).nom < 0; }

bool operator ==(ratio b) const { return nom==b.nom && den==b.den; }

bool operator <=(ratio b) const { return (*this-b).nom <= 0; }

float f() const { return (nom+0.0)/den; } // konverze na float

I
ratio p(-900000) ; // zametaci primka

// Use&ka ze vstupu
struct usecka {
ratio x1, y1, x2, y2; // soutadnice konct
bool prunik(usecka pr) const { // mad p¥imka prinik s jinou?
ratio r = intersect(pr);
return !(r<pr.yl || pr.y2<r || r<yl || y2<r);

¥
ratio intersect(usecka pr) const { // y-ova soufadnice priniku
return (pr.dir() == dir()) 7 1000000 :
(x(ratio(0)) - pr.x(ratio(0))) / (pr.dir() - dir());
}

ratio x(ratio y) comst { return xi+dir()*(y-y1); } // x-ova soufadnice pro y=p
ratio dir()const{ return (x2-x1)/(y2-y1); } // smérnice
// porovnani dvou p¥imek (v pofadi jako na p¥imce y=p)
bool operator < (const usecka &pr) const {
if (x(p) < pr.x(p)) return true;
if (pr.x(p) < x(p)) return false;
return dir() < pr.dir();

}
s
// Udalost
struct event{
ratio y; // kdy nastava
int type; // typ: O zalatek, 1 k¥iZeni, 2 vodorovna p¥imka, 3 konec
usecka u;

bool operator < (const event &e) const {
if (y<e.y) return false;
if (e.y<y) return true;
return type > e.type;



};

priority_queue <event> U; // fronta udalosti

set <usecka> S; // zadané tusecky

typedef set <usecka>::iterator iter; // iterator pifes usecky

int n; // kolik je useéek

usecka prk[1000000] ; // pomocné pole na zménéné piimky

// Pokud se a s b pronikd nad zametaci pf¥imkou, vytvofime udalost.
void pronika(usecka a, usecka b) {
event f;
if (a.prunik(b)) {
f.y = a.intersect(b); f.u = b; f.type = 1
if (p < f.y) U.push(f);

}

void pridej(usecka u) {
iter it = S.insert(u).first; // iterator na pf¥idany prvek
it--; pronika(*it, u);
it++; it++; pronika(u, *it);

int main() {
int x1, y1, x2, y2, i;
FILE *f = fopen("lesnik.in", "r"), *fo=fopen("lesnik.out", "w");
fscanf (f, "%i", &n);
for (i=0; i<n; i++){
usecka u;
fscanf(f, "%i%i%i%i" , &x1, &yl, &x2, &y2);
if (y2 < y1) { swap(xl, x2); swap(yl, y2); }
if (y1 == y2) {
if (x2 < x1) swap(xl, x2);
u.x1 = x1; u.yl = y1; u.x2 = x2; u.y2 = y2;
event e; e.u = u; e.type = 2; e.y = u.yl;
U.push(e);
} else {
event e;
u.x1 = x1; u.yl = y1; u.x2 = x2; u.y2 = y2;
e.u = u;
e.type = 0; e.y = u.yl; U.push(e);

e.type = 3; e.y = u.y2; U.push(e);
}
¥
event ev; ev.y = 1000000; U.push(ev); // zarazky
usecka u;
u.y2 = u.x1 = u.x2 = 1000000; u.yl = -1000000; S.insert(u);

u.yl = u.x1 = u.x2 = -1000000; u.y2 = 1000000; S.insert(u);

while (1) {
event e = U.top(), f;
ratio y = e.y; // nova poloha zametaci piimky
if (y == ratio(1000000)) break; // zarazka => konec
while (y == e.y &% e.type == 0) { // nové p¥imky



pridej(e.u);

U.pop(); e=U.topQ); // dalsi udélost
}
int k = 0;
while (y == e.y && e.type == 1) { // priseliky
iter it = S.find(e.u), it2;
if (it != S.end()) {
// smaZeme vSe, co se méni
ratio x = it->x(y);
fprintf (fo, "%f %f\n", x.£0, y.£0);
while (it->x(y) == x) it--;
it++;
while (it->x(y) == x) {
it2 = it; it2++;
prk[k++] = *it; // a zapamatujeme si, co se méni
S.erase(it);
it = it2;
¥
}
U.pop(); e = U.top(Q;
}
while (p == e.y && e.type == 2) { // vodorovné p¥imky
usecka u;
u.yl = -1000000; u.y2 = 1000000;
u.x1 = u.x2 = e.u.x1;
iter i = S.lower_bound(u);
for (iter i = S.lower_bound(u); i->x(y) <= e.u.x2; i++)
fprintf (fo, "4f %f\n", i->x(y).£0, y.£0);
U.pop(); e = U.top();
}
P=y; // posuneme zametaci p¥imku
for (i=0; i<k; i++) // vratime zmé&néné
pridej(prk[il);
while (y == e.y && e.type == 3) { // konce p¥imek
iter it = S.find(e.u), it2 = it;
it++; it2--;
pronika(*it, *it2);
S.erase(e.u);
U.pop(); e = U.top();
}

}

return 0;

P-I11-2 Kouzelnik Pecivalis

Hledame nejdelsi souvislou podposloupnost ¢isel, jejichz soucet je ndsobkem K,
jinymi slovy modulo K je roven nule. Pokud by ona podposloupnost méla zacinat na
zacatku zadané posloupnosti, mohli bychom si jednoduse pfi ¢teni pocitat prabézny
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soucet modulo K od zacatku az do aktualniho mista a ve chvili, kdy by byl roven
nule, si vzdy poznamenat zatim nejlepsi nalezeny konec.

Zbyvé se jen vyporadat s moznosti zacinat na libovolném misté. Budeme postu-
povat obdobné — poditat si priubézné soucet modulo K a pamatovat si zatim nejlepsi
nalezenou podposloupnost. Pokud jsme na pozici j a soucet a1 +az +...+a; = s
(mod K) a zaroven zndme néjaky index i < j takovy, Zze a3 + a2 + ...+ a;—1 = s
(mod K), pak ziejmé a; + aj+1 + ...+ a; = 0(mod K). Je-li ¢ zaroven nejmensi
mozné, lepsi (tedy delsi) podposloupnost konéici na pozici j nemize existovat a uz
se jen podivame, zda je tato delsi nez nejlepsi zatim nalezena.

A jak najit pro kazdé j nejmensi takovy index ¢7 Staci si uvédomit, ze na
piislusné pozici jsme jiz byli a znali soudet a; + az + ... + a;—1 (mod K). Pokud
tedy narazime na index j takovy, Ze a1 + a2+ ... +a;—1 = s (mod K) a a1 + az +
...+aj_1 # s (mod K) pro vSechna j' < j, tak si hodnotu j uloZzime do pomocného
pole velikosti K na index s; neexistenci indexu j' < j poznéme tak, Ze s-t4 hodnota
v uvazovaném pomocném poli dosud nebyla inicializovana.

Algoritmus postupné prochéazi véech N prvka posloupnosti na vstupu a u kaz-
dého stravi konstantné dlouhou dobu (test existence indexu j' < j, ulozeni do po-
mocného pole, vypocet rozdilu j — ¢ a pripadné nahrazeni nové nalezené optimalni
hodnoty). To trvd O(N), ovSem jesté potfebujeme inicializovat pomocné pole, takze
celkova ¢asova slozitost vyjde O(N + K). Pamatovat si budeme jen mozné inde-
xy 4 posloupnosti pro kazdy z K moznych souctd s a nékolik dalSich pomocnych
(konstantné velkych) tdaji — pamétova slozitost tedy bude O(K).

#include <stdio.h>

#define K_MAX 50000

int N, K; // hodnoty N a K ze vstupu

int zacatky[K_MAX]; // nejmensi moZné indexy i s danym souétem s modulo K
int a, soucet = 0; // pomocné proménné - naéteni vstupu a mezisoucet

int nej_zacatek = 0; // dosud nejlep3i nalezené FeSeni

int nej_delka = 0;

int main(void) {
scanf ("d%d", &N, &K);
zacatky[0] = 1;
for (int i = 1; i <= N; i++) {
scanf ("/d", &a);
soucet = (soucet + a) % K;
if (zacatkyl[soucet]) {
if (i - zacatky[soucet] + 1 > nej_delka) {
nej_zacatek = zacatky[soucet];
nej_delka = i - nej_zacatek + 1;
}
} else
zacatky[soucet] = i+1;
¥
if (nej_delka)
printf("%d %d\n", nej_zacatek, nej_zacatek + nej_delka - 1);
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else
printf("Nelze zaklinat.\n");
return 0O;

P-III-3 Stackal

Tato uloha je podobné prikladu ve studijnim textu, pouze misto vyskyti dvou
znakli pocCita vyskyty ¢tyf znakid. MizZeme o ni tedy uvazovat obdobné. Thned se
nabizi feSeni pomoci ¢tyt zasobniki v linedrnim Case: kazdé pismeno budeme ukladat
do jeho zasobniku a na konci vybiranim po ¢tvericich ovérime, ze vSechny zasobniky
obsahovaly stejny pocet pismen. Také muizeme jeden zasobnik uSetfit tim, ze si
budeme pamatovat jen rozdily poc¢tti a —b, a —c a a —d.

Existuje ovSem i dvouzasobnikové feseni, které do jednoho zasobniku zakdéduje
vSechna ¢tyfi pocitadla a druhy zasobnik pouziva jako pomocny. To si pfedvedeme.

Nejprve si rozmysleme, jak bude fungovat jedno pocitadlo. Pocet budeme uklé-
dat po ¢islicich, ovSem ve dvojkové soustavé. Chceme-li pocitadlo zvysit o jednicku,
budeme postupovat podle klasického algoritmu pro séiténi &isel po cifrach. Cislo
budeme prochézet po ¢islicich zprava doleva (od nejnizsiho fadu k nejvyssimu) a
prepisovat pfitom jednicky na nuly. Jakmile narazime na prvni nulu, pfepiSeme ji
na jednicku a zastavime se (napfiklad 110011+ 1 = 110100). Kdyby ¢islo skonéilo
dfive, domyslime si vlevo od néj dalsi nulu (111 +1 = 0111 + 1 = 1000).

Jak tento postup naprogramovat pomoci zasobniki? Poéitadlo ulozime na za-
sobnik tak, aby nejpravéjsi cifra lezela na vrcholu zasobniku. Mzeme tedy postupné
odebirat jednotlivé ¢islice zprava, prepisovat je a odkladat do pomocného zasobniku.
A7 budeme hotovi, pfesuneme je z pomocného zasobniku zpét do hlavniho. Ve Stac-
kalu to mtzeme zapsat nasledovné:

procedure zvys(var a:stack of 0..1); { zvy§ po¢itadlo v zasobniku ‘a’ o 1 }
var b: stack of 0..1; { pomocny zasobnik }
begin
repeat
if empty(a) then x := 0 { vlevo od &isla si domyslime jednicky }
else x := pop(a);
push(b, (x+1) mod 2); {0->1, 1->0 }
until x=0; { zarazime se o prvni nulu }
while not empty(b) do { pfesypeme &islice zpét }

push(a, pop(b));
end;

Ctyii dvojkova pocitadla nyni mtizeme uloZit ,pfes sebe“ na jeden zasobnik.
Kazda polozka zasobniku bude obsahovat ¢tyibitové ¢islo, jehoz i-ty bit bude pfed-
stavovat prislusnou cifru i-tého pocitadla. Pfi zvySovani jednoho pocitadla tedy bu-
deme prepisovat jen piislusné bity a ostatni bity (patfici jinym pocitadlim) zacho-
vame.

K préci s bity se velice hodi bitové operace and a xor. Vyraz a and b dava
prirozené ¢islo, v jehoz dvojkovém zapisu je na i-tém misté jednicka pravé tehdy,
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kdyz je jednicka na i-tém misté v Cislech a i b. Podobné a xor b ma jednicky tam,
kde byla jednic¢ka bud v a, nebo v b, ale ne v obou. Proto a and 8 déva nulu pravé
tehdy, kdyZ je na ¢tvrté pozici zprava v ¢isle a nula (8 je dvojkové 1000), zatimco
a xor 8 €islici na této pozici zméni z nuly na jedni¢ku a naopak. (Také bychom se
bez téchto operaci mohli obejit a ¢isla kédovat a dekddovat tabulkami, konec konct
musime oSetfit jen 16 moznosti, ale to by bylo ponékud pracné.)

Cely program tedy bude vypadat takto:

program abcd;

var a, b: stack of 0..15; { zasobnik s po¢itadly, pomocny zasobnik }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
m, x: 0..15; { pomocné promé&nné }
begin
while read(c) do begin
case ¢ of { ktery bit odpovida na&tenému znaku? }
’a’: m=1;
’b’: m=2;
’c’: m=4;
’d’: m=8;
end;
repeat { zvySeni o jedniZku }
if empty(a) then x := 0
else x := pop(a);
push(b, x xor m);
until (x and m) = 0;
while not empty(b) do { kopirujeme z ‘b’ zpét do ‘a’ }
push(a, pop(b));
end;
m :=1; { zkontrolujeme, zda se po&itadla rovnaji }
while not empty(a) do begin
x := pop(a);
if (x<>0) and (x<>15) then { jsou vSechny bity O nebo vSechny 17 }
m := 0;
end;
write(m);

end.

Program pouZiva pouze dva zasobniky a spotfebuje pamét O(log V), protoZe
kazdé ¢islo mensi nebo rovné N mé ve dvojkové soustavé nejvyse |log, N |+ 1 éislic.
Délka cisla také omezuje poc¢et opakovani cyklu repeat pro kazdy znak, takze Casova
sloZitost neni horsi nez O(N log N). UkdZeme ovSem, Ze je linedrni.

Rozbor staci provést pro jedno poéitadlo (tedy pro nasi ukdzkovou proceduru
zvys), protoZe jednotlivd pocitadla se navzajem neovliviiuji a zavérecné porovnani
trva pouze O(log V). Navic se sta¢l zaméFit na cyklus repeat v této procedute, nebot
presouvanim ¢islic z pomocného zasobniku v cyklu while zjevné travime nejvyse tolik
Casu, jako kdyz jsme je tam ukladali.

Uvazujme, co se stane, kdyz proceduru zvys zavoldme N-krat po sobé na zpo-
¢atku nulové pocitadlo. V kazdém prichodu cyklu repeat prepiSeme jednu ¢islici
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ve dvojkovém zapisu pocitadla, tudiz casova slozitost je pfimo umérna tomu, koli-
krat doslo ke zméné ¢islice.

Sledujme, jak se v priubéhu vypoctu méni celkovy pocet jednicek v pocitadle.
Kdyz v cyklu prepiseme 0 na 1, jedna jednicka pfibude, v opa¢ném piipadé jedna
ubude. Navic ihned po prepsani 0 na 1 se cyklus zastavi, takze se za celou dobu
vypoctu pocet jednicek zvysi nejvyse o N. Pocet jednicek ovSem také nikdy neklesne
pod nulu, takze operaci, které ho snizuji, miize byt rovnéz nejvyse N. Vsech operaci
je proto O(N).



