58. ro¢nik Matematické olympiady — 2008,/2009
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 58. ro¢niku MO kategorie P se kona v tatery 13. 1. 2009 v dopolednich
hodinach. Na FeSeni iloh mate 4 hodiny ¢istého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitact pti soutézi zakizano.

Reseni kazdého p¥ikladu musi obsahovat:

¢ Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdidvodriugici jeho sprdvnost (piipadné dikaz spravnosti algorit-
mu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a pamétova slozitost). Slov-
ni popis feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samot-
ného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na Vase
Feseni predchozich kol, opravovatelé je nemaji k dispozici; na autorska
feseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-1I-1, P-II-2 a P-II-3 je tfeba uvést za-
programu v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné sro-
zumitelném pseudokdédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace
jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi,
vyhledavani v poli, tfidéni apod. V feSeni tlohy P-II-4 je nutnou soucasti
FeSeni program pro zasobnikovy pocitac.

Hodnoti se nejen spravnost feseni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného
algoritmu.

Vzorova feseni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olym-
piady na adrese hitp://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam
aspésnych Fesiteld postupujicich do tstfedniho kola. Naleznete zde také popis pro-
stredi, v némz budete v tstfednim kole fesit praktické alohy.

P-II-1 Lesnik Jehlicka

Pan Jehlicka kdysi vysazel krasny a veliky les, stromy rostouci v presnych
fadach se ani jehlickou neodchylovaly od dokonalosti. Ptisel ¢as, kdy les jiz vyrostl,
a zacalo se s tézbou dieva. Kazdy z dfevorubctl zacal kacet na jiném okraji lesa a
vysekal do né€j poradnou paseku. Kdyz se pan Jehlicka prisel na les podivat, objevil
jen jeho zbytek, s hlubokymi vyseky od t&zby. Pana Jehlicku by ted zajimalo, kolik
stromd mu vlastné zbylo. Pomtzete mu s tim?

Soutézni tloha
Stromy v lese pana Jehlicky jsou vysdzeny tak, Ze rostou v mfizovych bodech

obdélnikové mfizky se stranami tvofenymi D a S body. Polohu kazdého stromu lze
tedy popsat dvojici celoéiselnych soufadnic (z,y), kde 1 < a2 < D, 1 <y < S. To,
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co z lesa zbylo, je vymezeno mnohotuhelnikem (ktery mize byt i nekonvexni) tak, ze
vrcholy mnohotihelnika jsou stromy a na vSech mfizovych bodech uvnitf i na hranici
mnohothelnika stéle jesté stoji strom. Vasim tkolem je spocitat, kolik m¥izovych
bodt lezi uvniti tohoto mnohothelnika, véetné jeho hranice.
Format vstupu

Prvni fadek obsahuje pfirozena ¢isla D, S, N — velikost miizky 2 < D, S < 10°
a pocet vrcholi mnohothelnika 3 < N < 100 000.

Na nasledujicich N fadcich jsou popsany vrcholy mnohotuhelnika. Na i-tém
z nich je dvojice celoc¢iselnych soutadnic 1 < x; < D, 1 < y; < S udavajici polohu
i-tého vrcholu. Vrcholy jsou zadané v poradi, v jakém lezi na hranici mnohotuhelnika
pfi obchéazeni po nebo proti sméru hodinovych rucicek.

Format vystupu
Na jediny radek vystupu vypiste jedno celé ¢islo predstavujici pocet miizovych
bodt uvnitf mnohothelnika véetné jeho hranice.

Priklady

Vstup: Vystup:
353 9

11

35

31

T¥i miizové body tvori vrcholy trojihelnika, pét mrizovych
bodii lezi na hranach a jeden mfizovy bod lezi uvnitr.

Vstup: Vystup:
10 7 8 28
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Osm mftizovych bodi tvoii vrcholy mnohothelnika, dva miizové body lezi na hranach
a osmnact mrizovych bodu lezi uvnitr.



P-I1-2 Cinsky nebo cesky?

Déd Vsevéd zestarl. Nelze se tedy divit tomu, ze na vSete¢né dotazy uz ne-
odpovid4 tak rdd a ochotné jako diive. Navic ho zacala zlobit pamét, takze se tu
a tam stava, Ze néco nevi, coz je v jeho profesi velmi nemilé. Proto uc¢inil moudré
rozhodnuti — predat své poslani nékomu mladsimu, a to rovnou svému vnukovi.

Vnuk Vsevéd je na sviij v€k neskonale moudry, chytry a navic precetl vSechny
encyklopedie i wikipedie. Bohuzel se ale nestihl za tak kratkou dobu naucit dostatek
cizich jazyk.

Coz o to, s tim by, diky programu TheBestTranslatorOfTheWorld 5.0, nemél
byt zadny problém. Nepiijemné je, ze tento program sam od sebe neumi zjistit,
z jakého jazyka ma prekladat, takze je nutné vstupni jazyk nastavit rucné.

Vyzkouset viech 10° jazykt, které program umi, by zabralo netinosné dlouhou
dobu, takze ptred kancelari vnuka VSevéda by se tvofily fronty. Proto by potfeboval
jesté jeden program, ktery by umél zjistit, v jakém jazyku je dany text napsany.

Soutézni tloha

Vasim tkolem je navrhnout program, ktery uréi jazyk, jehoz slova se v da-
ném textu vyskytuji nejéastéji. Vas program bude mit k dispozici dva soubory:
slovniky.in, ve kterém jsou ulozena slova jednotlivych jazykt, a text.in, ve kte-
rém je text, ktery ma program analyzovat. Do souboru jazyk.out vas program
zapiSe jméno jazyka, jehoz slova jsou v textu nejcastéji obsazena. V pripadé, ze ta-
kovych jazykt bude vice, mél by program vypsat vSechny takové jazyky. Opakované
vyskyty téhoz slova v souboru text.in se pocitaji do poc¢tu slov opakované.

Format vstupu — soubor slovniky.in

Na prvnim fadku souboru je ¢islo N (1 < N < 10000), které udava pocet
slovnik® v souboru. Déle nasleduje N slovnik.

Kazdy ze slovniki zacind dvéma fadky. Na prvnim je uvedeno jméno jazyka a
na druhém ¢islo S, které udava pocet slov v tomto slovniku. Poté nasleduje S fadk,
pfiGemz na kazdém z nich je pravé jedno slovo daného jazyka (kazdé slovo je kratsi
nez 255 znakl a je tvofeno pouze malymi pismeny anglické abecedy). Tato slova
nejsou uvedena v zadném urcitém potadi, ale jsou navzajem ruzna. Celkovy pocet
slov ve vSech slovnicich dohromady je nejvyse 100 000.

Jméno kazdého jazyka je tvoreno nejvyse 255 malymi pismeny anglické abecedy.
Mizete predpokladat, ze jména jazyka jsou navzajem ruzna. Rizné slovniky mohou
obsahovat stejné slovo.

Format vstupu — soubor text.in

V tomto souboru je uloZen text ur¢eny k analyze. Text je tvofen slovy kratsimi
nez 255 znaki, pri¢emz slovem nazyvame souvisly tsek maljch pismen anglické
abecedy. Slova jsou oddélena mezerami nebo konci Ffadki. Text nebude obsahovat
vice nez 1000000 slov. Tato slova nemusi byt navzajem rizna.
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Format vystupu — soubor jazyk.out

Pokud existuje jeden jazyk, jehoz slova se vyskytuji v zadaném textu nejcastéji,
program vypise do vystupniho souboru jméno tohoto jazyka. V ptipadé, ze takovych
jazyku je vice, program vypiSe jména vSech takovych jazykt na samostatné radky
(v libovolném potadi).

Priklad

slovniky.in text.in jazyk.out
3 tento text cestina
cestina by nepochopila anglictina
4 ani zebra

text co ma auto

bagr

ahoj

zebra

anglictina

4

zebra

by

hello

car

nemcina

3

hallo

auto

sagt

P-1I-3 Cyklisticky zavod

Po tspéchu horského maratonu se na vas jeho organizatoti obratili s prosbou
0 pomoc pri organizaci cyklistického zavodu. Trasa zavodu by méla vést z cile horské-
ho maratonu, Vysnych Hakw, do hlavniho mésta Velkého Sumce. Cyklisticky zavod
bude tvofen nékolika etapami a organizatofi jiz uréili mozné dvojice mést, mezi
kterymi by mohly vést jednotlivé etapy zavodu. Pro kazdou takovou dvojici navic
odhadli pocet divakt, ktefi by se na zavod prisli podivat. Protoze rozpocet celé-
ho zavodu je omezeny, organizatoii by radi trasu zavodu navrhli tak, aby mél co

nejméné etap, a pritom ho vidélo co nejvice divaku.
SoutéZni tloha

VAas program obdrzi seznam dvojic mést, mezi kterymi by mohly vést etapy
zavodu, a pro kazdou dvojici odhad poctu divaku, ktefi by se na danou etapu pfi-
sli podivat. Jednotlivé etapy, které tvofi trasu zavodu, musi na sebe v koncovych
méstech navazovat. Program by mél nalézt trasu zavodu vedouci z Vysnych Hak
do Velkého Sumce, kterd ma co nejméné etap, a mezi vSemi takovymi trasami uréit
tu, kterou shlédne nejvétsi pocet divaki (pocty divaka jednotlivych etap zavodu se
séitaji). Pokud je i takovych tras vice, program miize vypsat libovolnou z nich.
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Format vstupu

Prvni radek obsahuje dvé pfirozené ¢isla N a M,2 < N <1000000al1 < M <
1000000; N je pocet mést a M je pocet dvojic mést, mezi kterymi by mohla jedna
z etap zavodu vést. Mésta jsou ocislovana Cisly mezi 1 a N, pficemz Vysné Haky
maji ¢islo 1 a Velky Sumec méa 2. Na kazdém z M néasledujicich fadki je trojice ¢isel
A, BaD (1< AB<Na0<D <1000) popisujici jednu z dvojic mést, mezi
kterymi by mohla vést jedna etapa zavodu: etapa zavodu by mohla vést mezi mésty
s Cisly A a B a ocekdvany pocet divakl pro tuto etapu je D. Etapa zadvodu miiZe
vést z mésta A do mésta B nebo naopak.

Muzete predpokladat, ze zadané dvojice mést pro etapy zavodu umoznuji se-
stavit aspon jednu trasu zavodu. Vstup navic neobsahuje dva rizné radky, které by
popisovaly etapu mezi stejnou dvojici mést.

Format vystupu

Na prvni fadek vystupu vypisté dvé ¢isla, nejmensi mozny pocet P etap zavodu

z mésta s Cislem 1 do mésta s Cislem 2 a nejvétsi pocet divaka, ktery by mohl

shlédnout takovy zavod tvoreny P etapami. Na druhy radek vypiste P + 1 cisel
mést, kterd tvori optimalni trasu.

Priklad
Vstup Vystup:
6 9 3 16
16 10 1342
138
46 2
4 37
560
534
4 5 100
241
252

P-I1-4 Stackal

Studijni text, ktery je stejny jako v doméacim kole, nasleduje po zadani soutézni
dlohy.
SoutéZni tloha

Napiste program pro zasobnikovy pocitac, ktery vyhodnoti zadany logicky vy-
raz a vypiSe jeho hodnotu na vystup. Program by mél pouzivat nejmensi mozny
pocet zasobnikil.

Logické vyrazy zapisujeme pomoci znaka 0, 1, &, |, ( a ). Znaky 0 a 1 slouzi
jako konstanty (nepravda a pravda), & je logicky souin (0&0 = 0&1 = 1&0 = O,
1&1 = 1), | je logicky soucet (010 = 0, 0|1 = 1|10 = 111 = 1) a zdvorky funguji
béznym zpisobem. Pokud zévorky neuvedeme, sou¢in ma prednost pifed souctem,
tedy 110&0/0 = 1](0&0) |0=1]0]0 = 1.
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Studijni text

V letosnim roéniku olympiddy se budeme setkavat se zdsobnikovymi pocitaci.
To jsou vypodetni stroje, jejichz pamét je tvorena nékolika zdsobniky. Kazdy zasobnik
obsahuje posloupnost hodnot a umi s nimi provadét tyto t¥i operace: pridat hodnotu
na konec posloupnosti (ulozit ji do zadsobniku), odebrat hodnotu z konce posloupnosti
(vybrat ji ze zdsobniku) a koneéné zjistit, zda v zasobniku jesté néjaké hodnoty jsou.
Mimo to ma nas pocitac jesté pevny pocet obycejnych proménnych. Hodnoty ulozené
v zasobnicich i v proménnych musi mit pevny rozsah nezdvisly na velikosti vstupu.

Zasobnikové pocitace budeme programovat v jazyku Stackal. To je jazyk podob-
ny Pascalu, ovsem upraveny podle moznosti nasich stroji. V nasledujicich odstavcich
popiseme, v ¢em se od klasického Pascalu lisi.

Proménné ve Stackalu mohou byt pouze téchto typl: boolean (logicky typ,
miize nabyvat hodnot true a false), char (znak z néjaké koneéné mnoziny znaki,
které budeme Fikat abeceda), a. .b (cela ¢isla z intervalu od a do b; jak a, tak b musi
byt nezdporné konstanty mensi nez 100) a stack of ¢, coZ je zasobnik hodnot typu ¢
(jiného nez stack). Po¢ateéni hodnoty proménnych pfi spusténi programu nejsou
definovany, vyjimku tvofi zasobniky, které jsou na pocatku vzdy prazdné.

Vstup a vgstup programu jsou vzdy posloupnosti znaki (neboli fetézce). Funkce
read(c) precte dalsi znak ze vstupu, uloZi ho do proménné ¢ a vrati true. Pokud
by jiz na vstupu zadné dalsi znaky nebyly, vrati false a proménnou ¢ nezméni.
Na vystup se zapisuje piikazem write(z), kde x je budto znak nebo proménna
typu char. Ve vstupu ani vystupu se neni mozné vracet ani znaky preskakovat.

Zdsobniky je mozno ovladat pomoci specidlnich pt¥ikazi a funkci: Je-li S za-
sobnik, pak pfikaz push(S,z) ulozi do S hodnotu z (hodnota samozfejmé musi byt
spravného typu), funkce pop(S) vybere hodnotu ze zdsobniku a vréti ji jako svij
vysledek a booleovska funkce empty(S) vrati true, pokud je zasobnik S prazdny,
jinak false. Funkci pop je také mozné volat jako proceduru, pokud nas odebrana
hodnota nezajima. Pouziti funkce pop na prazdny zasobnik neni povoleno a zpiisobi
zastaveni programu s béhovou chybou. Zadnym jinym zptisobem nelze se zasobniky
manipulovat.

Prikazy Pascalu mame k dispozici vSechny, jedinym omezenim je, Zze nesmime
pouZivat pfifazovaci piikaz := na zasobniky. Také muZzeme v programu definovat
procedury a funkce, neni ovsem dovoleno pouzivat rekurzi a zasobniky mohou byt
pouzity jako parametry pouze tehdy, jsou-li predavany odkazem.

Casovou a pamétovou sloZitost programit definujeme obdobné jako na normél-
nim poéitadi. Cas budeme méfit poétem provedenych piikazii, pamét nejvétsim po-
¢tem hodnot, které si program pamatuje v jednom okamziku ve svych proménnych
a vSech zasobnicich. Casto se budeme snaZit o to, aby program pouzival co nejmensi
pocet zasobnikt, byt by kviili tomu byl pomalejsi.

Priklad: NapiSte program, ktery zjisti, zda se v zadaném fFetézci vyskytuje stejny
pocet znaki ‘a’ jako znakl ‘b’ a podle toho vypiSe bud ‘1’ (kdyz to je pravda) nebo
‘0’ (kdyz ne).

Reseni: Jelikoz hodnoty proménnych jsou omezené stovkou, nemtizeme si jednoduse
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pocitat vyskyty znakd v celociselné proménné. Misto toho vyuzZijeme dva zdsobni-
ky: do jednoho budeme ukladat a-¢ka, do druhého b-cka. Az vstup skonci, budeme
vybirat znaky vzdy z obou zasobnikil soucasné a odpovime 1 pravé tehdy, kdyz se
oba soucasné vyprazdnily.

program rovnost;

var a, b: stack of char; { dva zasobniky na znaky }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin

while read(c) do begin
if c=’a’ then push(a, c);
if c=’b’ then push(b, c);
end;

while not empty(a) and not empty(b) do begin

&teme ze vstupu, dokud to jde }
znak ulozime do spravného zasobniku }

{
{

pop(a); { odebiréame znaky z obou zads. soulasné }
pop(b) ;
end;

if empty(a) and empty(b) then { vysly oba prazdné? }
write(’17)

else
write(’0’);

end;

Tento program mé linearni ¢asovou i pamétovou slozitost a potiebuje dva zé-
sobniky.
Druhé reseni: Ukazeme si, jak jeden zasobnik usetfit a stale zachovat lineadrni ¢aso-
vou slozitost. Misto jednotlivych poc¢ti znakti budeme do zasobniku ukladat, o kolik
vic jsme vidéli a-Cek nez b-Cek. Pokud je tento rozdil kladny (a-¢ek je vice), za-
pamatujeme si prislusny pocet znaku ‘+’. Zaporné rozdily budeme ukladat pomoci
znakd ‘-,

Rozmysleme si tedy, co se stane, kdyz program prec¢te znak ‘a’. Tehdy by mél
k rozdilu pri¢ist jednicku. Proto zkontroluje, jakd hodnota se nachazi na vrcholu
zasobniku — to je hodnota, kterou by precetl nasledujici pop. Pokud to je ‘-’, tak ho
pouze odstranime. V opa¢ném piipadé (‘+’ nebo prazdny zasobnik) pfiddme nové ‘+’.
Znak ‘b’ se zpracovava obdobné, pouze se k obéma znaménkiim chovame opacné.

program rovnost_podruhe;

{ Pomocna funkce, kterd zjisti, co je na vrcholu z&asobniku }
function look(var s:stack of char): char;
var c: char;

begin
if empty(s) then c := ’0’ { pokud je prazdny, vratime nulu }
else begin
c := pop(s); { jinak odebereme prvek ze zasobniku }
push(s, c); { a ihned ho vratime zpé&t }
end;
look := c;
end;



var r: stack of char; { zde je uloZen rozdil a-b }

c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin
while read(c) do begin
if c=’a’ then begin { preletli jsme ‘a’ => zvySujeme rozdil }
if look(r)=’-’ then pop(r)
else push(r, ’+’);
end;
if c=’b’ then begin { pfedetli jsme ‘b’ => sniZujeme rozdil }
if look(r)=’+’ then pop(r)
else push(r, ’-’);
end;
end;
if empty(r) then write(’1’) { je rozdil nulovy? }

else write(’0’);
end;

Na zpracovani kazdého znaku potfebujeme konstantné mnoho prikazu, takze
Casova slozitost je stale linedrni. Na jediném pouzitém zasobniku se objevi nejvyse
tolik znamének, kolik je znaki na vstupu, takze pamétova slozitost je taktéz linedrni.



