56. ro¢nik Matematické olympiady — 2006/2007
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Zasypané mésto

Oznacme aj, as a ag pocty studentti prvniho ro¢niku jednotlivych specializaci a by, by a bz pocty studentit druhého
ro¢niku. Nejdfive si rozmyslime, kdy studenty urcité nelze rozdélit do dvojic podle pozadavkt zadani. Napfiklad, pokud
a; + by > N, tak studenty do dvojic nelze rozdélit — kazda dvojice muze obsahovat nejvysSe jednoho studenta s prvni
specializaci a pokud je takovych studentt vice nez N, tak studenty do dvojic rozdélit nelze. Podobné studenty nelze rozdélit
do dvojic pokud as + b2 > N nebo az + bg > N.

Nyni si ukdzeme, ze pokud a; +b; < N, as + by < N a a3z + b3 < N, tak lze studenty do dvojic rozdélit vzdy. Bez Gjmy
na obecnosti mtizeme predpokladat, Zze a; > as > a3 a a3 < min{by, be, b3} . Pokud by druh4 nerovnost neplatila, vyménime
navzéajem hodnoty proménnych a; a b; pro ¢ = 1,2,3. VSimnéme si, ze by < N — a; = as + as, tj. poet studentid druhého
ro¢niku s prvni specializaci je mensi nebo roven poc¢tu studenttt prvniho ro¢niku s druhou a tfeti specializaci.

Pokud as < by, vytvorime as dvojic slozenych ze studentdl prvniho ro¢niku s druhou specializaci a student@ druhého
ro¢niku s prvni specializaci. Zbylych b; — as < a3 studenti druhého ro¢niku s prvni specializaci bude ve dvojici se studenty
prvniho ro¢niku s tfeti specializaci. Ostatnich az — (b; — a2) studentt prvniho ro¢niku s tfeti specializaci pak tvoii dvojice se
studenty druhého ro¢niku s druhou specializaci (dle nasich predpokladi je ag < be, a tedy lze tyto dvojice vytvofit). Protoze
v8ech a; zbylych student druhého ro¢niku ma druhou nebo tfeti specializaci, mohou tvofit dvojice se studenty prvniho
ro¢niku s prvni specializaci.

Uvazme nyni pfipad, kdy as > b;. Pak studenti prvniho roéniku s druhou specializaci vytvoii b; dvojic se studenty
druhého roc¢niku s prvni specializaci a as — b; dvojic se studenty druhého roéniku s tteti specializaci. V§imnéte si, ze tolik
dvojic 1ze opravdu vytvofit nebot b3 = N — by — by > as — by. Studenti prvniho roéniku s t¥eti specializaci pak tvori dvojice
se studenty druhého roéniku s druhou specializaci (dle nasich predpokladi je ag < by). Nakonec, podobné jako v pfedchozim
pripadé, rozfadime a; zbylych student druhého ro¢niku, kteri vSichni maji bud druhou nebo tieti specializaci, do dvojic se
studenty prvniho ro¢niku s prvni specializaci.

Nase tivahy nas dovedly k nasledujicimu algoritmu. Nejdfive nacteme vstupni soubor a spocitame cisla ai, ag, as, b1,
by a bz. Poté ovéfime, ze a1 + by < N, as + by < N a az + b3 < N, a pokud néktera z téchto nerovnosti neni splnéna,
vypiseme do vystupniho souboru, ze studenty nelze do dvojic rozdélit. Pokud jsou vSechny tii nerovnosti splnény, nalezneme
vy$e popsanym zpiisobem rozdéleni studentti do dvojic. Casovéa i pamétova slozitost popsaného algoritmu je kromé nacitani
vstupniho a vytvoreni vystupniho souboru konstantni, s nimi ¢asové slozitost vzroste na linearni.

program mesto;
var N,al,a2,a3,bl,b2,b3:longint;
const sl:string=’starovek’;
s2:string=’stredovek’;
s3:string=’archeologie’;
var rocniky_prohozeny:boolean; { pokud a3<b3, "prohodime" ro&niky }
soubor:text;

procedure nacti;
var soubor:text;
i:longint;
rocnik:integer;
spec:string;
begin
assign(soubor, mesto.in’);
reset (soubor) ;
readln(soubor,N);
al:=0; a2:=0; a3:=0;
b1:=0; b2:=0; b3:=0;
for i:=1 to 2*N do
begin
readln(soubor,rocnik, spec) ;
if (rocnik=1) and (spec=’ ’+s1) then inc(al);
if (rocnik=1) and (spec=’ ’+s2) then inc(a2);
if (rocnik=1) and (spec=’ ’+s3) then inc(a3);
if (rocnik=2) and (spec=’ ’+sl1) then inc(bl);
if (rocnik=2) and (spec=’ ’+s2) then inc(b2);
if (rocnik=2) and (spec=’ ’+s3) then inc(b3);
end;
rocniky_prohozeny:=false;
end;



procedure serad;
var x:longint;
s:string;
begin
if al<a2 then
begin
x:=al; al:=a2; a2:=x;
s:=s1; sl:=s2; s2:=s;
end;
if al<a3 then
begin
x:=al; al:=a3; a3:=x;
s:=s1; s1:=s3; s3:=s;
end;
if a2<a3 then
begin
x:=a2; a2:=a3; a3:=x;
s:=s2; s2:=83; s3:=s;
end;
if b3<a3 then
begin
x:=al; al:=bl; bl:=x;
x:=a2; a2:=b2; b2:=x;
x:=a3; a3:=b3; b3:=x;
rocniky_prohozeny:=true;
serad;
end;
end;

procedure vypis(pocet: longint; specl,spec2: integer);
{ vypiSe "pocet" dvojic studentd se specializacemi specl a spec2 }
var x:integer;
begin
if rocniky_prohozeny then
begin
x:=specl; specl:=spec2; spec2:=x
end;
for x:=1 to pocet do
begin
case specl of
1: write(soubor,s1,’ ’);
2: write(soubor,s2,’ ’);
3: write(soubor,s3,’ ’);
end;
case spec2 of
1: writeln(soubor,si);
2: writeln(soubor,s2);
3: writeln(soubor,s3);
end;
end;
end;

begin
nacti;
serad;
assign(soubor, ’mesto.out’);
rewrite(soubor) ;
if (a1+bi1>N) or (a2+b2>N) or (a3+b3>N) then
begin
writeln(soubor,’Studenty nelze rozdelit do dvojic.’);
end
else
if (a2<=b1) then
begin



vypis(a2,2,1);
vypis(bl-a2,3,1);
vypis(a3-(b1-a2),3,2);
vypis(al-b3,1,2);
vypis(b3,1,3);

end

else

begin
vypis(b1,2,1);
vypis(a2-b1,2,3);
vypis(a3,3,2);
vypis(b2-a3,1,2);
vypis(b3-(a2-b1),1,3);

end;

close(soubor);
end.

P-II-2 Okruzni jizda

Nejdrive si zopakujme znaceni, které jsme pouzivali v feSeni obdobné tlohy domaéciho kola. Mapé Stinové Prahy fikame
graf, kfizovatkdm wvrcholy a ulicim hrany. Hranu, kterd vede mezi vrcholy u a v, zna¢ime uwv. Pocet vrcholi grafu je n a
pocet jeho hran m. Stupern vrcholu je pocet hran, které do né€j vedou. Podle zadani je stupen kazdého vrcholu v nasem grafu
sudy. Hrany e a f na sebe navazuji, pokud obé vedou ze stejného vrcholu. Posloupnost navzajem rtznych hran ey, es, ..., e
takovd, Ze e; 1 navazuje na e; (pro 1 < i < k), se nazyva tah. JestliZe navic e; navazuje na ey, je tento tah uzavreny, a pokud
obsahuje vSechny hrany, je eulerovsky. Dvojici hran e a f takové, Zze f navazuje na e, budeme fikat prechod.

Ulohou je nalézt uzavieny eulerovsky tah, ktery navic neobsahuje zadny ze zakazangch prechodt. Oba algoritmy, které
jsme popsali v feSeni doméciho kola, lze upravit pro nalezeni eulerovského tahu v neorientovaném grafu se tfemi zakdzanymi
pfechody u kazdého vrcholu. My si zde vSak popiSeme feSeni, které se od obou téchto algoritmi lisi. Zakladni myslenka
tohoto tfetiho algoritmu je tato: Nejprve si graf rozlozime na nékolik uzavienych tahi, které nebudou obsahovat zakazané
prechody, a pak tyto tahy budeme spojovat, dokud z nich nevytvofime jeden eulerovsky tah.

Protoze u kazdého vrcholu jsou tii zakazané piechody, v grafu se nemiuze vyskytovat vrchol stupné dva. Déle se kviili
zjednoduSeni popisu zbavme vrcholii stupné 4 (v programu tyto Gpravy grafu neprovddime — niZe popsany algoritmus funguje
i bez nich, po drobnych zménach): Predpokladejme, Ze v grafu je vrchol stupné ¢tyfi. JelikoZ jsou u néj t¥i zakdzané piechody,
pak ho bud nelze projit viibec — to pokud vSechny zakdzané prechody obsahuji stejnou hranu, pfipadné zakazeme vSechny
pfechody mezi trojici hran — nebo je jednoznacné urceno, které hrany u néj na sebe navazuji. V prvnim pfipadé mizeme
skoncit, ve druhém vrchol odebereme a nahradime ho dvéma hranami. Tyto ipravy zjevné neovlivni, zda v grafu eulerovsky
tah existuje, nebo ne.

Dalsim krokem je rozlozeni grafu na uzaviené tahy. U kazdého vrcholu si libovolné zvolime, které hrany na sebe budou
navazovat tak, abychom se vyhnuli zakdzanym pfechod@im. To Ize udélat napiiklad tak, Ze si nejprve zvolime navazujici hrany
pro ty hrany, které jsou obsazeny v zakazanych prechodech, a pro ostatni hrany si poté navazujici hrany vybereme zcela
libovolné. Snadno nahlédneme, ze takové piirazeni vzdy existuje. Toto p¥ifazeni ndm urcuje néjaké uzaviené tahy (zacneme
libovolnou hranou e, pfejdeme na hranu, kterd na ni navazuje, atd., az dokud se nevratime zpét na e). Pokud takto vytvofime
jen jeden tah, nalezli jsme feSeni. Zabyvejme se tedy situaci, kdy takto vzniklo nékolik tahi.

Nyni si vybereme libovolny z vytvorenych tahti a nazveme ho hlavnim. K hlavnimu tahu budeme postupné lepit zbyvajici
tahy. JestliZze neexistuje vrchol, kterym by prochdzel jak hlavni, tak n&jaky jiny tah, pak bud mame feSeni, nebo graf neni
souvisly (a FeSeni neexistuje). Uvazme tedy vrchol v, kterym prochdzi hlavni tah, a jeden nebo vice jinych taht.

Pokud u v existuji navazujici hrany ejes hlavniho tahu a eses néjakého jiného tahu tak, Ze ani ejes ani eseys nejsou
zakéazané, pak tyto tahy spojime tak, Ze e; bude navazovat na ez a es na es. Tim zjevné hlavni tah prodlouzime a celkovy
pocet tahi snizime. Dokazme si nyni, Ze takové hrany musi existovat:

e Ptedpokladejme nejprve, ze hlavni tah prochazi vrcholem v jen jednou, pfes hrany e; a es. Pak u vrcholu v existuji jesté
alespon dvé dvojice navazujicich hran jinych tahi, ezeq a eseg. UvaZzme nasledujici ¢tyfi dvojice prechodii: ejes a esey,
e1€4 a eg€3, €165 a €264, €165 a eaes. Protoze u v jsou jen tfi zakdzané prechody, oba prechody v alespon jedné z téchto
dvojic jsou povolené. Tahy pak lze navazat pfes tyto povolené prechody.

e Necht hlavni tah prochézi vrcholem v alesponi dvakrat, pfes pfechody ejes a ezeq. Vrcholem v také musi prochéazet
néjaky dalsi tah, pfechodem eseg. Podobné jako v minulém pfipadé nahlédneme, ze tahy lze spojit pres alespon jednu
z nasledujicich ¢tyf dvojic prechodl: ejes a eseg, €166 a eaes, eses a eqeq, €366 a €4€5.
Pokud je graf souvisly, mizeme takto postupovat tak dlouho, dokud spojovanim taht neziskdme jediny tah.

Zbyva uréit éasovou a pamétovou slozitost navrzeného feseni tilohy. Budeme si pamatovat, které hrany na sebe v jed-
notlivych tazich navazuji, a které hrany patfi do hlavniho tahu. Dale si u kazdého vrcholu budeme udrzovat seznam hran,
které nepatii do hlavniho tahu, a pfipadné jeden nebo dva pfechody, které do hlavniho tahy patfi. S témito tdaji snadno
dokazeme prodlouzit hlavni tah u zadaného vrcholu v konstantnim case. Dale si budeme pamatovat seznam W vrchold,
které hlavni tah zcela nepokryva — s jeho pomoci si v konstantnim case dokazeme najit vrchol, u néjz je mozné tahy lepit.
Pokazdé, kdyz hlavni tah prodlouZime, si projdeme ¢ast tahu, kterou jsme k nému pfidali (v ¢ase linedrnim v délce pFidané
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Gésti), ozna¢ime si, Ze jeho hrany patii do hlavniho tahu, upravime si seznamy hran u vrcholl, které projdeme, a pfipadné
tyto vrcholy pfiddme do seznamu W. Vzhledem k tomu, Ze kazdou hranu takto projdeme pravé jednou, je celkova Casova
(a samoziejmeé i pamétovd) slozitost algoritmu linedrni, tj. O(m + n).

program eulerovsky_tah_2;

const MAXN = 1000;
type phrana = "hrana;
prvek_seznamu = “prvek_seznamu_r;
hrana = record
v : array[1..2] of integer; {vrcholy mezi nimiZ hrana vede}
t : array[l..2] of phrana; {navazujici hrany u v[1] a v[2]}
{odkaz na odpovidajici prvek v seznamu hran hlavni ci nehlavni u vrcholu v[1] a v[2]}
tah_u_vrcholu : array[1l..2] of prvek_seznamu;
end;
prvek_seznamu_r = record
e : pointer; {hodnota prvku}
p, n : prvek_seznamu;
{ptedchozi a nasledujici prvek}

end;
seznam = record
hlava : prvek_seznamu_r; {hlava seznamu}
end;
type pvrchol = “vrchol;
vrchol = record
cislo : integer; {¢islo vrcholu}
stupen : integer; {stupeii vrcholu}
hlavni : seznam; {hrany v hlavnim tahu}
nehlavni : seznam; {hrany mimo hlavni tah}

zakaz : array[1..3, 1..2] of integer;
{zakazané pf¥echody}
end;

type graf = record

n : integer; {pocet vrcholi}
m : integer; {pocet hran}
delka_tahu : integer; {pocet hran v hlavnim tahu}
v : array[1..MAXN] of vrchol; {vrcholy}
end;

{Otestuje, zda je S préazdnj}
function prazdny (var s : seznam) : boolean;
begin
prazdny := s.hlava.n = @s.hlava;
end;

{Nainincializuje prazdny seznam S}
procedure udelej_prazdny (var s : seznam);
begin

s.hlava.n := @s.hlava;

s.hlava.p := @s.hlava;

s.hlava.e nil;
end;

{0Odebere a vrati prvni prvek seznamu S}
function odeber_prvni (var s : seznam) : pointer;
var p : prvek_seznamu;

begin
p := s.hlava.n;
s.hlava.n := p~.n;
p~.n".p := @s.hlava;
odeber_prvni := p~.e;
dispose(p);

end;



{Pfida prvek E do seznamu S, a vrati jeho pozici}

function pridej (var s : seznam; e : pointer)
var p : prvek_seznamu;

begin
new (p);
pT.e = e;
p~.n := s.hlava.n;

p~.p := @s.hlava;
s.hlava.n".p := p;
s.hlava.n := p;
pridej := p;

end;

{Vrati N-tj prvek seznamu S}
function nty (var s : seznam; n : integer)
var i : integer;

p : prvek_seznamu;

begin
P := @s.hlava;
for i := 1 ton do
p := p_.n;
nty := p~.e;
end;

{Ptesune prvek P do seznamu S}
procedure presun (p : prvek_seznamu; var s :
var pr, nx : prvek_seznamu;

begin
pr :=p".p;
nx := p~.n;
pr-.n := nx;
nx".p := pr;
p~.n := s.hlava.n;
p~.p := @s.hlava;
s.hlava.n := p;
p~.n".p := p;

end;

{P#id4a hranu V1V2 do grafu GR}

procedure pridej_hranu (var gr : graf; vl, v2 :

var h : phrana;
P : prvek_seznamu;
begin
new (h);
h~.v[1] := v1;
h~.v[2] := v2;
h~.t[1] := nil;
h~.t[2] nil;

p := pridej (gr.v([vl].nehlavni, h);
h”.tah_u_vrcholu[1l] := p;
p := pridej (gr.v[v2].nehlavni, h);
h~.tah_u_vrcholu[2] := p;
inc (gr.v[v1l].stupen);
inc (gr.v[v2].stupen);

end;

{Na&te graf}
procedure nacti_graf (var gr : graf);
var i, vl, v2 : integer;
begin
readln (gr.n, gr.m);
gr.delka_tahu := O;

: prvek_seznamu H

: pointer;

seznam) ;

integer);



for i := 1 to gr.n do
with gr.v[i] do
begin
cislo := 1i;
stupen := 0;
udelej_prazdny (hlavni);
udelej_prazdny (nehlavni);
end;
for i := 1 to gr.m do
begin
readln (v1, v2);
pridej_hranu (gr, vi, v2);

end;
for i := 1 to gr.n do
with gr.v[i] do
begin
read (zakaz[1][1], zakaz[1][2]);
read (zakaz[2][1], zakaz[2][2]);
readln (zakaz[3][1], zakaz[3][2]);
end;

end;

{Najde hranu, ktera u vrcholu V navazuje na E}

function navazujici_u_vrcholu (var v : vrchol; e : phrana)

begin
if e”.v[1] = v.cislo then
navazujici_u_vrcholu := e”.t[1]
else

navazujici_u_vrcholu := e”.t[2];

end;

: phrana;

{Najde v seznamu S u vrcholu V jednu nebo dve dvojice navazujicich hran

E1E2 a E3E4, a vrati podet nalezenjch dvojicl}
function vyber_navazujici_hrany (var v : vrchol; var s

var el, e2, e3, e4 : phrana)

begin
el := nty (s, 1);

e2 := navazujici_u_vrcholu (v, el);
if nty (s, 3) = nil then
begin
e3 := nil;
ed4d := nil;
vyber_navazujici_hrany := 1;
end
else
begin

e3 := nty (s, 2);
if e3 = e2 then e3 := nty (s, 3);

e4 := navazujici_u_vrcholu (v, e3);
vyber_navazujici_hrany := 2;
end;

end;

{Ptfesune hranu H na jejim I-tém konci do hlavniho tahu}
procedure presun_do_hlavniho (var gr : graf; var lepene
var v : pvrchol;
p, np : prvek_seznamu;
begin
v := @gr.v[h~.v[il];
p := h™.tah_u_vrcholulil;

if prazdny (v~ .hlavni) and (v~ .stupen >= 6) then
np := pridej (lepene, v);
presun (p, v~.hlavni);
end;

Seznam,

seznam;

h :

integer;

phrana; i

integer);



{Vrati hranu navazujici na AKT ridznou od POSL}
function navazujici (posl, akt : phrana) : phrana;

begin
if akt~.t[1] = posl then
navazujici := akt”.t[2]
else
navazujici := akt~.t[1];
end;

{Ptida tah mezi navazujicimi hranami ZAC a KON do hlavniho tahu, upravi
odkazy z grafu GR a seznam vrcholu pro lepeni LEPENE}
procedure pridej_k_hlavnimu (var gr : graf; var lepene : seznam;
zac, kon : phrana);
var posledni, dalsi : phrana;

begin
posledni := kon;
repeat
dalsi := navazujici (posledni, zac);

presun_do_hlavniho (gr, lepene, zac, 1);
presun_do_hlavniho (gr, lepene, zac, 2);
inc (gr.delka_tahu);
posledni := zac;
zac := dalsi;
until posledni = kon;
end;

{Vrati true pokud je pfechod E1E2 u V zakédzanj}
function zakazany (var v : vrchol; el, e2 : phrana) : boolean;
var u, w, i : integer;
begin
if el1”.v[1] = v.cislo then u := el1”.v[2] else u := el”.v[1];
if e2”.v[1] = v.cislo then w := e2".v[2] else w := e2".v[1];
for i := 1 to 3 do
with v do
begin
if ((zakaz[il[1] = u) and (zakaz[il[2] = w)) or
((zakaz[i] [2] = u) and (zakaz[i][1] = w)) then
begin
zakazany := true;
exit;
end;
end;
zakazany := false;
end;

{NavédZe E1 na E2 ve vrcholu V}
procedure navaz (var v : vrchol; el, e2 : phrana);
begin
if e1”.v[1] = v.cislo then el1”.t[1]
if e2”.v[1] = v.cislo then e2~.t[1]
end;

e2 else el1”.t[2]
el else e2".t[2]

e2;
el;

{Zkusi slepit tahy pfres pfechody EH1, EV1 a EH2, EV2 u vrcholu V, vrati true, pokud se to poda¥i}
function zkus_slepit (var gr : graf; var lepene : seznam; var v : vrchol;
ehl, evl, eh2, ev2 : phrana) : boolean;

begin
if zakazany (v, ehl, evl) or zakazany (v, eh2, ev2) then
begin
zkus_slepit := false;
exit;
end;

pridej_k_hlavnimu (gr, lepene, evl, ev2);
navaz (v, ehl, evl);



navaz (v, eh2, ev2);
zkus_slepit := true;
end;

{Pfilepi né&jaky tah u vrchlu VRCHOL do hlavniho tahu}
procedure lep_u_vrcholu (var gr : graf; var lepene : seznam; vrchol : integer);
var v : pvrchol;

el, e2, e3, e4, eb, e6, e7, e8 : phrana;

nl, n2 : integer;

vys : boolean;
begin

v := Qgr.v[vrchol];

nl := vyber_navazujici_hrany (v~, v~.hlavni, el, e2, e3, e4);
n2 := vyber_navazujici_hrany (v~, v~ .nehlavni, e5, e6, e7, e8);

if nl = 2 then
begin
if not zkus_slepit (gr, lepene, v~, el, e5, e2, e6) then
if not zkus_slepit (gr, lepemne, v~, el, e6, e2, e5) then
if not zkus_slepit (gr, lepene, v~, e3, eb, e4, e6) then
vys := zkus_slepit (gr, lepene, v~, e3, e6, e4, eb);
end
else
begin
if not zkus_slepit (gr, lepene, v~, el, eb, e2, e6) then
if not zkus_slepit (gr, lepene, v~, el, e6, e2, e5) then
if not zkus_slepit (gr, lepene, v~, el, e7, e2, e8) then
vys := zkus_slepit (gr, lepene, v~, el, e8, e2, e7);
end;
end;

{Vrati true, pokud E je sparovany u vrcholu V}
function sparovano (var v : vrchol; e : phrana) : boolean;

begin
if e~.v[1] = v.cislo then
sparovano := e”~.t[1] <> nil
else
sparovano := e”.t[2] <> nil;
end;

{Vrati pocet zakdzanjch pfechodd z hrany E u vrcholu V}
function pocet_zakazanych (var v : vrchol; e : phrana) : integer;
var soused, i, j, pocet : integer;

begin
if e~.v[1] = v.cislo then soused := e~.v[2] else soused := e~ .v[1];
pocet := O;
for i := 1 to 3 do

for j := 1 to 2 do
if v.zakaz[i] [j] = soused then inc (pocet);
pocet_zakazanych := pocet;
end;

{Najde hranu u vrcholu V, na niZ je povolenj pfechod z hrany E, a pokud je to moZné, preferuje hrany,
na které vede néjaky zakdzanj pfechod}
function povoleny_prechod (var v : vrchol; e : phrana) : phrana;
var p : prvek_seznamu;
ae, kandidat : phrana;
begin
kandidat := nil;

p := v.nehlavni.hlava.n;
while p~.e <> nil do
begin
ae :=p’.e;



if (ae = e) or zakazany (v, e, ae) or sparovano (v, ae) then
continue;

if pocet_zakazanych (v, ae) <> O then

begin
povoleny_prechod := ae;
exit;
end
else
kandidat := ae;

end;

povoleny_prechod := kandidat;
end;

{Najde hranu u vrcholu V, na niZ je zakadzanj pfechod z hrany E}
function zakazany_prechod (var v : vrchol; e : phrana) : phrana;
var p : prvek_seznamu;

ae: phrana;

begin
p := v.nehlavni.hlava.n;
while p~.e <> nil do
begin
ae :=p’.e;
if (ae <> e) and zakazany (v, e, ae) then
begin
zakazany_prechod := ae;
exit;
end;
p :=p_.n;
end;
zakazany_prechod := nil;
end;

{Pokud je u V zakdzano parovani, sparuje jeho hrany, jinak vrati false}
function sparuj_zakazane_parovani (var v : vrchol) : boolean;
var e : array[l..6] of phrana;
pe, z, i : integer;
znam : boolean;
ae : phrana;
P : prvek_seznamu;
begin
pe := 0;
p := v.nehlavni.hlava.n;

while p~.e <> nil do

begin
ae :=p’.e;
p :=p .n;
z := pocet_zakazanych (v, ae);

if z = 0 then continue;
if z > 1 then
begin
sparuj_zakazane_parovani := false;
exit;
end;

znam := false;
for i := 1 to pe do
if e[i] = ae then
begin
znam := true;



break;
end;
if znam then continue;

inc (pe);

e[pe] := ae;

inc (pe);

e[pe] := zakazany_prechod (v, ae);
end;

navaz (v, e[1], e[4]);
navaz (v, e[3], el[6]);
navaz (v, e[5], e[2]);

sparuj_zakazane_parovani := true;
end;

{Pokud je u V zakadzan trojihelnik, sparuje jeho hrany, jinak vrati false}
function sparuj_trojuhelnik (var v : vrchol) : boolean;
var e : array[l..3] of phrana;
pe, z : integer;
ae : phrana;
P : prvek_seznamu;
begin
pe := 0;
p := v.nehlavni.hlava.n;

while p~.e <> nil do

begin
ae := p.e;
p :=p.n;
z := pocet_zakazanych (v, ae);

if z = 0 then continue;
if z <> 2 then
begin
sparuj_trojuhelnik := false;
exit;
end;

inc (pe);
e[pe] := ae;
end;

navaz (v, e[1], povoleny_prechod (v, e[1]));
navaz (v, e[2], povoleny_prechod (v, e[2]));
navaz (v, e[3], povoleny_prechod (v, e[3]));

sparuj_trojuhelnik := true;
end;
{Sparuje hranu u hrany z V, z niZz je nejvic zakazanjch pfechodi}
procedure sparuj_nejvetsi (var v : vrchol);
var z, zkand : integer;
ae, kand : phrana;
p : prvek_seznamu;

begin
p := v.nehlavni.hlava.n;
kand := nil;
zkand := 0;

while p~.e <> nil do
begin
ae :=p’.e;
p :=p .n;
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z := pocet_zakazanych (v, ae);
if z <= zkand then continue;

zkand := z;
kand := ae;
end;

{vybereme si povolenyj pfechod, pokud moZno na hranu, z niZz vede posledni zbjvajici zakézany pfechod}
navaz (v, kand, povoleny_prechod (v, kand));
end;

{Sparuje hrany do povolenjch p¥echodd u vrcholu V, vrati true, pokud se to povede}
function sparuj_hrany_vrchol (var v : vrchol) : boolean;
var p : prvek_seznamu;

e, vynuc : phrana;

z : integer;

begin
if v.stupen = 4 then
begin
p := v.nehlavni.hlava.n;
while p~.e <> nil do
begin
e :=p.e;
z := pocet_zakazanych (v, e);
if (z = 0) or (z = 3) then
begin
{pokud neni z e zakadzan Zadnj pfechod, pak je zakdzany trojihelnik na zbyvajicich
tfech hrandch a parovani neexistuje; pokud jsou zakadzany vSechny prechody,
pak samoz¥ejmé také neexistuje}
sparuj_hrany_vrchol := false;
exit;
end;
if z = 2 then
begin
{pokud nezabere pfedchozi podminka, pak jsou pravé dva vynucené piechody tvoFici
dobré parovani}
vynuc := povoleny_prechod (v, e);
navaz (v, e, vynuc);
end;
P :=p .n;
end;
end
else
begin

{zakézané prechody pokrjvaji 6 hran}

if not sparuj_zakazane_parovani (v) then

{zakédzané prechody tvofi trojiuhelnik}

if not sparuj_trojuhelnik (v) then

{v ostatnich p¥ipadech stali sparovat hranu, z niZ vedou 2 zakadzané prechody, s néjakou jinou

hranou, na kterou vede zakdzanj pfechod, a ostatni pfechody jsou pak vSechny povolené}
sparuj_nejvetsi (v);

{zbylé hrany sparujeme libovolné&}

vynuc := nil;
p := v.nehlavni.hlava.n;
while p~.e <> nil do
begin
e :=p.e;
if not sparovano (v, e) then
begin
if vynuc = nil then
vynuc := e
else
begin
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navaz (v, e, vynuc);
vynuc := nil;
end;
end;
p :=p~.n;
end;
end;
end;

{Sparuje hrany do povolenjch pfechodd, vrati true, pokud se to povedel}
function sparuj_hrany (var gr : graf) : boolean;
var i : integer;
begin
for i := 1 to gr.n do
if not sparuj_hrany_vrchol (gr.v[i]) then
begin
sparuj_hrany := false;
exit;
end;
sparuj_hrany := true;
end;

{Vrati ¢islo spole&ného vrcholu navazujicich hran E1 a E2}
function spolecny_vrchol (el, e2 : phrana) : integer;
begin
if e17.t[1] = e2 then
spolecny_vrchol := el”.v[1]
else
spolecny_vrchol := el”.v[2];
end;

{Vypige tah}

procedure vypis_tah (var gr : graf);

var ae, ke, pe, se, el, e2 : phrana;
i : integer;

begin
i := vyber_navazujici_hrany (gr.v[1], gr.v[1].hlavni, se, ke, el, e2);
pe := ke;
ae := se;

write (°1°);
while true do
begin
el := ae;
ae := navazujici (pe, ae);
pe := el;
if ae = se then
break;

write (° ’, spolecny_vrchol (ae, pe));
end;
end;

var gr : graf; {graf}
i, av : integer;
lepene : seznam; {seznam vrcholu k lepeni}
el, e2, e3, e4: phrana;
v : pvrchol;
begin
nacti_graf (gr);
if not sparuj_hrany (gr) then
begin
writeln (’0Okruzni jizda neexistuje.’);
exit;
end;
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i := vyber_navazujici_hrany (gr.v[1], gr.v[1] .nehlavni, el, e2, e3, e4);
udelej_prazdny (lepene);
pridej_k_hlavnimu (gr, lepene, el, e2);
av := 1;
while true do
begin
while not prazdny (gr.v[av].nehlavni) do
lep_u_vrcholu (gr, lepene, av);
if prazdny (lepene) then

break;
v := odeber_prvni (lepene);
av := v~ .cislo;

end;
if gr.m = gr.delka_tahu then
vypis_tah (gr)
else
writeln (’0Okruzni jizda neexistuje.’);
end.

P-11-3 Pizza kolem

Ulohu vyfesime metodou dynamického programovéani. Nebudeme tuto metodu vysvétlovat v plné obecnosti, ale pouze
popiseme jeji aplikaci v této konkrétni dloze.

V pribéhu algoritmu uréime pro i-ty tsek nejmensi pocet pizzerii nutnych k pokryti i-tého az N-tého tiseku. Oznacme
tento pocet P;. Kromé hodnot P; spocitame i nejvétsi index K; takovy, Ze pomoci P; pizzerii lze obslouzit i-ty az N-ty tsek
a navic i prvni az K;-ty. Oznacme si jesté soucet poc¢tu zakazniki v nejdelsi posloupnosti tsekti, které zacinaji i-tym tsekem
a jejichz soucet poctu zakaznikl je nejvyse K, jako S;. Hodnoty P; a K; budeme poéitat od posledniho tseku kruznice, tj.
odi=Nki=1.

Nejdiive uréime vsSechna ¢, pro kterd P; = 1. Zfejmé Py = 1 a Ky je nejvétsi ¢islo takové, ze soucet poctu zdkaznikt
v N-tém a prvnim az i-tém tseku je nejvyse K. Sy je rovno tomuto souctu. Predpokladejme, Ze uz zname hodnoty P;1,
Ki+1 a Si—i—l a chceme urcit hOanty Pia K,’ a Si- Pokud Ai+Si+1 < K, pak P7 = 1, KZ = Ki+1 a Sj, = Ai +Si+1~ A% opaéném
piipadé, tj. pokud A4; +S;41 > K, budeme od S;41 postupné odecitat A; pro j = K;11,K;+1 —1,..., dokud hodnota souctu
A; + S;1+1 nebude nejvyse K. V tomto okamziku zndme hodnoty K; a S;. Takto postupujeme, dokud K; > 1.

Nyni zbyva poditat hodnoty P;, K; a S;, pro néz P; > 1. Necht j je maximalni index takovy, Ze soucet poctu zakazniki
v (14 1)-nim az j-tém tseku je nejvyse K. Hodnotu j a také S;;; budeme znat z pfedchoziho kroku. Postupnym snizovanim
hodnoty j nalezneme nejvétsi index takovy, ze soucet poctt zakaznikt v i-tém az j-tém tseku je mensi nebo roven K. Tento
soucet je hodnota S;. Ziejmé P; = Pj11 +1a K; = Kj41.

Vyse uvedenym postupem spocitame hodnoty P; a K;, ¢ = 1,..., N, v Case linedrnim v N. Uvazme nyni libovolné
optimélni feSeni tilohy a necht iy je nejmensi index takovy, Ze néjaka pizzerie v tomto feSeni pokryva tiseky pocinaje ip-tym
tusekem. Dle definice hodnot P; a K;, je P; pocet pizzerii v optimalnim feSeni a K; > i. K nalezeni optimalniho feSeni nam
tedy staci urcit nejmensi P; pro které K; > i. To lze jisté udélat v ¢ase linearnim v IN. Pokud si navic pfi vypoc¢tu hodnot
P; a K; budeme pamatovat, kde kon¢i nejdelsi posloupnost tiseki zac¢inajici i-tym tsekem, jejichz soucet pocétu zakaznikt je
mensi nebo roven K, podaii se ndm optimalni feseni téZ sestavit v éase O(NN). Muzeme tedy odvodit, ze celkova Casova i
pamétova sloZitost pravé popsaného Feseni ulohy je linedrni v poétu usekd, tedy O(N).

program pizza;
const maxN=100000;
var A: array[l..maxN] of longint;
N,K: longint;
Pocet: array[1l..maxN] of longint;
Kam: array[1..maxN] of longint;
Dalsi: arrayl[1l..maxN] of longint;
{ Pocet[i] je minimdlni polet intervald nutnjch k pokryti tdsekd od i do N;
tyto intervaly navic pokryji vSechny tuseky od i do Kam[i];
v optimdlnim pokryti zacinad po intervalu se zacatkem i
dal8i interval na Dalsil[i] }
soubor: text;
i,j: longint;
soucet: longint;
optimum: longint;
begin
assign(soubor,’pizza.in’);
reset (soubor) ;
readln(soubor,N,K);
for i:=1 to N do readln(soubor,A[i]);

13



close(soubor) ;

{ nejdfive inicializujeme konec pole }

{ j bude nejvétsi &islo takové, Ze soufet A[1] aZ A[j] je mensi nebo roven K }
j:=1; soucet:=A[1];

while (j<=N) and (soucet+A[jl<=K) do

begin
soucet:=soucet+A[j];
inc(j);
end;
if j=N+1 then
begin

{ sta&i jedna pizzerie }
assign(soubor, ’pizza.out’) ;
rewrite(soubor);
writeln(soubor,1);
writeln(soubor,1,’ ’,N);
close(soubor);
exit
end;
{ nyni spoditéme hodnoty na konci pole }
i:=N;
{ i bude index prvku, jehoZ hodnoty nyni politame }
while j>0 do
begin
if soucet+A[i]>K then
begin
soucet:=soucet-A[j];
dec(j);
continue;
end;
Pocet[i] :=1;
Kam[i]:=j;
Dalsi[il:=j+1;
soucet:=soucet+A[i];
dec(i);
end;
while soucet+A[i]<=K do
begin
Pocet[i]:=1;
Kam[i] :=0;
Dalsi[i] :=N+1;
soucet:=soucet+A[i];
dec(i);
end;
{ i je stdle index politaného prvku a j je maximdlni
index takovy, Ze soulet A[i+1] aZz A[j] je men8i nebo roven K }
j:=N;
while i>0 do
begin
if soucet+A[i]>K then
begin
soucet:=soucet-A[j];
dec(j);
continue;
end;
Pocet[i] :=Pocet [j+1]+1;
Kam[i] :=Kam[j+1];
Dalsili]:=j+1;
soucet:=soucet+A[i];
dec(i);
end;
{ zbyva nalézt optimum }
optimum:=Pocet[1]; j:=1;
for i:=1 to N do
if (Kam[i]+1>=i) and (optimum>Pocet[i]) then

14



begin
optimum:=Pocet[i];
ji=i;
end;
assign(soubor,’pizza.out’);
rewrite(soubor);
writeln(soubor,optimum) ;
i:=j;
while Pocet[j]>1 do
begin
writeln(soubor,j,’ ’,Dalsi[jl-1);
j:=Dalsil[j];
end;
if i=1 then
writeln(soubor,j,’ ’,N)
else
writeln(soubor,j,’ ’,i-1);
close(soubor) ;
end.

P-1I-4 Grafomat na lovu

V této tloze jsme se dopustili drobné nesikovnosti ve formulaci zadani — pokud jsou vsechna z = 0, spravné by se
automaty mély zastavit, aniz by jakkoliv zménily sviij vnitini stav. Jenze zadani pouze zddalo vratit nulovy vysledek. Tato
drobnost zptisobuje, Ze tiloha m4 velice jednoduché feSeni v konstantnim case zalozené na nasledujicim triku: v prvnim taktu
vSechny automaty zjisti, jaké dostaly x, a pokud bylo nulové, zastavi se. Navic vSechny nastavi pomocnou proménnou z
na jednicku. Pokud tedy byla vSechna x nulova, hned v prvnim taktu se vSechny automaty zastavi, jak zadani zada. Pokud
nékde bylo z = 1, vypocet pokracuje druhym taktem, coz automaty poznaji podle z, a mohou hned vystfelit. My si ovSem
ukézeme i feseni ptivodné zamyslené tlohy:

Nejprve vytfesme, jak zasynchronizovat dva vrcholy [, p spojené cestou, ¢ili jak zpiisobit, aby néjaka udéalost ve vrcholu p
zpusobila jinou udélost soucasné ve vrcholech [ a p. K tomu se bude hodit trik s Sifenim signald riznymi rychlostmi pouzity
v Tfeseni domaciho kola. VySleme z vrcholu p smérem k vrcholu [ dva signaly, fikejme jim tfeba A a B, pfiCemZ A se bude
§ifit plnou rychlosti a B rychlosti polovi¢ni. Jakmile A dorazi do vrcholu I, ,odrazi se* a bude pokracovat jako A’ stejnou
rychlosti zpét k p. VSimnéte si, ze A’ se vrati do p presné v okamziku, kdy B dorazi do [. Program by vypadal takto:

var x: 0..3; { 1=1, 2=p, 3=p bé&hem vjpoltu, O=ostatni }

y: 0..1 = 0; { vystup }

a, aa, b: 0..3 = 0; { signaly a kolik taktd zbjva do jejich predani dal }
begin

{ Na po&atku vysSleme signdly A a B. }
if x=2 then begin x:=3; a:=2; b:=3; end;

{ Signal A putuje vlevo rychlosti 1, vlevo se odrazi a je z n&j A’. }
if a>0 then dec(a);

if S[1].a=1 then a:=1;

if (x=1) and (a>0) then begin a:=0; aa:=2; end;

{ Signal A’ putuje vpravo rychlosti 1. }
if aa>0 then dec(aa);
if S[2].aa=1 then aa:=1;

{ Signal B putuje vlevo rychlosti 1/2. }
if b>0 then dec(b);
if S[1].b=1 then b:=2;

{ Kdyz A’ a B doputuji na protilehly konec, vypalime. }
if (x=1) and (b>0) then begin b:=0; y:=1; end;
if (x=3) and (aa>0) then begin aa:=0; y:=1; end;

{ Neni-1li co dé&lat, kon&ime. }
if (a=0) and (aa=0) and (b=0) then stop;
end.

Kdyz uz umime synchronizovat dvojice vrcholti, miizeme pouzit metodu rozdél a panuj a vytesit problém pro cely cyklus.
Pfedstavime si cyklus jako interval, jehoz pocétkem je oznadeny vrchol (lovec, ktery vidél zvéf) a tentyz vrchol slouzi jako
zarazka za koncem intervalu. Nalezneme vrchol v poloviné intervalu, ten zasynchronizujeme s poc¢atecnim vrcholem a tim se
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nam interval rozpadl na dvé poloviny, v nichz mtizeme tentyz problém s poloviénim pocétem lovcti fesit soucasné. Pokud bude
pocet loveit N = 2% po k iteracich se dobereme k jednoprvkovym intervalim (ke vSem soucasné) a tehdy uz mize kazdy
lovec rovnou vystrelit.

Zbyva doresit hledani stfedu. K tomu miuZeme pouzit opét Sifeni signald ruznymi rychlostmi: z poc¢ateéniho vrcholu
vysleme doprava signal C' plnou rychlosti a signal D rychlosti tFetinovou. Signal C se od pravého okraje odrazi jako C’ a
na cesté zpét se potka se signilem D pfesné v poloving intervalu (pokud si vrcholy oéislujeme 0, ..., N —1 a N bude sudé,
potkaji se ve vrcholu N/2).

Kazda iterace tohoto algoritmu potfebuje linedrni pocet taktd vzhledem k délce interval, které se zrovna zpracovavaji.
Celkova casova slozitost tedy bude O(N + N/2+ N/4+ ...+ 1) = O(N).

Poznamka: Kdyby N nebylo mocninou dvojky, museli bychom se vyrovnat s nerovhomérnym délenim intervald. To ale
neni nijak tézké: pfi hledani stfedu v intervalu liché délky se zastavime na (N —1)/2 a dokonce pozname, Ze se ndm to stalo,
podle toho, Ze se signaly nepotkaji pfesné na hranici periody signalu D. Pak mtiZzeme prostfedni vrchol intervalu vynechat a
zpracovat zbylé stejné velké ¢asti identicky. Nakonec ndm zbudou jednoprvkové intervaly a mezi nékterymi z nich osamocené
vrcholy. Staci tedy, aby intervaly misto vystfelu nastavily néjakou znacku ,zamifit“ a v nasledujicim taktu vystieli kazdy
lovec, ktery budto tuto znacku ma, nebo ji vidi u svého souseda. Program si tim ovSem komplikovat nebudeme.

var x: 0..3; { 1=pocatek, 2=okraj, 3=stf¥ed intervalu, O=ostatni }
y: 0..1 = 0; { vysttel }
a, aa, b, ¢, cc, d: 0..3 = 0; { signaly a kolik taktd@ zbjva do jejich pfedani dal }
begin

{ Trivi&lni vstup => vypalime hned. }
if (x=1) and (S[1].x=1) then begin y:=1; stop; end;

{ Na po&atku vySleme signdly C a D. }
if x=1 then begin x:=2; d:=3; end;
if S[2].x=1 then c:=2;

{ Signal C putuje vpravo rychlosti 1, pak se odrazi jako C’. }
if ¢>0 then dec(c);

if S[2].c=1 then c:=1;

if (x=2) and (c>0) then begin c:=0; cc:=2; end;

{ Signal C’ putuje vlevo rychlosti 1. }
if cc>0 then dec(cc);
if S[1].cc=1 then cc:=1;

{ Signal D putuje vpravo rychlosti 1/3. }
if d>0 then dec(d);
if S[2].d=1 then d:=3;

{ Kdyz se C’ a D potkaji, mame stf¥ed. VySleme z n&j A a B. }
if (x=0) and (cc>0) and (d>0) then begin cc:=0; d:=0; x:=3; a:=2; b:=3; end;

{ Signal A putuje vlevo rychlosti 1, tam se odrazi a je z né&j A’. }
if a>0 then dec(a);

if S[1].a=1 then a:=1;

if (x=2) and (a>0) then begin a:=0; aa:=2; end;

{ Signal A’ putuje vpravo rychlosti 1. }
if aa>0 then dec(aa);
if S[2].aa=1 then aa:=1;

{ Signal B putuje vlevo rychlosti 1/2. }
if b>0 then dec(b);
if S[1].b=1 then b:=2;

{ Kdyz A’ doputuje zpét do stfedu a B doleva, spustime se znovu v obou polovinach. }
if (x=2) and (b>0) then begin b:=0; x:=1; end;
if (x=3) and (aa>0) then begin aa:=0; x:=1; end;

{ Neni-1li co dé&lat, konéime. }

if (a=0) and (aa=0) and (b=0) and (c=0) and (cc=0) and (d=0) and (x<>1) then stop;
end.
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