56. ro¢nik Matematické olympiady — 2006/2007

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Pizza kolem

Ulohu budeme fesit hladové. Nejdiive uréime potfebné poéty kusti pizzy jednotlivich velikosti. Tedy kolik potiebujeme
celych pizz, kolik kusii velikosti 5/6, kolik kust velikosti 4/6 atd. To snadno zvlddneme p¥i naéitdni vstupu. Na Fezani celych
pizz neni co Fesit. Pro kazdy kus velky 5/6 potfebujeme zjevné upéct jednu celou pizzu. Po kazdém kusu velkém 5/6 zbude
kousek velky 1/6 a zfejmé nic nezkazime, kdyz tyto kousky pouzijeme na pokryti objednévek na kousky této velikosti. Pokud
je nadhodou zbytku velkych 1/6 vice, nez kolik vyzaduji objednévky, nezbyva ndm nez zbytky zahodit (jiné vyuziti pro né
nemame).

Pro kusy velké 4/6 je situace podobnd jako pro kusy velké 5/6. Pro kazdy kus opét potiebujeme jednu celou pizzu a zbyt-
ky velké 2/6 pouzijeme na pokryti objednavek na kusy velké 2/6. Pokud je takovych objednévek mélo, tak kusy velké 2/6 jesté
rozfezeme a pouzijeme na pokryti zbyvajicich objednavek na ¢asti velikosti 1/6. Zjevné je lepsi se nejdiive snazit uspokojit
objednédvky na velikost 2/6 a az pak na velikost 1/6 — kousek veliky 1/6 muiZeme z libovolné velkého kusu od¥iznout vzdy.

Dosud bylo fezani pizzy téméf jednoznac¢né urcené, a tedy nadmi navrzené déleni je nejlepsi mozné. Nyni se podivejme
na kusy velikosti 3/6=1/2 a mensi. Objednévky na ¢asti velikosti 1/2 vyfesime tak, Ze vzdy jednu pizzu rozdélime na dveé
poloviny. V nasledujicich odstavcich ukazeme, ze tento zptisob déleni je optimalni. Pokud byl pocet takovych objednavek lichy,
zbude ndm polovina pizzy. Pokud je jesté néjaka neuspokojend objednévka na kus velikosti 2/6, odfizneme ze zbylé poloviny
tento dil a ten pouZijeme na pokryti objednavky. Zbytek pak pouzijeme na pokryti objednévek na velikost 1/6. Pokud zbyly
jesté né&jaké objedndvky na kusy velké 2/6 (coz je 1/3), budeme dalsi pizzy délit na tietiny a pokryvat objednavky. Pfipadny
zbytek po pokryti objednéavek na tfetiny pak pouzijeme na pokryti objednavek na Sestiny. Pokud ani tak nebyly uspokojeny
vSechny objednavky na Sestiny, vyrobime jesté dostateény pocet pizz na jejich pokryti.

Vsimnéme si, ze dohromady ndm pfi uspokojovani objednévek na ¢ésti velké nejvyse 1/2 zbyla méné nez jedna pizza:

1) Pokud dokazeme objednavky na poloviny vyfesit beze zbytku (tedy pocet objednévek na poloviny je sudy
nebo méme dost zbylych objednavek na ¢asti velké 2/6 a 1/6), tak po vyfizeni objednévek na 2/6 a 1/6
zbude zjevné méné nez jedna pizza.

2) Pokud ndm zbyla po vyFizeni objednévek na poloviny 1/6 pizzy, zjevné uz mame vyfizené vsechny objednévky
na ¢asti velké 1/6. Po vyFizeni objednévek na ¢asti velké 2/6 ndm zbudou nejvysSe 4/6 pizzy a dohromady
tedy zbude méné nez jedna pizza.

3) Pokud nam zbude vice nez 1/6 (2/6 nebo 1/2), zjevné uz jsme vyfidili vSechny objednavky na ¢asti velké
1/6 a 2/6 a celkovy zbytek je tedy opét mensi nez celd pizza.

KdyZ cely nds$ postup shrneme, tak pro ¢asti vét$i nez 1/2 bylo optimalni déleni jednoznaéné uréeno. Zbytky jsme
pouzili na pokryti mensich objedndvek, pokud to Slo. Tato ¢ast FeSeni je tedy optimélni. Necht zbylé objednavky na ¢asti
velké nejvyse 1/2 daji dohromady k/6. Na jejich pokryti potfebujeme zfejmé upéct alespoii [k/6] pizz a protoZe ndm v této
fazi zbyla méné nez jedna pizza, tak prave s tolika pizzami jsme si dokédzali vystacit. Objednévky na c¢asti velikosti nejvyse
1/2 jsme tedy vyfesili také optimalné. Celkové jsme tedy pouzili nejmensi mozny pocet pizz.

Algoritmus m4 linedrni ¢asovou a konstantni pamétovou slozitost. Program je pfimym prepsanim vyse uvedenych tivah
o déleni pizzy.

program pizza;

var
n : word; { Polet objednavek }
pozadavek : array[l..6] of longint; { Kolik dild pF¥isluZnjch velikosti pot¥ebuji? }
napect : longint; { Kolik pizz je t¥eba upéct? }

procedure nacti;

var

F : Text;

i, ¢ : Integer;
begin

for i := 1 to 6 do
pozadavek[i] := 0;
assign(F, ’pizza.in’);

reset(F);
readln(F, n);
for i := 1 to n do begin

readln(F, c);

{ Vyfidime nejd¥ive pocet celjch pizz }
pozadavek[6] := pozadavek[6] + c div 6;

{ Nyni zvysime polet dild p¥isluZné velikosti }
c := c mod 6;



if ¢ > 0 then
inc(pozadavek([c]) ;
end;
close(F);
end;

procedure vypis;

var F : text;

begin
assign(F, ’pizza.out’);
rewrite(F);
writeln(F, napect);
close(F);

end;

function min(a,b : longint) : longint;

begin
if a < b then min := a
else min := b;
end;

procedure spocti;
begin
{ Urcité pot¥ebuji tolik pizz, kolik bylo objednavek na celé pizzy }
napect := pozadavek[6];
{ Pro kazdy dil velky 5/6 pot¥ebuji jednu pizzu }
napect := napect + pozadavek[5];
{ Dily velké 5/6 lze doplnit pouze dily velkjmi 1/6 }
pozadavek[1] := pozadavek[1] - min(pozadavek[5], pozadavek[1]);
{ Pro kazdy dil velky 4/6 potf¥ebuji jednu pizzu }
napect := napect + pozadavek[4];
{ Doplnime dily velkymi 2/6 a 1/6 }
if pozadavek[4] > pozadavek[2] then begin

pozadavek[4] := pozadavek[4] - pozadavek[2];

pozadavek[2] := 0;

pozadavek[1] := pozadavek[1l] - min(2*pozadavek[4], pozadavek[1]);
end
else

pozadavek[2] := pozadavek[2] - pozadavek[4];
{ Dily velké 3/6=1/2 jdou kombinovat spolu }
napect := napect + (pozadavek[3]+1) div 2;
{ Pokud je pocet polovin lichy, doplnime je z 2/6 a 1/6 }
if pozadavek[3] mod 2 > O then begin
if pozadavek[2] > O then begin
dec(pozadavek[2]);
if pozadavek[1] > O then
dec(pozadavek[1]) ;
end
else
pozadavek[1] := pozadavek[1] - min(pozadavek[1], 3);
end;
{ Nyni pro zbylé dily velké 2/6 = 1/3 }
napect := napect + (pozadavek[2]+2) div 3;
{ Doplnime pfipadnou 1 necelou pizzu z dilu 1/6 }
if pozadavek[2] mod 3 > O then
pozadavek[1] := pozadavek[1] - min(pozadavek[1], 2*(3 - pozadavek[2] mod 3));
{ Nyni dily velké 1/6 }
napect := napect + (pozadavek[1]+5) div 6;
end;

begin
nacti;
spocti;
vypis;
end.



P-1I-2 Zasypané mésto

Nejprve si popiSeme jednodussi feseni, které bude casové a paméfové naro¢néjsi. V tomto FeSeni si budeme celou
&tvercovou sit uchovavat v paméti jako dvourozmérné pole a zaznamendme do néj, pod kterymi policky je pisek a pod kterymi
je kameni. Navic ozna¢ime vSechna policka jako nenavstivend (nenavstivend policka budou odpovidat policktim mistnosti,
které jsme dosud nenasli pii priichodu siti). Ctvercovou siti budeme prochézet postupné po fadcich a hledat policko s piskem,
které je zatim menavstivené. Kdyz ho najdeme, vime, Ze jsme pravé objevili novou zasypanou mistnost. Nyni piestaneme
zpracovavat policka postupné po Fadcich a misto toho ted navstivime vSechna policka nové nalezené mistnosti. To udélame
pomoci prohleddvani do sirky. Zactneme v nové nalezeném policku, které oznacime jako navstivené. Pak budeme prochéazet
jeho sousedni policka a kazdé takové policko, pod kterym je pisek a které je menavstivené, oznacime jako navstivené a
zpracujeme. Zpracovanim policka rozumime to, Ze zkontrolujeme, zda nemé néjakého nenavstiveného souseda a pokud ano,
tak tohoto souseda oznacime jako mavstiveného a priddme jej na konec seznamu policek, kterda musime zpracovat. Policka
jsou tedy zpracovavana v poradi, v jakém jsme je poprvé navstivili.

Poté, co navstivime a zpracujeme vSechna policka nové mistnosti, budeme pokracovat v prochazeni ¢tvercové sité po
fadcich tam, kde jsme skonéili. Skonéime, az projdeme celou sit.

Takové feSeni mé ¢asovou i pamétfovou slozitost linedrni viaéi poétu policek sité, tj. O(NM). Cela sif se ndm ale vzhledem
k omezenim ze zadani Glohy do paméti nevejde, a tak musime navrhnout pamétové tispornéjsi feseni.

Danou sit budeme zpracovéavat po fadcich. V jednom kroku zpracujeme vzdy jeden fadek, pfidemz si budeme pamatovat
predchozi radek. Poté, co radek zpracujeme, stane se z néj predchozi fadek, nacteme novy a budeme pokracovat, dokud
nezpracujeme vsSechna policka sité.

Nyni si popiSeme, jak vlastné budeme fadky zpracovavat. Nasim cilem je, aby vSechna policka s piskem na zpracovavaném
fadku byla oc¢islovana (obarvena) ¢éisly 1 az b. Musi byt navic oéislovana tak, ze pokud z jiz zpracovanych Fadka (véetné
aktudlniho) o n&jakych dvou poli¢kich s piskem vime, Ze patii do spoleéné mistnosti, musi dostat v naSem obarveni stejnou
barvu. V opacném pripadé musi dostat barvu rtiznou.

Cely algoritmus tedy bude fungovat nasledovné. Na zac¢atku pfiddme pfed celou sif fadek policek s kamenim (ten je
uz zpracovany, kdyZ na ném Zadna policka s piskem nejsou). Poté nacteme dalsi fddek a pomoci pfedchoziho fadku ho
zpracujeme, tj. obarvime ho podle popsaného pravidla (podrobnéji si popiSeme tento krok dale). V prib&hu zpracovavani
dalsiho fadku spocitame, kolik na pfedchozim fadku skoncilo mistnosti (je to pocet barev, které nesousedi s zddnym piskovym
polickem na aktudlnim ¥ddku) a tento pocet pfipocteme k celkovému poctu mistnosti mésta. Takovy algoritmus je jisté
spravny: kazda mistnost nékdy skonci, takze ji urcité zapocteme alespon jednou, navic ji ale kvuli tomu, jak obarvujeme
zpracovavané fadky, nikdy nemizeme zapocitat vicekrat nez jednou. Slozitost algoritmu bude M krat slozitost zpracovani
jednoho radku.

Jesté tedy musime vyfesit zpracovavani nacteného fadku. Predchozi fadek uz mame obarven barvami 1 az b. Aktualni
rfadek nejprve obarvime barvami od b + 1 do c tak, ze sousedni piskova policka tohoto fadku dostanou stejnou barvu.
Poté vyuzijeme informace z predchoziho fadku: pokud piskové policko zpracoviavaného Ffadku sousedi s piskovym polickem
predchoziho fadku, musime ,sloucit* jejich barvy. K tomuto tcéelu si budeme u kazdé barvy pamatovat seznam téch barev,
kterymi je obarvena stejnad mistnost jako touto barvou. Jedno ,slouceni“ pak provedeme tak, ze do seznamu jedné slu¢ované
barvy pridame druhou a naopak. Poté, co projdeme cely aktualni fadek a zpracujeme vSechna slouceni, ziskdme u kazdé
barvy seznam ekvivalentnich barev (barva a vSechny barvy v jejim seznamu obarvuji policka stejné mistnosti). Nicméné
v seznamu u néjaké barvy nemusi byt vsechny barvy obarvujici jednu mistnost (tfeba u barvy 1, pokud se slouéila 1 s 2 a pak
2 s 3, chybi 3). Nasim cilem bude pro jednu barvu najit vSechny s ni ekvivalentni barvy. VSechny tyto barvy pak pfebarvime
na novou barvu. Pak vezmeme néjakou nepouzitou barvu, opét najdeme vSechny ostatni barvy s ni ekvivalentni, vSechny je
pfebarvime na novou barvu, a tak dal, dokud nepouzijeme vSechny ptivodni barvy. Tak ziskdme obarveni aktualniho radku
novymi barvami, které splituje pozadované vlastnosti.

Posledni problém, ktery musime vyftesit, je jak pro danou barvu nalézt vSechny ostatni, se kterymi obarvuje stejnou
mistnost. Pouzijeme pro to uz popsany postup prohledavani do sifky: zacneme s poc¢atecni barvou a oznacime ji jako pouzitou
(ostatni barvy jsou na zac¢atku oznaceny jako nepouzité). Poté budeme prochazet jeji seznam barev a kdyZ narazime na barvu,
kterd je zatim nepouzitd, pfiddame ji do seznamu barev, které musime zpracovat. AZ cely proces skon¢i, budeme znat vSechny
barvy, které se zadanou barvou obarvuji stejnou mistnost.

PovSimnéme si nyni, Ze pro zpracovani fadku si staci pamatovat intervaly tvofené piskem a jejich barvy, tj. nemusime
pracovat s poli délky N, ktera by reprezentovala predchozi a novy fadek ¢tvercové sité. Pokud predchozi fadek obsahuje K3
intervalll tvofenych piskem a novy Ks takovych intervalti, bude ndm zpracovani téchto dvou fadki trvat O(K; + Ks), protoze
pocet dvojic protinajicich se intervali, tedy téch, pro které musime sloucit néjakou dvojici barev, je nejvyse K; + Ko — 1.
Samotné slucovani barev (prohledévani do $ifky) je pak linedrni v poétu dvojic barev, které je tieba sloucit. Celkova ¢asovd
slozitost naseho algoritmu bude tedy soucet hodnot K; a K» pies vSechny Fadky, tj. O(K + M) (do odhadu ¢asové slozitosti
musime zapoditat i pocet fadka pro piipad, Ze by ¢tvercova sif obsahovala hodné prazdnych rfadki, tj. K by bylo mnohem
mensi nez M). Pamétova sloZitost je nejvyse linedrni s poétem policek na jednom fadku, tj. O(N).

program mesto;
type usek = record { datovy typ pro nacéteny usek pisku }
barva: word;
zacatek: word;
konec: word;
end;



const maxN 50000;

record { datovy typ pro fadek mapy }
pocet_useku: word;

pocet_barev: word;

useky: array [1..maxN] of usek;

type radek

end;
var vstup: text; { vstupni soubor }
vystup: text; { vystupni soubor }
M, N: word; { rozméry mapy }
L: longint; { pocet dosud nalezenjych mistnosti }
predchozi_radek: radek; { fadek, kterj byl uz zpracovan }
novy_radek: radek; { tadek, ktery je pravé zpracovavan }
procedure inicializuj;
begin
assign(vstup, ’mesto.in’);
reset (vstup) ;
readln(vstup, M, N, L);
L := 0;
predchozi_radek.pocet_useku := O;
predchozi_radek.pocet_barev := 0;
end;
type barva=record { datovy typ pro seznam barev, které maji byt slouceny }

cislo: word;
dalsi: “barva;
end;

procedure sluc_barvy;
{ provede slouceni mistnosti uloZenjch v predchozi_radek a novy_radek;
zv§8i L o jedna za kazdou mistnost, ktera uZ nepokracuje na novém Ffadku }
var ma_byt_slouceno: array[1l..2#maxN] of “barva; { seznam barev, které maji byt slouceny }

vysledna_barva: array[l..2+maxN] of word; { barva, na kterou ma bjt pfebarveno }
novy_pocet_barev: word; { novy pocet barev }
seznam: arrayl[1l..2+maxN] of word; { seznam pro prohledavéni do 8itky p¥i slucovani }
prvku_v_seznamu: word; { polet prvkd v seznamu }
i, j: word; { nékolik pomocnjch proménnjch }
b: barva;

begin

for i := 1 to novy_radek.pocet_barev do ma_byt_slouceno[i] := nil;

i:=1; 3 :=1;
while (i <= predchozi_radek.pocet_useku) and (j <= novy_radek.pocet_useku) do
begin
if (predchozi_radek.useky[i].zacatek < novy_radek.useky[j].konec) and
(novy_radek.useky[j] .zacatek < predchozi_radek.useky[i] .konec) then

begin
new(b) ;
b~.cislo := predchozi_radek.useky[i].barva;
b~.dalsi := ma_byt_slouceno[novy_radek.useky[j].barval;
ma_byt_slouceno[novy_radek.useky[j].barval := b;
new(b) ;
b~.cislo := novy_radek.useky[j].barva;
b~.dalsi := ma_byt_slouceno[predchozi_radek.useky[i].barval;
ma_byt_slouceno [predchozi_radek.useky[i] .barval := b;
end;
if predchozi_radek.useky[i] .konec < novy_radek.useky[j].konec then inc(i) else inc(j);
end;
novy_pocet_barev := 0;
for i := 1 to novy_radek.pocet_barev do vysledna_barvali] := 0;
for i := predchozi_radek.pocet_barev+l to novy_radek.pocet_barev do
if vysledna_barval[i] = O then
begin

inc(novy_pocet_barev) ;



vysledna_barval[i] := novy_pocet_barev;

seznam[1] := i;
prvku_v_seznamu := 1;
j = 0;
while j < prvku_v_seznamu do
begin
inc(j);
b := ma_byt_slouceno[seznam[j]];
while b<>nil do
begin
if vysledna_barval[b~.cislo] = O then
begin
vysledna_barva[b~.cislo] := novy_pocet_barev;
inc(prvku_v_seznamu) ;
seznam[prvku_v_seznamu] := b~.cislo;
end;
b := b~.dalsi;
end;
end;
end;
for i := 1 to predchozi_radek.pocet_barev do
begin

if vysledna_barval[i] = O then inc(L);
while ma_byt_slouceno[i] <> nil do

begin
b := ma_byt_slouceno[i] ~.dalsi;
dispose(ma_byt_slouceno[i]);
ma_byt_slouceno[i] := b;
end;
end;
novy_radek.pocet_barev := novy_pocet_barev;
for i := 1 to novy_radek.pocet_useku do
novy_radek.useky[i] .barva := vysledna_barval[novy_radek.usekyl[i] .barva];
predchozi_radek := novy_radek;
end;
procedure zpracuj_radek; { nalte tadek a zavola proceduru sluc_barvy }
var pisek, kameni: word; { nactena dvojice &isel }
sloupec: word; { pozice na na&itaném ¥adku }
begin
sloupec := 1;
novy_radek.pocet_useku := 0;

novy_radek.pocet_barev :
while sloupec <= N do
begin
readln(vstup, pisek, kameni);
if pisek<>0 then
begin
if (novy_radek.pocet_useku > 0) and
(sloupec = novy_radek.useky[novy_radek.pocet_useku] .konec+1) then
novy_radek.useky [novy_radek.pocet_useku] .konec :=

novy_radek.useky [novy_radek.pocet_useku] .konec + pisek
else

begin
inc(novy_radek.pocet_useku) ;
inc(novy_radek.pocet_barev);

predchozi_radek.pocet_barev;

novy_radek.useky [novy_radek.pocet_useku] .zacatek := sloupec;
novy_radek.useky[novy_radek.pocet_useku] .konec := sloupec+pisek-1;
novy_radek.useky[novy_radek.pocet_useku] .barva := novy_radek.pocet_barev;
end;
end;
sloupec := sloupec + pisek + kameni;
end;
sluc_barvy;

end;



procedure ukonci; { odsimuluje posledni ¥adek jako fadek, kterj je tvofen jen kamenim }
begin

novy_radek.pocet_useku := 0;

sluc_barvy;
end;

procedure vypis; { vypise pocet mistnosti do vystupniho souboru }
begin

assign(vystup, ’mesto.out’);

rewrite(vystup) ;

writeln(vystup, L);

close(vystup) ;
end;

var i: word;
begin
inicializuj;
for i:=1 to M do zpracuj_radek;
ukonci;
vypis;
end.

P-I-3 Okruzni jizda

Zacfnéme tim, Ze si zavedeme oznaceni, které se standardné pouziva v teorii grafi. Mapé Stinové Prahy budeme fikat
graf, ktizovatkdm wvrcholy a ulicim hrany. Hranu, ktera vede z vrcholu u do vrcholu v, ozna¢me uv. Pocet vrchold grafu
oznacme n a pocet jeho hran m. (Vstupni) stupern vrcholu je pocet hran, které do néj vchazi (coZ v naSem piipadé je rovno
poctu hran, které z néj vychazi). Hrany e a f na sebe navazuji, pokud e vchazi do vrcholu, z néjz f vychazi. Posloupnost
navzajem riznych hran eq, eq,. .., e; takova, Ze e; 1 navazuje na e; (pro 1 < i < k), se nazyva tah. Jestlize navic e; navazuje
na ey, je tento tah uzavreny, a pokud obsahuje vSechny hrany, je eulerovsky. Dvojici hran e a f takové, Ze f navazuje na e,
budeme Fikat prechod. Ulohou tedy je nalézt uzavieny eulerovsky tah, ktery navic neobsahuje zadny ze zakazanych piechod.
Nejprve budeme ignorovat zakazané prechody, a najdeme eulerovsky tah, ktery je nemusi respektovat. Poté si ukdzeme, jak
se se zakazanymi prechody vyporadat.

Eulerovsky tah zkonstruujeme takto: zvolime libovolné pocatecni vrchol v a vyrazime z néj po libovolné hrané. Kdyz
dorazime do vrcholu, pokracujeme po libovolné jesté nepouzité hrané, a toto opakujeme, dokud je to mozné, tedy dokud
z aktualniho vrcholu vede alespon jedna nepouzita hrana. Do kazdého vrcholu vchazi stejny pocet hran, jaky z néj vychézi,
proto se muzeme zastavit jediné ve vrcholu v. Timto ziskdme néjaky uzavieny tah ej,es, ..., ex. Jestlize existuje néjaka
dosud nepouzita hrana e, ktera navazuje na hranu e; tohoto tahu, pak stejnym zptisobem nalezneme uzavieny tah e, f,..., f;
z dosud nepouzitych hran, ktery obsahuje hranu e, a tahy spojime — novy tah bude ey, ..., e; e, f1,..., ft, €11, - - . €x. Budeme
tikat, Ze novy tah vznikl slepenim pres prechody e;e;11 a fre. Tuto operaci opakujeme a prodluzujeme nalezeny tah. Skoncit
muZeme ve dvou pfipadech. Bud vysledny tah obsahuje vsechny hrany, potom je eulerovsky. Nebo se z hran obsaZenych
v tahu ned4 nijak dostat do zbyvajicich hran (tvor{ komponentu nesouvislého grafu), a v takovém piipadé eulerovsky tah
nemuze existovat. Tento postup se dd implementovat s linearni ¢asovou a pamétovou slozitosti O(m + n).

Nyni se zabyvejme zakazanymi pifechody. Nejprve se miizeme zbavit vrcholt stupné 1 a 2:

e Zakazany prechod u vrcholu vstupniho stupné 1 ndm znemozni timto vrcholem projit, takze v tomto ptfipadé eulerovsky
tah nemiize existovat.

e Zakézany prechod u vrcholu stupné 2 nam presné predepise, jak timto vrcholem projit. Mame-li tedy hrany wiv, uqv,
VW a vws, a prechod z uiv na vwsy je zakazany, miuzeme vrchol v i s nim sousedicimi hranami vyhodit, a pfidat misto
nich hrany ujw; a usws. V novém grafu existuje povoleny eulerovsky tah, pravé tehdy kdyz existuje v ptivodnim grafu.
Pro implementaci je jednodussi graf neménit a jen si v algoritmu davat pozor, abychom nepouzili zakazany piechod u v
— tedy pokud do néj dorazime pfi prochazeni, odejit spravnou hranou a nezkousSet v ném tah navazat.

Miuizeme tedy predpokladat, ze graf, kterym se zabyvame, obsahuje pouze vrcholy stupné alesponn 3. V tomto pfipadé
vyse popsanym algoritmem nalezneme eulerovsky tah, bez ohledu na zakazané prechody. Jestlize takovy tah neexistuje,
ziejmé tim spiS neexistuje takovy, ktery by respektoval zakdzané prechody. Jestlize néjaky eulerovsky tah existuje, lze ho
opravit tak, aby nepouzival zakdzané prechody:

Bud ey, ..., e, uzavieny eulerovsky tah, a necht je bez Gjmy na obecnosti pfechod e,,e; u vrcholu v zakdzany. Protoze
v mé stupeti alesponi 3, existuji dalsi dvé hrany e, a e}, (a < b), které vchézi do v. Pak tah

€1,€2,...,€4,€p4+1,€p4+2,---3,€Em,€Eq+1,€a+42,---,€p

je také eulerovsky a navic nepouziva zakazany prechod u v. Takto postupné odstranime vsechny zakazané prechody. Zaka-
zanych prechodf je n a na odstranéni jednoho z nich potfebujeme ¢as O(m) (musime znat pofadi hran u vrcholu v v tahu,
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ktery upravujeme), tedy Casova slozitost této ¢asti algoritmu je O(mn). Zkusme se zamyslet, zda bychom se zakazanych
prechodt nedokéazali zbavit efektivnéji.

Budeme provadét vyse popsany linearni algoritmus pro nalezeni eulerovského tahu: Reknéme, Ze uz jsme zkonstruovali
uzavieny tah 77 = ey, ..., ex. Na$ algoritmus zaruci, Ze:

(1) tento tah neobsahuje zakdzané piechody a

(2) pokud je u vrcholu v pouzitd alespoii jedna hrana a zakdzany prechod u v je ef, pak alesponl jedna z hran e a f je
pouzita.
Snazime se tento tah prodlouzit a pfitom zachovat tyto vlastnosti. Vybereme si vrchol v stupné alespon 3 lezici na tahu 77,
z néjz vede alespon jedna nepouzitd hrana e. Pak prochézime graf a konstruujeme novy tah T, = ef; ... f; z dosud nepouzitych
hran. Pti vybéru dalsi hrany do tahu 75 se fidime nésledujicimi pravidly:
e Nikdy do 75 neptridavame zakazany piechod.
e Jestlize je xy posledni hrana tahu, u vrcholu y je zakdzany prechod z hrany 2’y na hranu yz (kde 2’ # x) a hrana yz je
jesté nepouzitd, pridame do tahu pravé hranu yz.
Nemuze se stat, ze bychom dosli do néjakého vrcholu z a jediny zbyvajici prechod by byl zakizany: Pokud = patii do 77,
pak je alespoii jedna z hran ze zakdzaného pfechodu u z je obsazena v T; diky vlastnosti (1). Vrchol x mé stuperni = alespoi
dva, tedy jestlize x v T} neni a vede z néj uz jen jedna nepouzitd hrana, museli jsme ho uz alespon jednou navstivit pti
konstrukci tahu 75 a diky druhému z pravidel pro tvorbu 75 jsme tehdy pouzili alesponi jednu z hran zakézaného ptrechodu.
Snadno také nahlédneme, ze T diky popsanym pravidlim spliiuje podminky (1) a (2).

Potfebujeme jesté tahy T; a T» spojit. Jelikoz alespon jedna hrana ze zakdzaného piechodu u v je pouzita v T,
konstrukce tahu 75 se zastavi az tehdy, kdyz v tazich T7 a T budou pouzity vSechny hrany u vrcholu v. Alespon jeden z T}
a Ty proto prochézi vrcholem v alespon dvakrat. Predpokladejme naptiklad, ze T, projde v alespon dvakrat, po prechodech
fre a fsfs+1. Tahy T7 a To miZeme slepit bud pfes pfechody e;e; 1 a fie nebo pies prechody e;e;11 a fsfsr1. Alespoii jedna
z téchto moznosti nezptsobi pfidani zakdzaného pfechodu do tahu a tuto moznost si zvolime. V tomto pfipadé nemusime
znovu prochézet cely tah, abychom nasli hrany fs a fs11 — stadi si pro kazdou pouzitou hranu pamatovat jejiho naslednika
v tahu, a projit hrany vstupujici do vrcholu v. Jelikoz spojovani provadime v kazdém vrcholu nejvyse jednou, ¢asova slozitost
tohoto postupu je O(m + n).

program eulerovsky_tah;
const MAXN = 100;

type phrana = "hrana;
hrana = record
z, k: integer;
pr, dal: phrana;
tah: integer;
tah_p, tah_d: phrana;
end;

hrana z vrcholu z do vrcholu k }
pfedchozi a nasledujici hrana v seznamu }
¢islo tahu, do né&jz byla hrana pf¥idana }
pfedchozi a nasledujici hrana v tahu }

N

vrchol = record
stupen: integer;
pouzite: hrana;
nepouzite: hrana;
zak_z, zak_do: phrana;
end;

stupeii vrcholu }

hlava seznamu pouZitjch hran z vrcholu }
hlava seznamu nepouZityjch hran }
pfechod ze zak_z na zak_do je zakdzany }

A s

var n: integer;
a: integer;
v: integer;
graf: array[1..MAXN] of vrchol;
nr: integer;
rozpracovane: array[l..MAXN] of integer; { seznam rozpracovanjch vrchold }
nh: integer; { po&et hotovjch vrcholu }

polet vrchold grafu }
¢islo aktudlniho tahu }
aktudlni vrchol }

s

{ odebere hranu ze seznamu }
procedure odeber (hrana: phrana);

begin
hrana®.dal”.pr := hrana”.pr;
hrana”.pr~.dal := hrana”.dal;
hrana”.dal := nil;
hrana”.pr := nil;

end;



{ pfida hranu na zaclatek seznamu }
procedure pridej (var seznam: hrana; hrana: phrana);

begin
hrana”.dal := seznam.dal;
hrana™.pr := @seznam;
seznam.dal := hrana;
hrana”.dal”.pr := hrana;
end;

{ vrati true, pokud je seznam prazdny }
function prazdny (var seznam: hrana): boolean;
begin

prazdny := (seznam.dal = @seznam);
end;

{ ozna&i hranu danjym ¢islem, pfefadi ji do seznamu pouZitjch hran, a p¥ipadné p¥ifradi
vrchol, z nejZz hrana vede, do seznamu rozpracovanjch hran }

procedure oznac_hranu (hrana: phrana; cislo: integer);

var vrchol: integer;

begin
vrchol := hrana™.z;
hrana”.tah := cislo;

odeber (hrana);
if prazdny (graf[vrchol].nepouzite) then
inc (nh);

if prazdny (graf[vrchol].pouzite) and (graf [vrchol].stupen <> 2) then

begin
inc (ar);
rozpracovane [nr] := vrchol;
end;
pridej (graf[vrcholl.pouzite, hrana);

end;

{ vrati true pokud je pfechod z hrany Z na hranu K zakdzany }
function zakazano (z, k: phrana): boolean;
var vrchol: integer;

begin
if z = nil then
zakazano := false
else
begin
vrchol := z~.k;

if k™.z <> vrchol then
writeln(’Chyba’);
zakazano := (graf[vrchol].zak_z = z) and (graf[vrchol].zak_do = k);
end;
end;

{ vybere nepouZitou hranu z vrcholu, na kterou je povoleno pfejit z dané hrany }
function vyber_hranu (vrchol: integer; hrana: phrana): phrana;
var ah: phrana;
begin
ah := graf[vrchol] .nepouzite.dal;

while (ah <> @graf[vrchol] .nepouzite) and zakazano (hrana, ah) do
ah := ah”.dal;

if ah = @graf[vrchol] .nepouzite then
vyber_hranu := nil
else
vyber_hranu :
end;

ah;



{ oznacuje tah z nepouZitjch hran, zainajici hranou PRVNI, &islem CISLO.
Pokud PRVNI_TAH je true, tah miZe skonéit, jakmile dorazi na hranu, ktera
navadZe na hranu PRVNI; jinak musi vyuZit v8echny hrany z vrcholu PRVNI".z }

procedure oznac_tah (prvni: phrana; cislo: integer; prvni_tah: boolean);

var ahrana, prhrana: phrana;

avrchol: integer;

begin
prhrana := nil;
ahrana := prvni;
repeat

oznac_hranu (ahrana, cislo);
if prhrana <> nil then
prhrana”.tah_d := ahrana;

ahrana”.tah_p := prhrana;

prhrana := ahrana;

avrchol := ahrana”.k;

ahrana := vyber_hranu (avrchol, ahrana);

until (ahrana = nil)
or (prvni_tah and (prhrana”.k = prvni~.z)
and not zakazano (prhrana, prvni));

prhrana”.tah_d := prvni;
prvni~.tah_p := prhrana;
if prvni~.z <> prhrana”.k then
writeln(’Chyba’);
end;

{ pokud spojeni tahu pfes hrany H1 a H2 nevytvofi zakazany pifechod,
spoji je a vrati true, jinak vrati false }
function spoj (hl, h2: phrana): boolean;
var pl, p2: phrana;
begin
pl := hl”.tah_p;
p2 := h2".tah_p;
if zakazano (pl, h2) or zakazano (p2, hl) then
spoj := false

else

begin
pl~.tah_d := h2;
h2”.tah_p := pl;
p2~.tah_d := hi;
hi”.tah_p := p2;
spoj := true;

end;

end;

{ spoji A-ty tah v daném vrcholu s pfedchozimi }
procedure spoj_tahy (vrchol: integer);
var stara, nova, navic, ah: phrana;

t: boolean;

begin
ah := graf[vrchol] .pouzite.dal;
stara := nil;
nova := nil;
navic := nil;
while ah <> Q@graf [vrchol] .pouzite do
begin
if (ah”.tah = a) and (nova = nil) then
nova := ah
else if (ah”.tah < a) and (stara = nil) then
stara := ah
else
navic := ah;



ah := ah”.dal;
end;
if not spoj (stara, nova) then
begin
if navic”.tah = a then
t := spoj (stara, navic)
else
t := spoj (nova, navic);
if not t then
writeln (’Chyba’);
end;
end;

{ najde tah z nepouZzitjch hran za&inajici v daném vrcholu, a oznali jeho hrany danym ¢islem }
procedure najdi_tah (cislo, vrchol: integer);
var prvni: phrana;

begin
prvni := vyber_hranu (vrchol, nil);
oznac_tah (prvni, cislo, cislo = 1);
end;

{ najde hranu z vrcholu U do vrcholu V }
function najdi_hranu (u, v: integer): phrana;
var ah: phrana;
begin

ah := graf[u].nepouzite.dal;

while ah™.k <> v do

ah := ah”.dal;

najdi_hranu := ah;

end;

{ nadte graf ze souboru fin. Pokud graf obsahuje vrcholy stupné& 1, vrati false, jinak true }
function nacti_graf (var fin: text): boolean;
var m, i, u, v: integer;
h, d: phrana;
begin
readln (fin, n, m);

for i := 1 to n do
with graf[i] do
begin
stupen := 0;
pouzite.dal := Q@pouzite;
pouzite.pr := Q@pouzite;
nepouzite.dal := @nepouzite;
nepouzite.pr := @nepouzite;
end;

for i := 1 tom do
begin
readln (fin, u, v);
new (h);
h~.z := u;
h~.k := v;
h™.pr := nil;
h”.dal := nil;
h~.tah := 0;
h”.tah_p := nil;
h~.tah_d := nil;
inc (graf [u] .stupen);
pridej (graf[u] .nepouzite, h);
end;

for i :=1 to n do
begin
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readln (fin, u, v);
h := najdi_hranu (u, i);
d := najdi_hranu (i, v);
graf[i] .zak_z := h;
graf[i] .zak_do := d;
{ hranu iv pfesuneme na zalatek seznamu, takZe bude vZdy prvni vybrdna do tahu }
odeber (d);
pridej (graf[i].nepouzite, d);
end;

nacti_graf := true;
for i := 1 to n do
if graf[i].stupen < 2 then
nacti_graf := false;
end;

{ vypise eulerovskj tah v grafu do souboru FOUT }
procedure vypis_tah (var fout: text);
var prvni, ah: phrana;
begin
prvni := graf[1] .pouzite.dal;
ah := prvni~.tah_d;
write (fout, prvni~.z);
while ah <> prvni do

begin
write (fout, ’ ’, ah~.z);
ah := ah”.tah_d;

end;

end;
var fin, fout: text;

begin
assign (fin, ’okruh.in’);
reset (fin);
assign (fout, ’okruh.out’);
rewrite (fout);

if not nacti_graf (fin) then
begin
writeln (fout, ’Okruzni jizda neexistuje.’);
exit;
end;

a :=1;
najdi_tah(a, 1);

while nr <> 0 do

begin
v := rozpracovane [nr];
dec (nr);
inc (a);
najdi_tah (a, v);
spoj_tahy (v);

end;

if nh = n then
vypis_tah (fout)
else
writeln (fout, ’Okruzni jizda neexistuje.’);
end.
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P-I-4 Grafomat

Pro nalezeni nejkratsi cesty mezi vrcholy v a w pouzijeme podobné jako v Piikladu 1 prohledavani do siiky z vrcholu v,
tentokrét si ale kazdy oznaceny vrchol zapamatujeme, po které hrané znacku pfijal (pokud takovych hran bude vic, vybere
si libovolnou z nich).

Jakmile prohledavani dospéje do cilového vrcholu w, budeme postupovat pozpatku proti sméru zapamatovanych hran
a pritom vyznacovat nalezenou cestu.

Tento algoritmus funguje, ale je-li cesta kratka, travi zbytecné mnoho ¢asu tim, Ze i po nalezeni vrcholu w v prohledévani
pokracuje, az projde vSechny dosazitelné vrcholy grafu. Jak ale prohledavani zastavit? Jakmile se vrchol v dozvi, ze w bylo
prvni, zastavit ji a sama pfi tom zmizet. Aby to fungovalo, potfebujeme, aby druhé vlna postupovala rychleji nez ta prvni,
a jelikoz ji nemuzeme zrychlit, namisto toho vSe ostatni dvakrat zpomalime.

Casovou slozitost spocitame nasledovné: pokud je délka hledané cesty I, dojde prvni vina do w po 2! taktech, vytycovani
se vrati do v po dalsich 2/ taktech, takze druh& vlna je oproti té prvni opozdéna o 4l takt. V case t od spusténi algoritmu
tedy prvni vina dorazi do vzdalenosti t/2, zatimco druha do ¢ — 41. Proto se potkaji, az bude t/2 = t — 4l, ¢ili t = 81. Casova
slozitost je tedy linearni v [.

Program je pfimocarou implementaci tohoto algoritmu:

var x: 0..2; { vstupni znagky }
y: 0..1 = 0; { vystupni znacky }
s: 0..2 =0; { stav prohledavéni: l1=dorazila prvni vlna, 2=uZz i druha }
b: 0..3 = 0; { kterou hranou jsme znacku p¥ijali, je-1li s>0 }
p: 0..1 = 0; { po&itadlo pro zpomalovani }
i: 1..3 = 1; { pomocna proménna }
begin
p := 1-p;
if (s=1) and ((S[1].s=2) or (S[2].s=2) or (S[3].s=2)) then
s =2 { druh&d vlna bé&zi plnou rychlosti }
else if p=1 then { ostatni ¢asti programu b&Zi zpomalend }
case s of
0: begin
if x=1 then s := 1; { zacatek prvni vlny }
for i := 1 to 3 do { pokradovani prvni vlny }
if S[i]l.s = 1 then begin
s :=1;
b := 1i;
end;
if s=0 then stop; { stale se nic nedé&je }
end;
1: begin
if x=2 then y := 1 { prvni vlna dorazila do cile => jdeme zpét }
for i := 1 to 3 do { zpétny prichod }
if (S[i]l.y = 1) and (S[i].b = P[i]) then y := 1;
if (y=1) and (x=1) then s := 2; { zpétnjy prichod dorazil do po&atku }
end;
2: stop;
end;
end.
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