56. ro¢nik Matematické olympiddy — 2006,/2007
Ulohy krajskeho kola kategorie P

Krajské kolo 56. ro¢niku MO kategorie P se kona v atery 16. 1. 2007 v dopolednich hodinéch. Na feSeni lloh méate 4 hodiny

¢istého casu. V krajském kole MO-P se nefesi zadna prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelt ve vSech krajich
je pouziti pocitact pfi soutézi zakazano.

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis feseni, to znamend slovni popis pouzitého algoritmu, argumenty zdivodiiujici jeho sprdvnost
(pfipadné dtikaz spravnosti algoritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casové a pamétova slozitost).
Slovni popis Feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu
(do programu).

e Program. V tlohich P-II-1, P-11-2 a P-II-3 je tfeba uvést dostate¢né podrobny zapis algoritmu, nej-
podrobné popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematic-
kych vztaha, vyhledavani v poli, t¥idéni apod. V feSeni tlohy P-II-4 je nutnou soucasti feSeni program
pro grafomat.

Hodnoti se nejen spravnost programu, ale také kvalita popisu feSeni a efektivita zvoleného algoritmu.

Vzorova feSeni uloh naleznete kratce po soutézi na Internetu na adrese http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude
zvefejnén i seznam postupujicich do ustiedniho kola. Naleznete zde také popis prostfedi, v némz budete na tstiednim kole
fesit praktické tlohy.

P-1I-1 Zasypané mésto

Archeolog Bedfich Hrozny jiz s vasi pomoci zmapoval zasypané mésto, které objevil. Nyni by rad zapocal s vykopavacimi
pracemi. Pozadal o pomoc mistni univerzitu, ktera mu dala k dispozici N studentt prvniho a N studentt druhého ro¢niku.
Kazdy ze studentti, které ma k dispozici, studuje jednu z nasledujici t¥i specializaci: starovéka historie, stredoveka historie
nebo archeologie. Bedfich Hrozny by rad rozdélil studenty do N dvojic tak, aby v kazdé dvojici byl jeden student prvniho
a jeden student druhého ro¢niku. Navic chce, aby studenti v kazdé dvojici méli rtuzné specializace, a tak se jejich znalosti
vzéjemné doplilovaly.

Pokuste se najit feseni, jehoz ¢asova slozitost je co nejmensi, pokud odhlédnete od ¢asu potiebného na nacteni vstupu.

Format vstupu: Vstupni soubor se jmenuje mesto.in. Jeho prvni fddek obsahuje ¢islo IV, které udava pocet studentt prvniho
(a druhého) roéniku. Kazdy ze zbyvajicich 2N fadkt obsahuje jedno éislo a Fetézec starovek, stredovek nebo archeologie,
které udavaji ro¢nik a specializaci jednotlivich studentt. Cislo a fetézec jsou vzdy oddéleny jednou mezerou.

Format vystupu: Vystupni soubor se jmenuje mesto.out. Pokud studenty nelze rozdélit do dvojic dle pozadavkt Bedficha
Hrozného, vystupni soubor obsahuje jediny fadek s textem ,Studenty nelze rozdelit do dvojic.“. V opa¢ném piipadé
soubor obsahuje N fadkt, z nichz kazdy obsahuje dva Tetézce, které jsou starovek, stredovek a archeologie. Tyto Fetézce
jsou oddéleny jednou mezerou a udavaji specializace studentit prvniho a druhého ro¢niku (v tomto potadi) v jednotlivych
dvojicich.

Priklad:

mesto.in mesto.out

3 starovek stredovek

1 starovek starovek archeologie
1 starovek stredovek starovek

2 archeologie

1 stredovek

2 stredovek

2 starovek

P-II-2 Okruzni jizda

7 domaciho kola si zajisté vzpominate na Stinovou Prahu a jeji problémy s dopravou. Presto si ale jeji popis pfipome-
neme. Stinovou Prahu tvofi kfizovatky, navzajem propojené ulicemi. Na rozdil od realné Prahy mutze do jedné kiizovatky
vést libovolny pocet ulic vétsi nez t¥i. Na zacatku leto$niho ro¢niku se radni rozhodli zvysit bezpecnost dopravy nasledujicim
zpusobem: Nejprve ze vSech ulic udélali jednosmérky, a to tak, ze do kazdé kiizovatky vchazi stejny pocet ulic, jaky z ni
vychézi. Pak navic na kazdé kiizovatce zakézali jednu moZnost odboceni (tedy pred touto zménou se kiizovatka, do niz a z
niz vedlo k ulic, dala projet k? zptisoby; po zméné to bylo mozné jen k2 — 1 zptisoby). Pies odpor Stinovych Prazanii se tuto
vyhlasku podarilo prosadit a dnes dorazily ze statistického uradu prvni vysledky: pocet dopravnich nehod se zdvojnasobil.

Na krizové poradé se radni rozhodli pro novy pokus: zrusi se jednosmérky (kazdou ulici tedy lze projet obéma sméry),
zato se na kazdé kiizovatce zakazi tii moznosti odboceni. Zakaz je také ,,obousmérny*“, tj. je-li zakdzano na dané kfizovatce
odbo¢it z a-té ulice do b-té ulice, je také zakazdno odbocit z b-té ulice do a-té ulice. K¥izovatku ¢ ulic lze tedy projet t(t—1) —6
zpusoby. Vzhledem k historii Stinové Prahy je ¢t vzdy sudé a t > 4.
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Aby se radni tentokrat vyhnuli famam o autech duchii, donekonecéna jezdicich v ulicich Stinové Prahy bez moznosti
dosahnout cile, pozadali vas opét o nalezeni ,okruzni jizdy“ — cyklické posloupnosti ulic takové, ze vSechna odboceni v ni
jsou povolend a kazda ulice se v ni vyskytuje praveé jednou.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru okruh.in jsou dvé pfirozena ¢isla n a m, ktera udavaji pocet ki'izovatek
a pocet ulic ve Stinové Praze. Kfizovatky jsou oc€islovany prirozenymi ¢isly od 1 do n. Nasledujicich m radku popisuje ulice.
Na kazdém z nich je dvojice ¢isel u a v (1 < u,v < n), znamenajici, ze mezi kfizovatkami v a v vede ulice. Mezi dvéma
kfizovatkami muze vést nejvysSe jedna ulice. Dale nasleduje n fadkd, i-ty z nich popisuje, jakd odboceni jsou zakazana na
i-té kiizovatce a obsahuje Sest pfirozenych Cisel. Pokud jsou na ném ¢&isla ui, v1, ug, ve, uz a vz (1 < uj,v; < n), fikaji, ze
jedeme-li po ulici z u;-té kiizovatky, 1 < j < 3, na i-tou kfizovatku, nesmime odbocit do ulice vedouci k v;-té kfizovatce,
a naopak, prijizdime-li z v;-té kiizovatky, nesmime pokracovat smérem k u;-té.
Format vystupu: Do vystupniho souboru okruh.out vypiSte posloupnost ¢isel vy, va, ..., vy (1 < v; < n pro kazdé 7)
takovou, ze:
® 7z v; do v;y1 (pro 1 <i < m) vede ulice,
® jedeme-li ulici mezi v;-tou a v;41-tou kiizovatkou, je povoleno odbocit do ulice mezi v;yi-tou a v;ya-tou
kfizovatkou, 1 < i <m, a
® kazda ulice je projeta pravé jednou, tj. existuje-li ulice mezi u-tou a v-tou kfizovatkou, pak existuje i takové,
2evi:uavi+1:vnebovi:vavi_ﬂ = U.
Indexy pocitame cyklicky, tj. vm41 = v1 @ V42 = vo. Pokud existuje vice takovych posloupnosti, vypiste libovolnou
z nich. Pokud takova posloupnost neexistuje, vypiste fetézec ,,0kruzni jizda neexistuje.“.

Priklad:
okruh.in okruh.out

e
o

1245235134
(jeden ze sprdvngch vystupi)

B WONEFE OO WNE OO WNEe O
P O ONMNNDE OO W, O WN

2345

1534

2145 Obréazek mésta z prikladu.
2315 Cérkované ¢ary oznacuji zakdzana odbodeni.
1234

P-I1-3 Pizza kolem

Marcova firma Pizza kolem slavi diky vasi pomoci v minulém kole olympiady velky tspéch. Marco se proto rozhodl
firmu rozs$itrit. Planuje mit nékolik pobocek na hranici mésta a obratil se na vas, abyste mu pomohli rozhodnout, kde by bylo
nejlepsi nové pobocky oteviit.

Pro jednoduchost si budeme hranici mésta predstavovat jako kruznici, kterou rozdélime na N stejné dlouhych tseki.
Marco vi, kolik jeho zakaznikt v kazdém z téchto tusekt zije. Mimo to je nutné, aby vzdy cely tisek byl prifazen téze pizzerii
Marcovy firmy a aby useky prifazené jedné pizzerii nasledovaly po sobé. Jedna pizzerie dokaze obslouzit K zakaznikd, takze je
nutné, aby soucet zakazniku v isecich prifazenych jedné pizzerii byl nejvyse K. Marco by byl rad, kdyby naklady na rozsifeni
jeho firmy byly co nejnizsi, a proto chce pokryt vSechny tseky kruznice co nejmensim poctem pizzerii.

Format vstupu: Jméno vstupniho souboru je pizza.in. Prvni fddek obsahuje dvé celd kladné ¢isla N a K, kterd udavaji
pocet tsekil, na které je kruznice (hranice mésta) rozdélena, a pocet zdkazniki, které dokéze jedna pizzerie obslouzit. Kazdy
z néasledujicich N fadkid obsahuje jedno celé ¢islo A;, i = 1,..., N, které udava, kolik zédkazniku Zije v i-tém tseku kruZnice.
Muzete pfedpokladat, ze 1 < A; < K pro vSechnai=1,..., N.

Format vystupu: Jméno vystupniho souboru je pizza.out. Prvni fadek obsahuje ¢islo M, které uddvd minimélni pocet
pizzerii, které musi Marco oteviit. Kazdy z nasledujicich M fadku obsahuje dvé ¢isla S; a T;, i = 1,..., M, urcCujici useky,
které budou pokryty i-tou pizzerii. Pokud 1 < S; < T; < M, pak i-t4 pizzerie bude obsluhovat useky S5;,5; +1,...,T;. Pokud
1 <T; <S; <M, pak bude tato pizzerie obsluhovat useky T;,7; + 1,...,.S;. Oblasti, které jsou obsluhovany jednotlivymi
pizzeriemi, musi byt navzajem disjunktni a kazdy tisek musi byt obsluhovan nékterou z pizzerii. Navic soucet pocti zakaznik,
ktefi ziji v tsecich obsluhovanych jednou pizzerii, musi byt nejvyse K.



Priklad:

pizza.in pizza.out
7 11 4

4 61

4 23

7 4 4

6 55

6

4
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P-II-4 Grafomat na lovu

Definici grafomatu najdete ve studijnim textu za touto tlohou. Text je identicky s tim z domaciho kola, az na opravu
drobné chyby v programu v Ptikladu 2.

SoutéZni tloha:

Kréal Lamzelezo XXVI. tuze radd organizoval lovy. P¥i¢ilo se mu ale zabijeni ¢ehokoliv Zivého, at uz to byla zvitata
nebo nesikovni honci navzajem, a tak si poridil robotické lovce a posilal je lovit mechanickou zvér. Lovci pokazdé utvorili
kruhovou formaci okolo nory, kazdy lovec se propojil s obéma sousednimi a ledva si libovolny z nich v§iml, Ze zvire vystréilo
anténky, predal zpravu ostatnim a vsichni nardz vypalili. Vasim tkolem je napsat program pro grafomat, ktery bude lovce
Fidit. Mizete predpokladat, ze zvife zahlédne vzdy jen jediny z lovcu.

Méjme 2-graf slozeny z jediného cyklu sudé délky, tj. z vrchola ocislovanych od 0 do N — 1, pfi¢emz vrchol ¢ je spojen
hranou oznacenou 1 s vrcholem (i + 1) mod N a hranou oznadenou 2 s vrcholem (i — 1) mod N (tedy stejng, jako na prvnim
obrazku ve studijnim textu). VA4S program se ma chovat nasledovné: pokud dostane 2 = 0 ve v8ech vrcholech, ihned se zastavi
s y = 0 (lovci nic nevidi, a proto nestfili); pokud dostane v jednom vrcholu x = 1 a v ostatnich = 0, mé se po né&jakém
koneéném poétu kroki zastavit s y = 1 ve vSech vrcholech, pfi¢emz ve vSech pfedchozich krocich musi byt y nulové (jeden
lovec zvéf zahlédl, takze po Gase vSichni soucasné vystfeli). Pro ostatni kombinace vstupi se program miize chovat libovolné.

Pokud vdm to pomuze, mizete piedpokladat, ze pocet vrcholi grafu je v n&jakém vhodném tvaru (tfeba mocnina
dvojky, druhd mocnina apod.).

Studijni text:

Grafem nazveme libovolnou kone¢nou mnozinu V' wvrchold grafu spolu s mnozinou E hran, coz jsou neuspoiadané dvojice
vrcholi. Zadné dva vrcholy nejsou spojeny vice hranami, Zadna hrana nespojuje vrchol se sebou samym.

K-graf budeme fikat takovému grafu, ve kterém s kazdym vrcholem sousedi pravé K hran
a konce téchto hran jsou ocislovany prirozenymi ¢isly od 1 do K. Oba konce jedné hrany piitom
mohou byt o€islovany rtuzné. Pokud budeme hovofit o hrandch vychézejicich z néjakého vrcholu v,
budeme zmitiovat méstnd ¢isla hran (to jsou ¢isla konce, kterym je v) a ¢isla protéjsi (to jsou ta
zbyvajici). Pro kazdy vrchol jsou mistni ¢isla vSech jeho hran navzijem rtznd. Obrazek vpravo
ukazuje pfiklad 2-grafu a 3-grafu.

Ohodnocenim grafu nazveme pfirazeni prvkia néjaké koneéné mnoziny vrcholim grafu — tedy
napfiklad rozdéleni vrcholti na cerné a bilé nebo oznaceni vrcholi ¢isly od 1 do 5.

Grafomat je zafizeni pro automatické feseni grafovych tloh. Jeho vstupem je libovolny K-graf G
spolu s jeho ohodnocenim; vystupem je néjaké dalsi ohodnoceni téhoz grafu. Samotny vypocet je
vykondvan automaty umisténymi v jednotlivych vrcholech grafu. Kazdy automat méa svou pamét
a Fidi se programem. Programy vSech automati jsou identické, zatimco paméf mé kazdy automat
svoji a mimo to jeSté muze nahlizet do paméti svych grafovych sousedi. 1

Pamét automatu je tvofena koneénym mnoZstvim proménnych, které si miZeme predstavit
jako pascalské proménné typu interval. Obsahuji tedy pfirozena Cisla v néjakém pevném rozsahu,
ktery nezavisi na velikosti vstupu. Mimo to je také mozné pouzivat pole intervalovych proménnych,
jejichz indexy jsou opét z pevnych intervalii. Z4dné jiné typy proménnych (neomezené velké éisla,
ukazatele, ...) pouZit nelze.

Zvlastni roli hraji proménné x a y. Proménné x na poc¢atku vypoctu obsahuje vstupni ohodnoceni toho vrcholu grafu,
ke kterému patii, hodnota proménné y na konci vypoc¢tu uréi vystupni ohodnoceni vrcholu. Vsechny proménné s vyjimkou
proménné r maji svou poc¢atecni hodnotu pevné urcenu. Deklarace proménnych vypada naptiklad takto:

var x: 1..5; { ¢islo od 1 do 5, na po&atku vstup }
y: 1..5 = 3; { ¢islo od 1 do 5, na pocatku 3, na konci vystup }
z: array [1..2] of 3..4 = (3, 4); { pole dvou ¢&isel }

Ridici program automatu si mtizeme piedstavit jako pascalsky program, v némz si zakdzeme pouzivat rekurzi a ktery
bude manipulovat pouze s proménnymi v paméti automatu a pripadné i automati sousednich. Na své vlastni proménné se
automat odkazuje jejich jmény, jako by to byly obycejné pascalské globalni proménné, na proménné sousedt pak konstrukci
S[i].p. Zde i je celoéiselny vyraz s hodnotou 1. .. K, jenZ znaci, o kolikdtého souseda se jednd, tedy mistni éislo hrany, kterou
je soused pripojen; p je jméno libovolné proménné. Proménné sousedti je mozné pouze cist.
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Aby mohl program dévat do souvislosti své hrany s hranami svych soused1, ma k dispozici jesté proménné P[1],... P[K],
které jsou pevné nastaveny tak, ze P[i] obsahuje protéjsi ¢islo hrany s mistnim ¢islem . Vyraz S[i].S[P[i]].z je tedy totéz
jako samotné z. (Pozor, zatimco druhé S je odkaz na proménnou patfici sousedovi, proménnd P v indexu je opét mistni.)

Vypocet grafomatu probiha v taktech, a to nasledovné: V nultém taktu se proménné vSech automati nastavi na pocatecni
hodnoty a proménné x na vstupni ohodnoceni jednotlivych vrcholi. V kazdém dalsim taktu se pak vzdy jednou spusti program
kazdého automatu, pfi¢emz proménné svych sousedu vidi program ve stavu, v jakém byly na zacatku taktu. Ackoliv tedy
jednotlivé automaty bézi soucasné, nemuize se stat, ze by jeden Cetl z proménné, do které pravé druhy zapisuje.

Vypocet pokracuje tak dlouho, dokud v néjakém taktu vSechny automaty neprovedou prikaz stop. Pak se vypocet
zastavi a z proménnych y grafomat pfecte vystupni ohodnoceni grafu. Pokud ptikaz stop provedou jen nékteré automaty,
vypocet pokracuje, a to i na téchto automatech. Struktura grafu, jakoz i obsah proménnych P ztstava po celou dobu vypoctu
konstantni.

Za c¢asovou sloZitost vypoctu budeme povazovat pocet takti, které ubéhnou do zastaveni. Nijak tedy nezavisi na rychlosti
programi jednotlivych automati. Podobné jako u ¢asové slozitosti klasickych algoritmt nebudeme hledét na multiplikativni
konstanty a bude néas zajimat pouze asymptotické chovani slozitosti, tedy zda je linearni, kvadraticka, atd. Pfipady, kdy
vypocet neskonci, nebudeme pripoustét, pro uplnost ale dodejme, Ze tehdy se nutné musi hodnoty proménnych periodicky
opakovat.

Priklad 1: Je dén 3-graf a v ném vyznacen jeden vrchol v, a to tak, Ze jeho proménna z bude inicializovana jednickou,
zatimco vSem ostatnim vrcholim nulou. Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vSechny vrcholy z vrcholu v dosazitelné
po hranéch, a to tak, Ze jejich proménna y bude na konci vypoc¢tu rovna jedné, zatimco u nedosazitelnych vrcholt bude
nulova.

Reseni: Inspirujeme se prohledavanim grafu do §itky. V kazdém taktu se kazdy vrchol podivé, zda néktery z jeho sousedi je
jiz oznacen a pokud ano, také se sdm oznaci. Pokud se oznaceni nezméni, vrchol volanim stop souhlasi se zastavenim. Pribéh
vypoctu tedy bude vypadat tak, ze v i-tém taktu budou oznaceny ty vrcholy, jejichz vzdalenost od v je mensi nebo rovna 1.
Vypocet zastavi, jakmile se hodnoty proménnych pfestanou meénit, tj. po nejvyse IV taktech. Proto je ¢asova slozitost naseho
programu linedrni v po¢tu vrcholt (na rozdil od klasického prichodu do $itky nezévisi na poc¢tu hran).

Program vypada nésledovné:

var x: 0..1; { byl vrchol oznaen ve vstupu? }
y: 0..1 = 0; { je oznalen ted? }
prev: 0..1 = 0; { pfredchozi stav }
i: 1..3;
begin
prev :=y; { zapamatujeme si, jestli uZz byl oznalen }
if x=1 then y := 1; { pteneseme oznafeni ze vstupu }
for i := 1 to 3 do { podivejme se na vSechny sousedy }
if S[i]l.y <> O then { je-1i i-ty soused oznalen, }
y = 1; { ozna¢ i sebe sama }
if y = prev then stop; { pokud se nic neméni, muZeme konéit }

end.

Piiklad 2: Mé&jme 2-graf slozeny z jediného cyklu sudé délky (tj. z vrcholii odislovanych 0... N — 1, pficem? vrchol 4 je spojen
hranou oznacenou 1 s vrcholem (¢ + 1) mod N a hranou oznacenou 2 s vrcholem (¢ — 1) mod N; piiklad takového grafu
pro N = 6 najdete na obrazku na zacatku tohoto textu). V tomto grafu je vyznaden jeden vrchol v. NapiSte program pro
grafomat, ktery oznaéi vrchol protilehly k v, tedy vrchol s éislem (v + N/2) mod N.

Reseni: Vysleme ,signal® putujici z vrcholu v ve sméru jedni¢kovych hran rychlosti 1 vrchol za takt a druhy signal putujici
stejnou rychlosti opaénym smeérem. Jakmile néjaky vrchol zjisti, ze do néj pfisly oba signély, oznaci se a signaly jiz dal
neptredava.

var x: 0..1; { vstupni znacka u vrcholu }
y: 0..1 = 0; { vystupni znacka }
1, r: 0..1 = 0; { uz timto vrcholem proSel signal doleva a doprava? }
begin
if x=1 then { zaginame posilat }
begin x :=0; 1 :=1; r :=1; end
else if (S[2].1=1) and (S[1].r=1) then { signaly se v tomto vrcholu potkaly }

begin y := 1; stop; end
else if (S[2].1=1) and (1=0) then 1 : ptedame signdl doleva }
else if (S[1].r=1) and (r=0) then r : ptedame signadl doprava }
else stop; { nic se nedéje => miZeme konéit }
end.
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